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Resumo

O ensino do Célculo é proposto atualmente por diversos livros didaticos do Ensino
Médio. No entanto é incomum, na maioria das escolas, aulas de matemética
abordando contetudos como limites e derivadas. O presente trabalho consiste numa
proposta a ser desenvolvida pelos professores em relacéo ao ensino de derivadas
de funcbes representadas por polindmios, também denominadas func¢des
polinomiais, na Educacéo Basica, especificamente no Ensino Médio, enfatizando
ideias como a inclinacdo de retas tangentes e abordando problemas préaticos cuja
resolucao se faz por meio de derivacao.



Abstract

The teaching of calculus is currently proposed by many high school textbooks.
However it is unusual, in most schools, math classes covering contents as limits and
derivatives. This work is a proposal concerning the teaching of differentiation of
polynomial functions in Secondary School, most specifically in High School,
emphasizing ideas like slope of tangent lines and addressing practical problems
whose solution is through the differentiation.
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Introducéo

A Educacédo no Brasil vem mudando, principalmente nas ultimas décadas.
Podemos demonstrar a existéncia dessas alteracfes através da criacdo das Leis
de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (Lei 9394/96), dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN), das resolucdes e pareceres do Conselho Nacional
de Educacao (CNE). A L.D.B. disciplina a educagé&o escolar desenvolvida, em sua
maioria, por meio do ensino, em instituicdbes peculiares, os PCN estabelecem
diretrizes para estruturacdo e reestruturacdo dos curriculos escolares no Brasil e o
CNE, érgao ligado ao Ministério da Educacédo, aprimora e consolida a Educacao

Nacional, garantindo a participacéo da sociedade.

O Ensino Médio, componente da Educacédo Basica em sua etapa final, tem
como duas de suas finalidades “a preparacao béasica para o trabalho e a cidadania
do educando, para continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com
flexibilidade a novas condigdes de ocupagao ou aperfeicoamento posteriores” e “a
compreensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos produtivos,
relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina” (LDB, 1996).
Nessa etapa de estudo, em que ja se pode considerar o aluno com uma maior
maturidade, os objetivos educacionais podem atingir uma maior ambi¢éo formativa,
seja em termos relacionados as informacgbes tratadas, aos procedimentos e
atitudes envolvidas, seja em termos das competéncias, habilidades e dos valores
desenvolvidos (PCN, 2000, p.6).

No que tange ao ensino da matematica, conforme as Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio, ao final desse nivel de ensino, espera-se que 0s
alunos compreendam a utilizagdo da Matematica na resolucdo de problemas
praticos do cotidiano; modelem fendbmenos em outras areas do conhecimento;
entendam que a Matematica € uma ciéncia com caracteristicas peculiares,

organizada por teoremas e demonstracdes; entendam a Matematica como um
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conhecimento social e historicamente construido; saibam dar aprego a importancia

da Matemética no desenvolvimento cientifico e tecnolégico. (BRASIL, 2006, p.69)

Em se tratando de avanco cientifico e tecnoldgico, consideremos de grande
importancia o ensino do calculo na Educacdo Basica. Muitos autores destacam

essa importancia:

[...] Ao contrario do que se pensa em geral, pode-se afirmar que parte
significativa dos problemas de aprendizagem “do atual” ensino de Calculo
esta “fora” dele e é “anterior” inclusive ao seu tempo de execuc¢éo. Nao se
trata apenas da tdo propalada “falta de base” dos estudantes, como afirma
a grande maioria dos nossos colegas professores. [...] Assim, ao invés de
se fazer mencgéo a uma “falta de base” dos estudantes, o que se precisa
fazer, de fato, e estabelecer os conceitos basicos e necessarios para se

aprender as ideias basicas do Calculo. [...] (Rezende, 2003, p. 31)

Seria muito mais proveitoso que todo o tempo que hoje se gasta, no 2°
grau, ensinando formalismo e longa terminologia sobre funcdes, que todo
esse tempo fosse utilizado com o ensino das no¢Bes basica do célculo e
suas aplicagdes Avila (1991, p. 8)

Diante do exposto, e com base nessa ultima citacdo, surgiu o interesse em
pesquisar sobre o ensino de derivadas de funcées no ensino médio. Alguns livros
didaticos (por exemplo, Guelli, 2003; Machado, A.S.,1991; lezzi, G., Murakami, C.
& Machado, N.J. 2002), utilizados na terceira série do Ensino Médio, possuem
alguns capitulos que tratam do assunto. A sequéncia de apresentacao do contetdo
€ iniciada pelo estudo de limite, taxa de variacdo média e taxa de variacao

instantanea. Essa é a maneira mais formal para definicdo de derivada.

Mas estudar derivada requer necessariamente o estudo de fungbes. No
ensino médio diversas funcdes sdo estudadas, tais como fun¢éo afim, quadratica,
exponencial, logaritmica, entre outras. E as representacfes graficas dessas

funcdes sdo fundamentais para a compreensao da derivada.

A capacidade de analisar e interpretar graficos € muito importante em
qualquer dominio cientifico. E, portanto, necessario levar os estudantes a
compreenséo desse tema. Esta foi uma das conclusdes do grupo que
discutiu o ensino de Matematica para as Biociéncias (Medicina e Biologia,
incluindo Fisica e Quimica) na 12 reunido de Didatica da matemética do
Cone Sul, realizada em Montevidéu, em abril de 1992. Nessa ocasiéo, 0s
professores do 2° grau presentes reivindicaram de seus colegas,
professores universitarios, material didatico adequado as aplicacdes da
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Matematica as outras ciéncias. Estes sdo analisados com énfase na
identificacao e interpretacdo dos pontos criticos. Seu contetido pode ser
explorado no 2° grau com o auxilio das nocdes intuitivas de evolucéo
continua, velocidade e aceleracao, que fazem parte do cotidiano do aluno
(Carneiro, 1992, p. 32).

Com base no que foi citado, e na experiéncia com alunos do ensino médio,
interessamo-nos em destacar as fungdes denominadas polinomiais e, a partir delas,
promovermos estudos sobre o0s processos de derivagdo, enfatizando a
representacdo grafica, e utilizando situac6es do cotidiano imprescindiveis na

compreensao da tematica abordada.

Resolucdo de problemas de juros ou de crescimento de populac¢éo (ou do
aumento do custo de vida, da divida externa etc.), calculos de velocidades
ou de taxas de variacdes de outras grandezas, interpretacdes de gréficos
de fung@es reais, resolucdo de problemas de otimizacdo (de é&reas, de
orcamentos domésticos etc.) sdo habilidades cada vez mais requisitadas
para o exercicio pleno da cidadania em uma sociedade de crescente
complexidade (Rezende, 2003 p.37).

Este trabalho consiste em uma proposta para o ensino de derivadas de
fungbes polinomiais, destinado aos educandos do ensino médio, cujo objetivo
principal € promover o calculo da derivada de uma funcédo polinomial, obtido de
maneira diferente do que se apresenta nos livros didaticos. Pretendemos ainda
associar a derivada ao estudo de fun¢des denominadas poligonais, caracterizar 0s
valores extremos de uma funcéo e elucidar situacdes-problemas cuja resolucéo

necessita do conhecimento de derivadas e de valores extremos.

Nessa perspectiva, também buscamos melhorar o desempenho dos alunos
em disciplinas iniciais de Calculo no Ensino Superior, pois compreendemos a
importancia da apresentacdo de conteddos do célculo no Ensino Médio como
embasamento para segmentos de ensino mais avancados, que por sua vez
trabalham esses conteidos com maior aprofundamento e enfoque voltado as areas

em estudo
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De fato, a auséncia das ideias e problemas essenciais do Calculo no
ensino basico de matematica, alem de ser um contrassenso do ponto de
vista da evolucao histérica do conhecimento matematico, e, sem duvida,
a principal fonte dos obstaculos epistemol6gicos que surgem no ensino
superior de Calculo. Assim, fazer emergir o conhecimento do Calculo do
“esconderijo forcado” a que este esta submetido no ensino basico e, sem
duvida, o primeiro grande passo para resolvermos efetivamente os
problemas de aprendizagem no ensino superior de Calculo.[...] (Rezende,
2003, p 402.Grifos do autor.)

A sequéncia de apresentacdo desse trabalho foi definida a partir da
perspectiva de ensinar derivada. Portanto, a primeira etapa consiste da definicao
de derivada alicercada por diversos elementos, tais como reta, equacéo reduzida
da reta, funcao, funcao afim, fungéo polinomial, fung&o poligonal, valores extremos,
reta tangente a uma curva e determinacdo da derivada. Muitos conceitos e
definicdes serao utilizados nas etapas posteriores. A segunda etapa traz a derivada
de funcdes representadas por polindbmios, denominada fungao polinomial. Fungdes
afim, constante e quadratica sdo utilizadas como suporte para determinacdo da
derivada, com posterior generalizacdo para quaisquer fung¢des polinomiais.
Sequencialmente apresentamos a utilizacdo das funcfes poligonais para melhor
compreensao do estudo da derivada de func¢des polinomiais e determinamos 0s
valores extremos por processos de derivacdo. E por fim, na Ultima etapa, utilizamos
situacdes-problema cujas resolucbes sdo desenvolvidas pelos conhecimentos

adquiridos nas etapas anteriores.

Em relac@o aos conteidos matematicos descritos nos capitulos, utilizamos
diversos autores, mesclando informacdes obtidas nos materiais descritos nas
referéncias bibliograficas. Optamos por néo cita-los a todo momento no texto, em

virtude de uma melhor plasticidade de leitura deste trabalho.
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Capitulo 2

Determinacado da derivada de uma funcéo.

2.1 Reta

Para representar uma reta no plano cartesiano é necessaria e suficiente uma das

condicBes descritas abaixo:

1°) Dois pontos distintos pertencentes a reta devem ser conhecidos (Uma Unica

reta passa por eles).

2°) Um ponto da reta e sua dire¢cdo devem ser conhecidos (o angulo (« ) formado

pela reta e pelo eixo das abscissas).

Veja:

Figura 1 - Representacao grafica da reta r utilizando os pontos A e B.
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Figura 2 - Representacédo grafica da reta r utilizando o ponto B e o0 &ngulo (a) formado pelaretae o
eixo das abscissas.

A reta é representada por uma equacao com formas distintas de apresentacao.

Dentre as formas existentes, estamos interessados na forma reduzida da reta para

0 propdsito deste trabalho.

2.2 Equacéao reduzida da reta

Seja r uma reta que forma o angulo @ com o eixo das abscissas, intersectando o

eixo das coordenadas no ponto B =(0,b), e um ponto qualquer A=(x,y) dareta.
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Figura 3 - Representacdo grafica de uma reta r determinada pelos pontos A, B e pelo angulo a.

Vamos determinar a forma reduzida desta reta r. Pelo triangulo ABC, retangulo

em C, temos:

Sendo tga =a:
-b
tga:a:T:aX:y—bayzaX+b

Segue-se gque a equagao
y=ax+bh
representa a reta r. Em simbolos, escrevemos:
r:y=ax+b

Essa expressdo é denominada equacdo reduzida da reta r, onde a,belR,

considerando que:
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- a é atangente do angulo « formado entre areta r e o eixo das abscissas, com
sentido positivo, cuja nomenclatura € o coeficiente angular da reta r, ou, a

inclinagéo da reta, em relagdo ao eixo X;

- b corresponde a ordenada do ponto de intersegao entre o eixo y e a reta r,

sendo denominado coeficiente linear da reta r.

- X e y séo as coordenadas do ponto A pertencente a reta r, sendo A genérico.

Resta analisar o caso em que sé@o dados dois pontos A(x,Y,) e B(x,,y,) distintos

e queremos determinar a equacgao reduzida que passa por esses pontos.

flas) |

flan) |

/

Figura 4 - Representacédo grafica da reta r a partir dos pontos A, B, X e do angulo a.

A semelhanca de triangulos nos permite determinar o coeficiente angular que é
dado por:

a:yz_yl

X, =X

Necessitamos também determinar o coeficiente linear (b). De acordo com a

equacao reduzida da reta temos:
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r:y=ax+ber:y =ax,+b
Resolvendo o sistema formado pelas duas equacdes, obtemos:

y,—ax =y, -ax, :>axz—a><l=y2—y1:>a=f%)y{-

O coeficiente linear (b) é:

b:y _axlzy _yZ_le =X2y1_X1y1_X1y2+X1y1 :X2y1_x1y2
1 1 Xz_xl 1 Xz—Xl XZ—Xl

2.3 Funcéao

Dados dois conjuntos quaisquer A, B, umafuncdo f:A — B (Ié-se: funcdo de A

em B) € uma regra que determina como corresponder a cada elemento X € A um

elemento y= f(x) e B.

Uma funcdo f: A— B é composta de trés elementos:

a) Dominio — Conjunto onde a funcéo é definida (conjunto A);

b) Contradominio — Conjunto onde a funcéo assume valores (conjunto B);

c) Regra de associa¢ao ou lei de correspondéncia - Sua determinacéo consiste em

associar a cada elemento x e A um Unico elemento f(x) € B, sendo esse elemento

denominado imagem de X pela fungéo f .
O uso da notacdo x — f(x) significa que f faz corresponder a x o valor f(x).

De acordo com a regra estabelecida sera obtido f(x) € B a partir de qualquer x € A

, com duas condicoes:

1°) Nao ha excecdes: sempre existira f(x) paratodo xeA;

2°) Nao héa incerteza: a cada x e A sempre havera um Unico f(x)eB.
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2.4 Funcéo crescente e fungéo decrescente.

Sejam f afuncdo f:A— IR, com AcIR, e x,Xx, € A. Afuncédo f é:
- crescente quando x <X, = f(x)< f(x,);

- decrescente quando x <x, = f(x)> f(x,)

AT E—

Figura 5 - Representacao grafica de uma funcéo linear crescente.

[y

- fle)

Figura 6 - Representacao grafica de uma funcéo linear decrescente.
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- crescente em um intervalo | se f(x) < f(x,) sempre que x <X, em|.

- decrescente em um intervalo | se f(x)> f(x,) sempre que x <X, em .

- 3 ) A 0 i 5 3 P

Figura 7 - Representacao grafica de uma funcéo f crescente e decrescente.

A Figura 7 mostra que a funcéo é crescente no intervalo (— oo;O] e decrescente no

intervalo [0;+o0).

2.5 Valores Maximo e Minimo de uma funcao

Uma funcao f tem:

a) Maximo absoluto em um ndmero ¢ se f(c)> f(x) paratodo x pertencente ao
dominio de f (D,), onde f(c) é denominado valor maximo absoluto de fem

D

£

b) Minimo absoluto em um nimero ¢ se f(c)< f(x) paratodo x em D,, onde

f(c) é denominado valor minimo absoluto de fem D, .
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c) Maximo local em um numero ¢ se f(c)> f(x) quando x estiver pr6ximo de c,

e f(c) é denominado valor maximo local de fem D, .

d) Minimo local em um ndmero ¢ se f(c)< f(x) quando x estiver préximo de ¢,

e f(c) é denominado valor minimo local de fem D, .

O valor f(c) dos casos anteriores € denominado valor extremo, podendo ser

extremo absoluto ou local.

llustremos abaixo estes conceitos.

A Maximo local

Minimo local Minimo local
Minimo absoluto ] Minimo absoluto

Figura 8 - Gréfico de uma funcé&o contendo valores extremos.

y

Maximo local
Maximo absoluto

Maximo local
Minimo local
o]
B

Figura 9 - Gréfico de uma funcédo contendo valores extremos.
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Sejam A= (a, f(a)),B = (b, f(b)),C =(c, f(c)) pontos referentes aos gréficos das
Figuras 8 e 9 os quais contém valores extremos. Na figura 8, o valor f(a) € descrito

apenas como maximo local, ja que existem outros valores da imagem da funcéo (

f(x)) maiores que. Os pontos Be C exprimem tanto o minimo local quanto o
minimo absoluto, representado por f(b) e f(c), que por sua vez sao iguais. Na
figura 9, f(a)e f(c)sdo maximos locais, e 0 primeiro destes também €& maximo

absoluto, pois corresponde ao maior valor da imagem de f em todo o seu dominio.

Ja f(b)€é minimo local, apenas, por existir f(x)< f(b).

2.6 Funcado Afim

Denominamos de fungdo afim toda fungédo f:IR — IR definida por f(x)=ax+b, com

a,belR.

Sejam x, e x, dois valores distintos do dominio da fungédo afim, ou seja,

X,X, € D,,X #X,. Em consequéncia teremos:

f(x)=ax +b
e

f(x,)=ax,+b
Ainda podemos escrever:

f(x)-ax=b
e

f(x,)—ax, =b

Por fim:
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f(x)—ax =f(x,)-ax
ax, —ax = f(x,) - f(x)
a(x, —=x)=f(x,)-f(x)
qo 0= f(x)

XZ_Xl

O nimero a € denominado taxa de variacdo, podendo ser representado da

seguinte maneira:

a Af (x)
AX

A funcao afim crescente possui uma taxa de variacdo positiva (a > 0), enquanto a

funcao afim decrescente tem taxa de variacdo negativa (a<0).

A representacdo geométrica no plano cartesiano da funcédo afim € uma reta.

Observe a relagdo algébrica:
Equacdo dareta: y =ax+b
Funcao afim: f(x)=ax+b

Assim pode-se dizer que o significado geométrico do coeficiente a é o de

coeficiente angular da reta a qual representa o grafico da funcao afim.

2.7 Gréfico da funcdo afim e crescimento/decrescimento de fungdes.

Uma funcdo afim f(x)=ax+b pode apresentar trés representacdes graficas

distintas.

12) Se a funcdo afim é crescente, a reta que a representa graficamente tem
coeficiente angular positivo, ou seja, a >0, pois o angulo de inclinacdo é menor

gue 90° (dngulo medido no sentido anti-horario a partir do eixo x). Veja figura:
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Figura 10 - Grafico de uma fun¢éo afim crescente.

2?) Se a funcdo afim & decrescente, graficamente temos uma reta, que a
representa, cujo coeficiente angular sera negativo, ou seja, a <0, porque o angulo

de inclinacédo é maior que 90°. Veja figura:

Figura 11 - Gréafico de uma funcéo afim decrescente.

3% A funcéo afim que n&o é crescente, nem decrescente é denominada funcéo

constante, pois a imagem da funcdo consiste de um uUnico valor. Neste caso seu
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grafico € uma reta com coeficiente angular nulo (a=0), isto é, uma reta paralela

ao eixo das abscissas. Veja:

Figura 12 - Grafico de uma fungéo constante.

2.8 Funcéo definida por polindmios (fung&o polinomial).

Uma funcdo f é denominada funcdo polinomial se
f(x)=ax"+a X" +..+aXx +ax+a,

onde n é um numero inteiro positivo, e os numeros a,,a,a,,...,a, S40 constantes

chamadas coeficientes do polindmio. Qualquer funcdo determinada por um

polindmio possui como dominio o conjunto IR.
Como exemplos podemos citar as funcoes:
- Afim:

Forma geral: f(x)=ax+a,



()
Forma particular:  f(x)=3x+7
- Quadratica:
Forma geral: f(x)=a,x*+ax+a,
Forma particular:  f(X)=x*—-5x+6
- Cubica:
Forma geral: f(X)=ax’+ax +ax+a,

Forma particular:  f(x) =-2x" - g X’

2. 9 Funcdes Poligonais.

Dizemos que f :IR — IR € uma fungéo poligonal quando existem t, <t, <...<t_tais

t], f coincide com

i-17 i

que para x<t , para x>t e em cada um dos intervalos [t

uma funcéo afim f . Devemoster f(t)="f_(t,).
Uma funcéo f : IR — IR é poligonal quando seu gréafico é uma linha poligonal.

Vamos exemplificar algumas funcdes poligonais.
Exemplo 1:

Seja f afuncao definida por:

—-Xxsex<0
f(x):{ X Se X
Xxse x>0

O gréficode f é:
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Figura 13 - Gréafico da funcéo poligonal f.

Exemplo 2:

Seja g afuncao definida por:

() = —-x-1sex<-1
g0 = X+1sex>-1

O gréfico de g é:

Figura 14 - Grafico da funcao polinomial g.
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Exemplo 3:

Seja h a func¢éo definida por :
h(x) =[x -1 +|x+3

O gréfico de h é:

-4 -3 -2 -1 0 1 2

Figura 15 - Grafico da funcéo polinomial h.

2. 10 Reta Tangente a uma Curva em um Ponto Fixo.

Seja C o grafico (Figura 16) da funcdo y= f(x). Fixamos em C um ponto
P(x, f(x)), consideramos um ponto vizinho Q(x, f (X)), onde x # X , e calculamos
o coeficiente angular da reta secante PQ, definido pela tangente do angulo g,

representado por m,,:

0 f(x)
X=X,

(1)

PQ
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Figura 16 - Grafico contendo a reta secante PQ e a curva C.

Para aproximar Q ao ponto P ao longo da curva C fazemos x tendera X, (x — x,)

Y

Essa aproximacdo pode ocorrer tanto a esquerda quanto a direita de P,
resultando numa familia de retas secantes cujo coeficiente angular é determinado

pela equacao (1).

Figura 17 - Gréafico contendo véarias retas secantes PQ em relacdo a curva C; Q aproximando-se pela
direita de P.
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Figura 18 - Gréafico contendo varias retas secantes PQ em relacéo a curva C; Q aproximando-se pela
direita de P.

Todas essas retas secantes se aproximam a Unica reta. Tal reta chamamos de reta

tangente t a curva C no ponto P. Nesse caso, os coeficientes angulares m,, se

aproximam a um numero real m. Denotamos isto como:

m, —>m,se XX

Assim a reta tangente t a curva C no ponto P tera coeficiente angular m. Em

notacgodes:

_f(0-f(x)

2
M~ —>m, se X—>X (2)

PQ
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Figura 19 - Gréafico contendo a reta tangente t obtida pelo deslocamento do ponto Q em direc&o ao
ponto P, em relacdo a curva C.

Denotaremos o coeficiente angular da reta tangente a curva de y = f(x) que passa
pelo ponto (x, f(x)) por m= f'(x). O valor f'(x) é denominado derivada de f

em X . A equacdo reduzida da reta tangente t sera:

y =1 00x+[f(x) ~ ()]
A derivada de f, denotada por f', € a funcdo cujo valorem x é f'(x).

Quando f'(x) existe para todo xeD,, podemos dizer que a fungdo f(x) é

derivavel em todo o seu dominio.

A derivada de f em x € Unica, pois o coeficiente angular da reta que a representa

possui um unico valor. Como foi dito, a reta € tangente a uma curva em um ponto

fixo.

Nem toda funcéo € derivavel em todo o seu dominio. Seja r a funcéo definida por

r(x) :|x|. Essa funcdo, denominada fungdo modular, pode ser definida da seguinte

maneira;

{—x, se x<0.
r(x)=
X, se x>0.
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A funcéo r é uma funcgéo poligonal, cujo grafico corresponde a uma linha poligonal.

Figura 20 - Gréafico da funcéo [x|.

Se o0 ponto X(x,r(x)) se aproxima a esquerda do ponto O(0,0), a reta secante

obtida, que passa por esses pontos, tera sempre coeficiente angular igual a -1.

Veja:

_ r(X)_r(O) ___X =1
© x—0 X '
Se o ponto X (x,r(x)) se aproxima a direita do ponto O(0,0), a reta secante que 0s
contém terd sempre coeficiente angular igual a 1. Veja:
_ r(X)—r(O) _5_1
© x-0 X
Isso significa dizer que a reta tangente ao grafico de r no ponto O(0,0) tera dois

coeficientes angulares: -1 e 1. Temos uma incoeréncia. Portanto, concluimos que

nao ha derivada da funcdo r(x) quando X =0. No entanto, existe derivada para os
demais valores de x que fazem parte do dominio de r, pois fazendo X(x,r(x)) se

aproximar de P(x,r(x)) teremos:

- Para x <0:
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r(x)—r(x) _ —X—(=x) _ —(x=x,) -1
X=X X=X X=X .

rl(x1) =

- Para x >0:

r'(x)= r(x))(:)r(l(xl) : 2:2 -1,
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Capitulo 3

Derivadas de fungdes polinomiais.

3.1 Derivadas de funcdes representadas por polinbmios.

3.1.1 Funcéo Afim

1
Seja f afuncéo afim definida por f(x)= Ex—l, de representacao grafica:

Figura 21 — Grafico da fungdo afim f(x) = 1/2x -1.

- 1
O coeficiente angular da reta que representa f é 5

O coeficiente angular das retas secantes para pontos P(x, f(x)) e Q(x,, f(x,))

distintos no intervalo [-2,2] é:

-
AX X, — X,



( ]
L * )
Coeficiente angular da
Ponto P Ponto Q
reta secante PQ

(-2;-2) (-1;-3/2) Y2
(-1;-3/2) (0,-1) Ys
(0,-1) (1;-1/2) Ys
(1;-1/2) (2,0) Ya

Tabela 1 - Pontos P e Q, e coeficiente angular da reta secante PQ.

Fixando o ponto P(x, f(x)), e usando o ponto Q(x,, f(x,)) proximo a P, temos:

Coeficiente angular da

Ponto P Ponto Q
reta secante PQ
(0;-1) (-0,5;-1,25) Y
(0;-1) (-0,1;-1,05) 7
(0,-1) (0,01;-0,995) Y
(0;-1) (0,001;-0,9995) Ys

Tabela 2 - Pontos P e Q, P fixo e Q movel, e coeficiente angular da reta secante PQ.
A funcdo é crescente (X, <X, = f(x)< f(x,)) e o coeficiente angular da reta

secante PQé positivo (m,, >0) e constante.
O coeficiente angular da reta secante PQ para quaisquer pontos P e Q distintos

1 1
5 X —1—(&—1} 1x2—1x1—1+1 1(xz—xl)
2 2 _2

_1

X, =X, X, =X, X, =X, X, =X, 2

Logo, m,, :%>O.

O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcédo f em um ponto

P(x,, f(x))sera % pois:

m, > MmX—>X ,
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e m,, € constante (e unico!)

Entdo, a derivada da funcéo f(x)=%x—l no ponto P(x, f(x)) tera valor %

denotado por f'(x)= % :

Por conseguinte:
: 1
f (X):E’ vx e D,

Sejam f(x)=ax+b,a,be IR uma funcédo afim, P(x, f(x)) e Q(x, f(x)) pontos do

plano cartesiano. Temos:

f()-f(x) ax+b—(ax+b) ax—ax a(x—x)
X=X X — X, COX—-X X=X

- =a,X#X

Logo, a é o coeficiente angular da reta secante PQ.

O coeficiente angular da reta tangente a fungdo afim f em qualquer ponto

P(x, f(x)) é a, jaque:
m,, —m, quando X — X
ou seja, m=a.
A derivada da funcdo f em P(x, f(x)) é:
f'(x)=a.
Logo, a derivada da funcédo f é:

f'(x)=a

Conclusao:
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O coeficiente da reta que tangencia o grafico de qualquer fungéo afim € obtido pela
a derivada.

Funcao afim: f(x)=ax+b, paratodo xeD,.
Derivada da fungdo afim: f'(x)=a, paratodo xeD,.
Coeficiente da reta tangente ao grafico de f paratodo xe D, serda m=a

3.1.2 Func¢éo constante.

Seja f a funcdo constante definida por f(x)=5, graficamente representada

abaixo:

Figura 22 — Grafico da fungao constante f(x)=5.

O coeficiente angular da reta que representa f é 0 (zero).

O coeficiente angular das retas secantes para pontos P(x, f(x)) e Q(x,, f(x,))

distintos no intervalo [-1,3] é:
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oAy _fe)=T)
AX X, =X,

Coeficiente angular da

Ponto P Ponto Q
reta secante PQ
(-1,5) (0;5) 0
(0;5) (1;5) 0
(1:5) (2;5) 0
(2;5) (3;5) 0

Tabela 3 — Ponto P e Q, e coeficiente angular da reta secante PQ.

Fixando o ponto P e usando Q préximo a P, obtemos:

Coeficiente angular da

Ponto P Ponto Q
reta secante PQ
(10,5) (9,99;5) 0
(10,5) (9,99999;5) 0
(10,5) (10,0001;5) 0
(10,5) (10,0000001;5) 0

Tabela 4 - Pontos P e Q, P fixo e Q movel, e coeficiente angular da reta secante PQ.
Paratodo x, <X, = f(x)= f(x,)). O coeficiente angular da reta secante PQ é nulo

(m,, =0).
O coeficiente angular da reta secante PQ para quaisquer pontos P e Q distintos é:

_fe)-f(x)_5-(5) 0 _,

X, — X, X, =X X, —X

2 1

PQ

Logo, m,, =0.

O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungdo f em um ponto

P(x,, f(x,)) sera 0 (zero), pois m,, ->m,x — X, ou seja, m=0.
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Portanto:
-Aderivadade f em x & f'(x)=0;
-Aderivadade f em x € f'(x)=0

Dados a fungéo constante f(x)=Db,belIR, e os pontos P(x, f(x)) e Q(x f(x)),

determinemos m, :

_f()-f(x)_b-(b)_ 0
X=X X=X X=X

o =0,x# X

Logo, 0 (zero) € o coeficiente angular da reta secante PQ.

O coeficiente angular da reta tangente a funcdo afim f em qualquer ponto

P(x, f(x)) é 0(zero), j& que:
m,, = m, quando X — X

ou seja, m=0.
A derivada da fungéo f em P(x, f(x)) €:

f(x)=0.
Logo, a derivada da funcédo f é:

f'(x)=0
Concluséao:

A derivada da funcdo constante € um caso particular da derivada da fungéo afim,

assim como a funcao constante é uma particularidade da funcao afim.

Funcao constante: f(x)=b, paratodo xeD,.
Derivada da fungéo constante: f'(x) =0, paratodo xeD,.

Coeficiente da reta tangente ao grafico de f paratodo xe D, serda m=0
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3.1.3 Funcéo Quadrética

Seja f afuncado quadratica definida por f(X)=x*—-5x+6.

Figura 23 — Grafico da fungdo quadratica f(x)=x2 — 5x + 6.

Pretendemos determinar o coeficiente angular da reta secante para pontos

P(x,, f(x)) e Q(x,, f(x,)) em dois intervalos, associados ao vértice da parabola:

1° intervalo: (— 0; g}

Coeficiente angular da

Ponto P Ponto Q
reta secante PQ
(-5;56) (-4;42) -14
(-3;30) (-2;20) -10
(-1;12) (0;6) -6
(1,2 (2,0 -2
(2;0) (2,5;-0,25) -0,5

Tabela 5 - Ponto P e Q, e coeficiente angular da reta secante PQ.
No intervalo dado, a fungdo é decrescente (X <X, = f(x)> f(x,)) e os

coeficientes angulares das retas secantes PQ sao negativos (m,, <0).
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A= (-5, 56)

B=(4,42)

C=(3,30)

D= (2,20)
20

E=(-1,1p)

Figura 24 — Retas secantes ao grafico de f no intervalo definido.

As retas secantes a parabola possuem coeficiente angular negativo, porém esse

valor ndo é constante.

2° intervalo: B;+ooj

Coeficiente angular da

Ponto P Ponto Q
reta secante PQ
(2,5;-0,25) (3;0) 0,5
(3;0) (4;2) 2
(4;2) (4,5;3,75) 3,5
(4,5;3,75) (5;6) 4,5
(5;6) (6;12) 6

Tabela 6 — Pontos P e Q, e coeficiente angular da reta secante PQ.
Neste intervalo, a fungdo é crescente (x, <X, = f(x)< f(X,)) e os coeficientes

angulares das retas secantes PQ sé&o positivos (m,, >0).
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Figura 25 — Retas secantes ao grafico de f no intervalo definido.

As retas secantes a parabola possuem coeficiente angular positivo, entretanto esse

valor ndo é constante.

O coeficiente angular da reta secante PQ para qualquer ponto P e Q distintos

sera:
L f(x)-f(x) X =5x, +6—(x’—5x +6) X'—5X +6-X'+5x 6
PQ - - - -
Xz _Xl Xz _Xl X2 _Xl
Xz2 B Xlz _5Xz +5X1 (Xz _X1)(Xz + X1)_5(X2 _Xl)
= = =X,+X —5
Xz_x1 Xz _X1
Logo, m,, é:

1) positivo quando X, +X, >5;
2) negativo quando X,+X <9 ;
3) nulo quando X, +X =5.

A Figura 26 traz retas secantes cujo coeficiente angular é nulo (0), resultando em

retas paralelas ao eixo x.



47

—
| —

Figura 26 — Retas secantes com coeficiente angular nulo.

h) Intuitivamente, vamos determinar o coeficiente de retas tangentes a parabola em

P. Sendo P(x,, f(x))um ponto fixo e X(x, f(x)) um ponto genérico:

1° intervalo: (—oo; gj

Coeficiente angular da

Ponto X Ponto P
reta XP
(0;6) (1;2) 4
(0,5;3,75) (1;2) -3,5
(0,9;2,31) (1;2) -3,1
(0,99;2,0301) (1;2) -3,01
(0,9999;2,00030001) (1;2) - 3,0001

Tabela 7 — Pontos X e P, e valor aproximado do coeficiente angular da reta tangente a f em P.
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Figura 27 — Grafico associado a tabela 5.

Coeficiente angular da

Ponto X Ponto P
reta XP
(1,5;0,75) (1;2) -2,5
(1,4;0,96) (1;2) -2,6
(1,1;1,71) (1;2) -2,9
(1,01;1,9701) (1;2) -2,99
(1,001;1,997001) (1;2) - 2,999

Tabela 8 — Pontos X e P, e valor aproximado do coeficiente angular da reta tangente a f em P.
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Figura 28 — Grafico associado a tabela 6.

A reta tangente a parabola no ponto P tera, intuitivamente, coeficiente angular igual

a—3.

2° intervalo: (g;+ooj

Coeficiente angular da

Ponto X Ponto P
reta XP
(3,0) (3,5;0,75) 15
(3,2;0,24) (3,5;0,75) 1,7
(3,4;0,56) (3,5;0,75) 1,9
(3,49;0,7301) (3,5;0,75) 1,99
(3,499;0,748001) (3,5;0,75) 1,999

Tabela 9 - Pontos X e P, e valor aproximado do coeficiente angular da reta tangente a f em P.
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Figura 29 — Grafico associado a tabela 7.

Coeficiente angular da

Ponto X Ponto P
reta XP
(3,8;1,44) (3,5;0,75) 2,3
(3,6;0,96) (3,5;0,75) 2,1
(3,51;0,7701) (3,5;0,75) 2,01
(3,501;0,75201) (3,5;0,75) 2,001
(3,5001;0,75020001) (3,5;0,75) 2,0001

Tabela 10 - Pontos X e P, e valor aproximado do coeficiente angular da reta tangente a f em P.

Figura 30 — Grafico associado a tabela 8.
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A reta tangente a pardbola no ponto P terd, intuitivamente, coeficiente angular igual
az2.

3° intervalo: (—oo,+0), com P = (g—%j (vértice da parabola)

Coeficiente angular da

Ponto X Ponto P
reta
(2,2;-0,16) (2,5;-0,25) 0,3
(2,45;-0,2475) (2,5;-0,25) 0,05
(2,49;-0,2499) (2,5;-0,25) 0,01
(2,499;-0,249999) (2,5;-0,25) 0,001

Tabela 11 - Pontos X e P, e valor aproximado do coeficiente angular da reta tangente a f em P.

Coeficiente angular da

Ponto X Ponto P
reta
(2,6;-0,24) (2,5;-0,25) -0,1
(2,54;-0,2484) (2,5;-0,25) -0,04
(2,51;-0,2499) (2,5;-0,25) -0,01
(2,501;-0,249999) (2,5;-0,25) - 0,001

Tabela 12 - Pontos X e P, e valor aproximado do coeficiente angular da reta tangente a f em P.

Figura 31 — Grafico associado a tabela 9.
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Figura 32 — Grafico associado a tabela 10.

A reta tangente a parabola no ponto P terd, intuitivamente, coeficiente angular igual
ao.

O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcdo f em um ponto

P(x,, f(x,)) é obtido por:
m,, = m,X, > X,

Sendo m,, =X, +X —5 e sabendo que m € um valor Unico para cada reta tangente

ao grafico de f no ponto P, concluimos que:
M=X+X -5=2X -5
Logo, a derivada da fungdo f(x) =x*—-5x+6 no ponto P(x, f(x)) é:
f'(x)=2x -5
E a derivada da funcdo f(x)=x*—-5x+6 é:
f'(x)=2x-5

Seja f a funcdo quadratica f(x)=ax’+bx+c,ab,celIR. As retas secantes ao

grafico de f nos pontos P=(x, f(x)) e Q=(x, f(x)) terdo coeficiente angular:
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_f- f(x) ax+bx+c—(ax’+bx +c) ax —ax’ +bx—bx _
X=x% X=X, R )

PQ

::MX—&XX+&)+MX—x):(X—KXMX+XJ+b):a(
X—X X—X

X+X%)+b
Logo, m,, =a(x+Xx)+b.
As retas tangentes ao grafico de f no ponto P =(x, f (x)) terdo coeficiente angular
m=a(x +x)+b=2ax +b,
jaque m,, —m, quando X — X,
Entdo, a derivada da fungéo f em x é:
f'(x,) =2ax +b
E a derivada da fungcédo f(x) é:
f(x)=2ax+b

O coeficiente da reta que tangencia o grafico de qualquer funcdo quadratica é

obtido pela a derivada.

Fungao quadratica: f(x)=ax’+bx+c, paratodo xeD,.
Derivada da fungdo quadratica: f'(x)=2ax+b, paratodo xeD,.
Coeficiente da reta tangente ao grafico de f paratodo xe D, serd m=2ax+b

3.1.4 Funcéo polinomial
Seja f a fungao definida por:

f:IR>IR, f(X)=ax"+a x"'+a X" +..+axXx+
n n-1 n—2
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A derivada da fungdo f serd determinada conforme procedimentos anteriores.

Sendo P=(x, f(x)) e Q=(x, f(x)), temos:

_f-f(x) _ax+a X" +.+ax+a, —(anxln +a X" +..+ax +a0)

PQ

X=X X=X
_ (anx" —ax’)+(a x - aHxl"'l)+ +(ax—ax) _
X=X
_ a(x - xl")+ a (x~- xl”'1)+ sra(x=x)
X=X
_a,(x- X)X XX 0T X )+ a (= XX XK T xl"’2)+ o
X=X

¥ —alix__f) =, (X 0T X (T XX T X+

Portanto,
m,, =a, (X" X2 0+ X)L (X0 XX At T X )+
O coeficiente da reta tangente ao gréafico da fung&o polinomial no ponto P é:

m= an(xl"’1 F XX A XX xln’l)+ anfl(xl"’2 + XX A A XX+ xl"’z)+ .+a =
an(xl”'l XX xl”'1)+ aH(xl"'z XX+ xl"'2)+ .ta =
=a(n-1+1x" +a (n-2+Dx"*+a_(n—-3+1)x"" +.+a =

=anx" +a_ (n-1x"“+a (n-2)x" +.+4a
Podemos concluir que:
a) f'(x)=anx"+a_ (n-1)x“+a ,(n-2)x""+.+a
by f'(x)=anx*+a, (n-Dx*+a_ (n—2)x"+..+a

3.2 Utilizacéo de funcdes poligonais para compreensao da reta tangente ao

grafico de fungdes polinomiais.

Seja p,:IR— IR uma fungéo poligonal e f :IR—IR uma fungéo afim, sendo

ne IN . Observemos as figuras abaixo:
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Figura 33 — Grafico de uma fungao poligonal p1(x).

Figura 34 — Grafico de uma fungao poligonal pa(x).



56

—t

(
.

Figura 35 — Grafico de uma fungdo poligonal p3(x).

Figura 36 — Grafico de uma fungao poligonal pa(x).

Os gréficos representam as func¢des poligonais p, que por sua vez séo todas

crescentes.

Cada fungéo poligonal p esta associada a varias fungdes afim f . Portanto, em

cada gréfico, todas as funcdes afim associadas serédo representadas por retas cujo

coeficiente angular é positivo.



Figura 38 — Grafico de uma fungao poligonal ps(x).

(5]
RV I 2 6 5 10 12 14 15
A
_24
_44
Figura 37 — Grafico de uma fungao poligonal ps(x).
412 12 14 18
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Figura 40 — Grafico de uma fungao poligonal ps(x).

As Figuras 37, 38, 39 e 40 possuem graficos de fungBes poligonais p,

decrescentes.

As funcdes afim f associadas a uma Unica funcéo poligonal p , em cada grafico,

sao representadas graficamente por retas cujo coeficiente angular é negativo.
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Figura 41 — Grafico de uma fungao poligonal po(x).

1 8 5 14 43 w21 0 % 8 -1 %5 4 3 2 0

Figura 42 — Grafico de uma fungao poligonal p1o(x).
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Figura 43 — Grafico de uma funcgdo poligonal p11(x).
Cada figura, nesta ultima sequéncia, mostra o grafico de uma funcéo poligonal p,

com intervalos que alternam crescimento e decrescimento. Portanto, as funcdes

afim f associadas a fungdo poligonal p seréo representadas por retas cujo

coeficiente angular é positivo ou negativo.

Seja P :IR— IR uma fungdo polinomial, cuja representacdo grafica abaixo esta

associada ao grafico de uma fungéo poligonal p. .

Figura 44 — Graficos das fungdes P, e pn.
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Sendo X =(X,Y,) € X,=(X,,y,) pontos genéricos comuns ao grafico das funcdes
P e p,, vamos tracar retas secantes X X, nos intervalos onde as fungdes séao

ambas crescentes.

Figura 45 — Graficos das fungées P, e p,, e retas secantes X;X,.

O coeficiente angular da reta X X, é:

_ Yy 9(x)—9(x) _ F(x,)—f(x)
X,—X X, =X X=X

>0,X #X,

X1X2

Os coeficientes angulares dessas retas secantes correspondem aos coeficientes

angulares das representacdes gréaficas de funcdes afim.

As retas tangentes ao gréafico de P no ponto X, =(X,Y,) terdo coeficiente angular

positivo (m>0).
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Figura 46 — Retas tangentes ao grafico da fung¢ao P, cujo coeficiente angular é positivo.
Portanto, a derivada da funcéo P nos intervalos onde a fungéo é crescente tem

valor positivo, isto €, P'>0.

Se as retas secantes X X, forem tragadas nos intervalos onde as fungdes P e p,
sdo decrescentes, entdo as retas tangentes ao grafico de P. no ponto X, =(X,Y,)
teréo coeficiente angular negativo (m<0), e a derivada da funcdo P tem valor

negativo, isto &, P'<0.

— yz_y1 — g(xz) B g(xl) — f(Xz) — f(xl) < 0’)(1 + X2
XZ_Xl Xz_Xl Xz_xl

X1X2

Figura 47 - Graficos das fungdes P, e py, e retas secantes X1 Xa.
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Figura 48 - Retas tangentes ao grafico da fungao P, cujo coeficiente angular é negativo.

O que ocorre quando o coeficiente angular da reta tangente a fungéo P muda de

positivo para negativo, ou vice-versa?

Retas secantes XY ao grafico da fungédo P com coeficiente angular igual a zero

(0) promovem retas tangentes ao ponto X que serdo paralelas ao eixo X.

Figura 49 - Retas tangentes e secantes ao grafico da fung¢ao P, cujo coeficiente angular é nulo.

Entdo concluimos que, neste caso, a derivada de P em X é igual a O (zero), ou

seja, P'=0.
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O ponto X onde P'=0 corresponde ao valor extremo da funcéo P .

Veja a figura abaixo:

Figura 50 — Figura contendo o grafico da pardbola f, retas tangentes em um ponto P e fungao poligonal p.
A figura contém a funcao quadratica f(x)=x?, retas t tangentesa f e uma funcao
poligonal p, formada pelo ponto P, ponto comum a f e t, e Q ponto de

interseccdo entre duas retas tangentes cujos coeficientes angulares possuem

valores préximos. (P esta sempre entre dois pontos Q).

O coeficiente angular da reta t no ponto P € igual ao coeficiente angular da reta

PQ representante de uma fungéo afim associada a funcéo poligonal p.

Tomando P como fixo e fazendo o ponto P, aproximar-se de P,
consequentemente teremos Q, se aproximando de P também, pois Q, & comum a
P e P, (intersecgédo das retas tangentes a P, e P,). Portanto, a fungéo poligonal p
tera um tragcado “similar” a curva de f, e por conseguinte, o coeficiente angular da

reta PQ, se aproxima do coeficiente angular da reta tangente a P..
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Por fim, com base nos estudos anteriores, podemos afirmar que a derivada da
funcdo f emum ponto P, ou seja, f', é afungdo p, responsavel pelo coeficiente

angular de todas as retas tangentes a f .

3.3 Valor maximo e valor minimo funcdes polinomiais.

A derivada de uma funcdo possui como representacdo geométrica a reta tangente
ao grafico dessa mesma fungéo. Conforme vimos anteriormente temos a seguinte

situagao:

a) f'(x) >0 significa dizer que a reta tangente € ascendente, ou ainda, que o grafico

da funcdo tem imagem crescente em certo intervalo.

b) f'(x) <0 corresponde a uma reta tangente descendente, ou ainda, que grafico

da funcdo possui imagem decrescente em certo intervalo.

c) f'(x)=0 evidencia uma reta tangente paralela.

De acordo com a definicdo de maximo e minimo afirmamos que:

- Se o sinal de f' mudar de positivo para negativo em ¢, entdo f tem um maximo

localem C;

- Se o sinal de f' mudar de negativo para positivo em ¢, entdo f tem um minimo

localem c;

- Se f' ndo mudar de positivo para negativo, ou vice-versa, em C, entdo f ndo

tem um maximo ou minimo locais em C;
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Figura 51 — Grafico da fungao f com extremos relativos.

Em relacdo a Figura 51, o ponto B representa o maximo local de f, pois f' passa

de positivo para negativo, e o ponto A

representa o minimo local de f, pois f'

passa de negativo para positivo. Nesses pontos, f'=0.

P/

K )|

Figura 52 — Grafico da fungao f sem extremos relativos.

Na Figura 52, a funcdo f nado possui extremos relativos, pois ndo ha mudanca de

sinal para f'.
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Capitulo 4

Situacdes-problemas solucionadas através da derivada.

4.1 Aplicabilidade das derivadas de funcdes polinomiais em eventos diversos.

Utilizando alguns exemplos correspondentes a situagdes diversas, inclusive do
cotidiano, vamos mostrar a utilizagdo das derivadas de funcdes representadas por

polindmios enfatizando a determinacéo dos valores de maximo e/ou minimo.

Exemplo 1:

Um pedaco de arame com 10 m é cortado em duas partes. Uma delas € curvada
na forma circular e a outra na forma de um quadrado. Como dividir o fio, de tal forma

que:
a) a area combinada das duas figuras seja a menor possivel,
b) a &rea combinada das duas figuras seja a maior possivel.

Antes do processo resolutivo matematico deste exemplo, seria interessante criar
com os alunos estratégias para a solucdo do problema proposto, inclusive a

utilizacao de imagens as quais auxiliassem a compreensao e solucao.

Veja:

)

Figura 53 — Arame e construcao das figuras circular e quadrada.
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A resolucao para esta situagcdo sera assim descrita:

a) Sejam x e y os pedacos de arame utilizados para construir cada figura
determinada. Sendo assim:

1°) Figura circular
- Comprimento do arame: X

- Sendo r o raio do circulo, temos:
X
X=2mr<r=—

- A érea da regido seré:

2°) Figura quadrada
- Comprimento do arame: y =10-x
- Sendo | a medida do lado do quadrado, temos?

10—x

10-x=4-1<1=

- A &rea da regido seré:

A I = 10—x) 100 —20x + X’
4 16

3°) Figuras combinadas

- Area das figuras combinadas

X’ N 100 —20x +x*  4x*+1007 — 202 + 2x*  (4+ m)X* —202x +1007

A = =
At A A 16 167z 167
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Seja A(x) a funcéo correspondente a area combinada das figuras em estudo, sendo
o dominio da mesma representado pelo intervalo [0,10]. Vamos derivar a funcao
A(X):

- Derivando:
A () = (4+7)x* 202 1007 _ 24+7)x  20x 0= (4+7)x—20
167 167 l6r 167 167 8z
- Agora determinemos os valores onde a derivada é nula:
A':O@M_§:0:>M:§:>X: 107
87 4 87 4 4+
Analisando, obtemos:
- A'(x) <0 quando x< 107
4+ 1
- A'(x) >0 quando x> 107
4+ 1
. - L 107
Podemos concluir que a funcdo A(X) possui minimo quando Xx= 1 pela
+7

transicdo de A'(x) <0 para A'(x)>0 .

~ . 107 40
Logo, os tamanhos para cada pedaco serao: e .
+7 4+
Portanto teremos:
- Forma circular:
107
x:27zr<:>r:i:>r:4+_7[:10_ﬂ-.i:i
27 27 A+ 27 4+rx

. . , 5
O raio do circulo deverd ser ———m.
4+r
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- Forma quadrada:
10
10— x 10Tﬂ 0 1 10
10-x=4-11= — = +7 Ao
4 d+7 4 4d+rx

O lado do quadrado devera ser 10 m.
4+ 1

b) A area combinada das figuras foi representada pela fungéo:

X) = (4+ 7)x* —202x + 10072

A
( 167z

A analise da derivada dessa funcdo determinou apenas a possibilidade de existir
minimo local. Sendo assim, o maximo ocorrerd nos extremos do intervalo
correspondente aimagem da funcéo, lembrando que o dominio é representado pelo
intervalo [0;10].

Portanto

1°) Se construirmos somente o circulo, teremos:

A—ﬁ.rz—ﬂ.(ijz—loz —@—E:
27 Ar  Ar 7w

2°) Se construirmos somente o quadrado, teremos:

A?=|2=sz=[%jz=6,25.

, . . . . 5
Logo, o ideal € construirmos apenas um circulo com raio igual a —m.
T

Graficamente podemos observar o seguinte:
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freg<on, 8

N

f@=0=A"®

Q N
5 4 3 2 1 o 1 2 3 1 /A

=3
-1
=)
w©
=3
>
o

Figura 54 — Grafico da fun¢ao A(x) contendo retas tangentes.

- A parabola correspondente a linha pontilhada refere-se a fungcdo quadratica

F(x) = (4+ 7)x* —207x +1007 .
167
- A curva de cor solida corresponde a fungéo A(X) = (4+7)x 16207zx+100” _
T

- A reta tangente a curva no ponto A possui que coeficiente angular nulo determina

o valor minimo citado anteriormente.

- Pelo tracado percebemos que a curva possui valor maximo em suas

extremidades, fato abordado na segunda parte da resolucao desse exemplo.

Exemplo 2:

Deseja-se construir uma caixa aberta com um pedaco de papeldao de formato
retangular cujas medidas sdo 08 cm X 15 cm. Para isso sera necessario cortar
quadrados iguais dos quatro cantos e dobra-los para cima. Qual seria o
comprimento do lado do quadrado a ser cortado para obtermos uma caixa com

maior volume possivel? Qual seria esse volume?
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15 - 2x X

x

15 -2x

Figura 55 — Pedago de papeldo transformado em uma caixa com medidas determinadas.

A caixa de papeldo corresponde a um soOlido geométrico denominado
paralelepipedo. Portanto, para determinarmos o volume da caixa devemos efetuar

o produto entre as medidas de largura, comprimento e profundidade.
Sendo assim, temos:
V=L-C-P

Seja x a medida dos quadrados a serem cortados. Sendo assim, o volume sera
obtido através da fungéo V(x) definida como:

V(X)=(8-2x)-(15—-2x)- X
Observe que a funcdo V tem como dominio [0,4].
Podemos escrever:
V(x) =120x — 46x* + 4%’

A funcéo V(x) é representada por um polinémio de grau 3. Sendo assim, a derivada

da funcéo sera:

V'(x)=120-1- X" —46-2-x*" +4-3-x =120 —92x +12X°.
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Para determinarmos um extremo local, devemos determinar um valor para x tal que
V'’ (x)=0.

Entdo temos:

V'(x)=0
120 - 92X +12x* =0
30— 23x+3x* =0

(x—6)-(x—gj:0

Portanto os valores x = 6 ou x = 5/3 fazem V’(x)=0.

Analisando a imagem de V’(x), temos:

V’(x) > 0 quando x < 5/3 e x > 6.

V’(x) < 0 quando 5/3 <x < 6.

Notamos que a funcéo possui:

Maximo local em x = 5/3, pois ha transigao de f(x) > 0 para f(x) < 0.
Minimo local em x = 6, pois ha transicéo de f(x) < 0 para f'(x) > 0.

Ja que a funcdo em estudo tem como dominio o conjunto [0,4], utilizaremos apenas
o valor de x = 5/3. Lembramos que o objetivo é determinar o valor das medidas do
quadrado a ser cortado, sendo, portanto esse valor igual a 5/3 cm.

O volume méximo para caixa construida com recortes de 5/3 cm sera:

V(5 =120.(5)_ag(5) L 4(5) _ 600 1150 500 _5400-3450+500 _ 2450
3 3 3) 3) 3 9 2 27 27

Logo, o volume méaximo sera aproximadamente 90,74 cm3.

Podemos descrever o evento graficamente na figura 56:
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1504 /
/

rweo / [ROEY)

100 / f=0=v'
/

/ -100

Figura 56 — Grafico da fungdo V(x) contendo retas tangentes.

- A curva correspondente a linha pontilhada refere-se a funcédo cubica
f(x) =120x —46X° + 4X°.

- A curva de cor sélida corresponde a fungao V (x) =120x —46x* + 4x°.

- A reta tangente a curva no ponto A possui que coeficiente angular nulo determina

o valor maximo citado anteriormente.

- Pelo tracado percebemos que a curva referente ao exemplo possui valor minimo

em suas extremidades, ocorrendo nos extremos do intervalo [0,4].
Exemplo 3

Determine dois numeros cuja diferenca seja 100 e cujo produto seja o menor

possivel.

De acordo com o problema proposto temos:
- NUmeros: X e wW.

- Soma: x—w=100.

- Produto: x-w=P
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Podemos escrever:

X—w=100 < w=x-100.

E ainda:

P =x-w=X-(x-100) = x> —100x
Seja P(x) a funcao definida pelo polinbmio acima, ou seja,
P(x) = x*—-100x.

A derivada da funcdo P(x) sera:
P'(x) =2x-100.

Temos ainda:
P'(x)=0=2x-100=0=x=50.
Observe que:

Sendo x=50, obtemos o valor minimo para a funcdo. Isso ocorre porque nesse

valor ha transicéo de P'(x) <0 para P'(x) >0, pois:
- P'(x) <0 quando x <50

- P'(x) >0 quando x>50.

Portanto os nimeros serao:

x=50 e w=x-100=50-100 =-50.

Existe algo interessante na interpretacdo geométrica desse problema o qual

poderiamos discultir.

Suponhamos valores distintos para as diferencas entre os nimeros. Sendo esse

valor denominado a teremos:



76

—
| —

1) x—-w=a<w=x-a

2) P=x-w=Xx-(x—a)=x*—ax

3) P(x) =x*—ax.

4) P'(x)=2x-a

5) P'(x)=0=>2x-a=0=x=a/2

6) P'(xX) <0 quando x<a/2 e P'(x)>0 quando x>a/2.

Isso significa dizer que:

i) H& diversas funcbes quadraticas associadas ao evento, sendo elas da forma

P(X)=x*—ax=x(x-a).
ii) Todas as derivadas sédo descritas da seguinte maneira: P'(x) =2x-a.

iil) Sempre existira um valor minimo para as funcées em estudo.

Observe a representacdo geométrica abaixo:

Figura 57- Grafico da fungao P(x) contendo retas tangentes com mesmo coeficiente angular.
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Trata-se de trés parabolas referentes a trés funcdes particulares para a funcao geral
P(x) =x*—ax. Notamos que apesar das diferencas na disposicdo do plano

cartesiano temos:

- Retas tangentes paralelas ao eixo x, caracterizando inclinagédo com valor nulo, ou

seja, P'(x) =0 para cada uma das parabolas.

- Retas tangentes paralelas ndo-nulas, ou seja, com mesma inclinacéo, apesar da

existéncia de parabolas distintas, ja que P'(x) =2x—a para toda P(x)=x*—ax.
Exemplo 4.
A posicdo de uma particula é dada pela equacéo
s=t*—6t"+9t
onde t € medido em segundos e s em metros.

Podemos dizer que relacdo posicéo e tempo representa uma fungéo. Sendo assim,

escrevemaos:
s=f(t) < f(t)=t"—6t>+0t.

Observe que a fungéo obtida corresponde a uma funcao cubica (representada por

um polinémio de grau 3).
Vamos responder a alguns questionamentos:
1°) Qual a velocidade no instante de 2 segundos?

Falando de velocidade instantanea estaremos inserindo a taxa de variacdo

instantanea e, dessa forma, a derivada. Entdo:

v =§, quando At — 0
At

inst

Ou seja,

v < f(t).

inst
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Logo teremos:
f'(t) =3t —12t +9.

A funcéo derivada obtida é utilizada para determinar a velocidade instantanea em

qualquer instante.
Parat=2:

f'(2)=3-(2)°-12-(2)+9=12-24+9=-3
Portanto, a velocidade no instante 2 segundos é — 3 m/s.

Vamos mostrar a representacao grafica da funcao:

Figura 58 — Grafico da fungao f(x) contendo uma reta tangente cujo coeficiente angular é negativo.

Observe que o ponto A (2,2) refere-se a relacdo entre a posicdo ocupada pela

particula (2 m) e o instante (2 s). Por ele passa uma reta tangente a curva cujo

7

coeficiente angular é negativo ( f'(t)<0). O valor desse coeficiente ( f'(t) =-3)

representa a velocidade no instante t =2 segundos.
2°) Quando a particula esta em repouso.

A particula encontra-se em repouso no momento em que a velocidade instantanea

é nula. Entao

V. =0 f'(t)=0
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Consequentemente,
A -12t+9=0=3(t* -4t+3)=0=(t-)(t-3)=0

A derivada é nulaem t =1 ou t =3. Dessa forma, a particula esta em repouso apos

1 s e depois de 3 s.

Vamos fazer a analise geométrica:

\

Figura 59 — Grafico da fungdo f(x) contendo retas tangentes cujo coeficiente angular é nulo.

\

Os pontos B (1,4) e C (3,0) determinam a relac&o posicao e tempo onde a particula

possui velocidade nula. A derivada nesses pontos possui valor nulo (f'(t)=0) e

isso significa dizer que a reta tangente a curva sera paralela ao eixo x, ou seja, seu
coeficiente angular sera zero (0). Os ponto B e C correspondem aos valores

maximo e minimo locais, respectivamente.
Observe que:

- Nos intervalos 0<t<1e t>3temos f(t)< f(t,) parat <t,. Afungdo f(t) é
crescente e f'(t) >0. A particula move-se no sentido positivo.

- No intervalo 1<t <3 temos f(t)> f(t,) parat <t,. Afuncdo f(t) é decrescente
e f'(t)<0. A particula move-se no sentido negativo.

- Quando a velocidade se anula, ha mudanca no sentido do movimento.
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Consideracoes finais

O Célculo é umas das areas da Matematica de grande importancia e
aplicacao para outras areas do conhecimento. Muitas outras areas utilizam seus
diversos componentes para realizacdo de eventos peculiares, para embasar
pesquisas ou ainda para criagdo de algo novo. Podemos dizer que o avango
tecnologico e cientifico muitas vezes traz consigo o Célculo como sustentador de

diversas ideias.

Essas ideias podem ser iniciadas nas escolas. O espaco escolar é o melhor
local para o desenvolvimento de competéncias e habilidades de natureza
académica. Nele, apresentamos aos alunos conceitos e definicdbes acerca de
determinados conteudos cuja importancia podera ser realmente percebida e

concretizada apenas em outros segmentos de ensino mais avangados.

Nessa perspectiva, apresentamos neste trabalho uma proposta para o
ensino de derivadas de funcdes polinomiais no Ensino Médio baseada no estudo

da reta tangente a uma funcao, com posterior associacao as funcdes poligonais.

Nossa intencdo foi promover uma sequéncia didatica a ser utilizada nas
aulas de matemaética para alunos do Ensino Médio, visando introduzir conteidos
do Calculo na Educacdo Bésica, especificamente processos de derivacdo, de

maneira distinta a encontrada nos livros didaticos que possuem capitulos

destinados ao Calculo.

Buscamos organiza-lo numa sequéncia de abordagens que possibilitassem
o0 desenvolvimento do conceito em estudo e auxiliasse a exibicdo futura da

definicdo formal de derivada.

Em nosso entendimento, a visualizagéo seria essencial para compreensao

de diversos conceitos e informacgdes presentes nesse trabalho. Por isso, utilizamos
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um grande numero de figuras contendo representacdes graficas diversas para
solidificar os elementos escritos. A insercao de situa¢des-problema também se fez
necessaria, pois o publico a que se destina este trabalho manifesta maior interesse

no aprendizado de contetdos cuja associacdo ao cotidiano seja evidenciada.

E importante ressaltar que a aplicacéo dessa proposta requer o empenho e
conscientizacdo do professor, da necessidade de rever o curriculo no sentido de
priorizar conteudos essenciais, tais como as ideias do Calculo, sugeridas por

diversos autores ja citados.

Necessitamos romper o ciclo em que os alunos ingressam nos cursos
superiores de licenciatura das areas exatas isentos de conhecimentos prévios
necessarios para um desempenho académico satisfatério e professores com

formacéao falha, inaptos de exercerem seu trabalho de forma plena e consciente.

Por fim, o desenvolvimento dessa proposta suscita a reflexdo das prioridades
definidas pelos professores na escolha dos contetdos a serem desenvolvidos, ja
gue mostramos um possivel caminho para o desenvolvimento de atitudes capazes
de incentivar a aquisi¢cdo de conhecimentos importantes para o verdadeiro exercicio

da cidadania.
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