UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO CIENTIFICA E TECNOLOGICA

JULIO K. INAFUCO

AS EQUACOES ALGEBRICAS NO ENSINO MEDIO: UM ESTUDO DE UMA
SEQUENCIA DIDATICA UTILIZANDO SOFTWARE GRAFICO

Dissertacao de Mestrado

FLORIANOPOLIS - SC
2006



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO CIENTIFICA E TECNOLOGICA

JULIO K. INAFUCO

AS EQUACOES ALGEBRICAS NO ENSINO MEDIO: UM ESTUDO DE UMA
SEQUENCIA DIDATICA UTILIZANDO SOFTWARE GRAFICO

Dissertacdo apresentada a Banca Examinadora da
Universidade Federal de Santa Catarina, como
exigéncia parcial para a obtencdo de titulo de
Mestre do Programa de Pés-Graduacao em

Educacao Cientifica e Tecnoldgica.

Orientadora

Prof.? Dr.? Neri Terezinha Both Carvalho

FLORIANOPOLIS - SC
2006






A Juliana, ao Augusto e ao Roberto,
pelo inesgotavel amor que nutre 0s nossos

sonhos e ilumina a nossa caminhada!



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus pela vida!

A meus pais Saburo e Thereza (in memorian), a Elza, Leocéddia, Lauro (in memorian),
aos meus irmaos Jorge e Cldudia, pelo amor que sempre me deram.

Aos inimeros colegas de trabalho, professores e alunos, pelo aprendizado que me
proporcionam. Agradeco particularmente aos alunos que participaram da pesquisa, pela gentil
colaboracdo.

Aos amigos Cristini, Karina, Ivone, Joceli, Josiane e Roberta pelo inestimavel apoio, e
demais colegas do curso pelo respeito e companheirismo.

Aos meus professores do PPGECT prof. Arden, prof. Bazzo, prof.* Edel, prof.* Nadir,
prof.* Neri, prof. Peduzzi, prof. Pinho, prof.* Sonia pela dedicacdo competente e pelo
profissionalismo edificante. Aos coordenadores, professores Arden, Angotti e Pinho, pelo
apoio e estimulo. As secretdrias Sandra e Licia pela atencdo dispensada.

Aos integrantes da banca examinadora, prof. Méricles T. Moretti e prof. Vincenzo
Bongiovanni pelas indispensaveis e preciosas sugestdes de aprimoramento do conteido.

Agradeco de forma especial a minha orientadora prof.* Neri. A palavra orientacdo teve
diversos significados: acompanhamento, exigéncias, apoio, incentivo... Um sindnimo possivel
seria doacdo. Doagdo de conhecimento, de firmeza e paciéncia, de tempo, de exemplo pessoal
e profissional!

A todos que de alguma maneira contribuiram para a realizacdo desse trabalho.



SUMARIO

RESUMO ..ottt sttt ettt ettt e bt e e eneenaeens i
ABSTRACT ...ttt ettt sbe e ii
INTRODUGAO ..ot 1
CAPITULO 1 - ANALISE PRELIMINAR ........ccooovvimmiinriinnrinsneneisnneeenns 4
1.1.  Estudo de documentos OfiCIaALS ......cccueeervrierireeniieerieeeniieeeiree e e eree e 4
1.2.  Estudo de uma pesquisa aCad@micCa ..........ccccueeerureeeniireeniieenieeenieeeineeenns 9
1.3.  Proposic¢des para o uso da tecnologia informatica .........ccccceeveveeevueeenne. 10

CAPITULO 2 - PROBLEMATICA, REFERENCIAL TEORICO E

METODOLOGIA DE PESQUISA ...ttt 17
2.1, ProblemAatICa .....c.coooiiiiiiiiiiiiieeiiecee e 17
2.2. Referencial TEOTICO .....cocuiiiiiiiiiiniiiiieeeeeeeeecee e 19
2.3.  Metodologia de PEeSqUISA ...c.eeeevvvierireeriieeiieeerieeesieeerreeereeeireeeeaee e 24

CAPITULO 3 - ESTUDO DA TRANSPOSICAO DIDATICA E DA
ORGANIZACAO MATEMATICA DO OBJETO EQUACOES ALGEBRICAS ... 27

3.1.  Elementos histdricos sobre as Equacdes Algébricas ...........cceoeernneennne 27
3.2.  Equagdes Algébricas enquanto saber a ensinar na academia ................ 55
3.3.  Equagdes Algébricas enquanto saber a ensinar no ensino médio ......... 57

3.3.1 Proposicoes noosferianas para o ensino de Equacdes Algébricas 58

3.3.2 Estudo de livros didaticos e de plano de aula de professores .... 66

CAPITULO 4 - EXPERIMENTACAO ..., 85
4.1.  Apresentacdo da Seqii€ncia Didatica ........cccccceeevvieenieeenieeeieeeiieeee, 86
4.2, Coleta de Dados .......coceeiiiiiiiiiiiiiieeee e 88
4.3.  Apresentagdo dO SOffWAre .........cccoooeeeviiiiiiiiiiiiiieiieeeieeete e 88
4.4.  Andlise a priori dos exercicios da seqiiéncia diddtica ............ccecueeennee. 90

4.5.  Andlise a posteriori dos exercicios da seqiiéncia didatica ................... 106



CONCLUSOES oo e e s e s e s es e e seseses e 196

REFERENCIAS .....oooooiiiiiee ittt 205
ANEXOS ettt sttt 209
1 Tabela: tarefas, técnicas e exemplos de Smole e Diniz (2003) ........... 209
2 Tabela: tarefas, técnicas e exemplos de Dante (2003) .......ccccvveenvennes 210
3 Protocolo de transcri¢ao dos didlogos dos alunos .........ccccceeeevveerneennns 211
4 Anotacdes dos alunos das resolugdes dos eXercicios ........cceeveeruvennee 258



RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo sobre o ensino das equagdes algébricas no
ensino médio. Na pratica docente e em alguns livros didaticos percebemos a €nfase dada aos
algoritmos para a resolucido de equagdes algébricas, enquanto as solugdes ficam restritas ao
conjunto dos numeros racionais € nimeros complexos imagindrios. A andlise de alguns
documentos oficiais tais como Parametros Curriculares Nacionais e Orientagdes Curriculares
para o ensino médio mostra a possibilidade de se ensinar outros métodos de resolugdo.
Adotamos conceitos da Diddtica da Matematica como quadro tedrico de referéncia. Apoiamo-
nos em elementos da Transposicdo Diddtica de Yves Chevallard para estudar o
desenvolvimento histérico do saber Equacdes Algébricas até a proposicdo em livros didaticos.
Para conhecer a Praxeologia ou Organizacio Matemdtica em livros didaticos, adotamos
elementos da Teoria Antropoldgica do Saber de Chevallard. A metodologia de pesquisa
baseou-se em elementos tedricos da Engenharia Didatica. Aplicamos uma seqii€éncia didatica
a alunos de ensino médio em que alguns exercicios podiam ser resolvidos pelas técnicas
freqlientemente empregadas. Uma das equagdes, no entanto, ndo podia ser resolvida pelos
algoritmos usuais, pois apresentava como solu¢do um ndmero irracional. Apresentamos aos
alunos no¢des de um método numérico e um software grafico para auxiliar o trabalho de
localizacdo de raizes reais. Além de apresentarmos as transformacdes pelas quais passa o
objeto Equacdes Algébricas, da forma como foi concebido até como saber a ensinar por meio
do livro didético, esse trabalho pode subsidiar discussdes acerca da pratica docente apoiada
por programas computacionais.

Palavras-chave: Equacdes Algébricas — Ensino, Transposi¢do Diddtica, Praxeologia
Matematica
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ABSTRACT

The present project presents a study about teaching algebra equations at High school.
In the teaching staff practice and in some educational books we realize the great emphasis in
algorithms for the resolution of algebra equations, while the solutions are restricted for the
rational numbers set and imaginaries complexes numbers. The analysis of some official
documents such as “Pardmetros Curriculares Nacionais” and “Orientagdes Curriculares” for
High school shows a possibility to teach other methods for resolution. We use the concepts of
Didactic of Mathematics like theoretical reference board. We based ourselves upon elements
from Didactic Transposition by Yves Chevallard to study the historical development of
knowing of Algebra Equations up to the proposal we find in educational books. In order to
know the “Praxeology” or Organization Mathematics in educational books, we use elements
from Anthropological Theory by Chevallard. The methodological research was based on
theoretical elements from Educational Engineering. We apply an educational sequence to
students from High school in order to solve some exercises using known techniques. But in
one of these equations the students could not solve by the usual algorithms, because it
presented as a solution an irrational number. We presented to the students notions of a
numeric method and graphic software to assist the work of location of the real roots. Besides
having presented the transformations about the object Algebra Equations from the way it has
been conceived up to the way it has been taught in educational books, this work can subsidize
discussions about the teaching practice supported by computer programs.

Keywords: Algebra equations — teaching, Didactic Transposition, Praxeology Mathematics



INTRODUCAO

Nos tltimos anos encontramo-nos em uma sociedade sob um volume de informagdes
nunca antes visto, constantemente modificadas em fun¢do da tecnologia capaz de globaliz4-
las. Nesse contexto a educacdo ganha um novo significado. No Brasil, como reflexo de
politicas educacionais publicas, as reformas curriculares pautam-se nas condi¢des de
produgdo econdmica, no mundo do trabalho e nas relagdes sociais existentes. Ha dez anos, o
Ministério da Educagdo implantou a Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional

(LDBEN) 9394/96 onde apresenta uma proposta de reforma no Ensino Médio.

A reforma curricular do Ensino Médio dividiu o conhecimento escolar em trés dreas:
Linguagens, Cédigos e suas Tecnologias; Ciéncias Humanas e suas Tecnologias; Ciéncias da
Natureza, Matemdtica e suas Tecnologias. Os objetivos, valores e atitudes que se pretende
desenvolver sdo agrupados em competéncias e habilidades. As competéncias sdo de
representacio e comunicacao; investigacdo e compreensao e contextualiza¢do sécio-cultural.
Dando continuidade a reforma, foram criados os Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCNEM), objetivando propiciar aos sistemas de ensino subsidios a elaboragcao

do curriculo e a construcdo do projeto pedagdgico.
Na area de Ciéncias Naturais, Matemadtica e suas Tecnologias

“pretende-se promover competéncias e habilidades que sirvam para o exercicio de
intervencgdes e julgamentos praticos. Isto significa, por exemplo, o entendimento de
equipamentos e de procedimentos técnicos, a obtencdo e andlise de informacdes, a
avaliacdo de riscos e beneficios em processos tecnolégicos, de um significado amplo

para a cidadania e também para a vida profissional.” (BRASIL, 1999, p. 208)

Especificamente em relacio a Matematica, quanto a competéncia de representacio e
comunicacdo destacamos a habilidade de utilizagdo adequada dos recursos tecnolégicos como
instrumentos de producdo e de comunicacdo. Sobre a competéncia de investigacdo e
compreensdo ressaltamos a habilidade de selecao de estratégias de resolugcdo de problemas.
Finalmente, a utilizacdo adequada de calculadoras e de programas computacionais,
reconhecendo suas limitagdes e potencialidades, € a habilidade a ser desenvolvida junto a

competéncia de contextualizacdo sdcio-cultural.

A Lei de Diretrizes e Base da Educacdo e os Parametros Curriculares Nacionais

norteiam a elaboragdo dos projetos pedagdgicos das institui¢des de ensino. Como professor de



Matemitica no Ensino Médio acompanho nos livros didaticos a incorporacdo das propostas
no modo de ensinar os conteiidos. Ao trabalhar o tema Equacdes Algébricas ou Polinomiais,
na 3.* série, percebi que o ensino da resolu¢do de Equagdes Algébricas presente na maioria
dos livros didaticos, como mostraremos no capitulo 3, enfatiza, dentre os nimeros reais, 0s
nimeros racionais. As conversas com colegas docentes reforcaram essa percepcao. Em
seguida, passaram a chamar minha atencio, nos livros didaticos e em questdes de exames
vestibulares, os exercicios que perguntavam sobre a existéncia ou nao de solu¢do de uma
equacdao em um intervalo numérico que ja € dado, ndo deixando a possibilidade do aluno
questionar o por qué da escolha de um intervalo e ndo de outro, ou de descobrir o intervalo
sozinho, justamente quando a solucdo € um numero real ndo racional. Essa situagdo
estimulou-me a pesquisar uma possibilidade de ampliar os métodos de ensino de resolugao de
Equagdes Algébricas e por qué nao, ampliar o conjunto das solugdes, ou seja, trabalhar a
resolucdo de Equagdes Algébricas cujas solugdes sejam irracionais e encontrar valores
aproximados. As referéncias freqiientes ao uso de tecnologia no ensino, feitas ha tempos por
diversos educadores e novamente assinaladas nos PCNEM, e também por reconhecer a
necessidade de sua adocao para desenvolver competéncias do jovem aluno de modo a torné-lo
apto a enfrentar os desafios exigidos na vida profissional e/ou académica, a idéia de propor
uma situacdo-problema onde o aluno buscasse identificar o intervalo de resolugdo e que a
solucdo exigisse um célculo aproximado, nos levaram a utilizar um software grafico como

recurso para essa pesquisa.

Estes elementos levaram-nos a formular algumas questdes. E possivel, usando
programas computacionais, introduzir no ensino médio outros métodos de resolugdo de
equacgOes algébricas diferentes dos ja tradicionalmente estudados neste nivel de ensino?

Haveria alguma vantagem em introduzir outros métodos? Qual seria?

Estas questdes iniciais orientam a realizacdo deste estudo. Ao longo do
desenvolvimento de nossa pesquisa precisamos estas questdes, para as quais, buscamos

elementos de resposta em nosso trabalho.

A dissertacdo estd estruturada da seguinte forma:



Introducgao

Analise Preliminar

Problematica, Referencial Tedrico e
Metodologia de Pesquisa

Estudo da Transposi¢do Didética
e da Organizacao Matemadtica do
objeto Equagdes Algébricas

Experimentacdo

Conclusoes

No capitulo 1 fazemos um estudo de documentos oficiais, tais como os Parametros
Curriculares Nacionais, os PCN + Ensino Médio, Orientacdes Curriculares e a Proposta
Curricular de Santa Catarina, e de uma pesquisa académica, para conhecermos as orientagdes
oficiais de trabalho para o assunto Equacdes Algébricas e a proposicao de resolugdo por um
método geométrico. Também fazemos um estudo de proposi¢des para o uso da tecnologia

informatica no ensino.

A problematica, as questdes de pesquisa, o quadro tedrico e a metodologia de pesquisa

estdo apresentados no capitulo 2.

No capitulo 3 estudamos as transformacdes pelas quais passa o objeto Equacdes
Algébricas: o surgimento histérico, sua apresentacdo na universidade e enquanto saber a
ensinar no ensino médio. Apresentamos proposi¢des de matemdticos para o ensino desse

assunto e a analise de livro didatico.

A partir de um conjunto de exercicios, elaborados com base no estudo realizado no
capitulo 3 e aplicados a alunos, constituimos uma experimentacio a qual apresentamos junto

com os resultados no capitulo 4.



Capitulo 1: ANALISE PRELIMINAR

Restringiremos nossa andlise preliminar ao estudo de documentos oficiais (Parametros
Curriculares Nacionais, PCN + Ensino Médio, Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio,
Orientagdes Curriculares de Matemaética do Estado do Parana e Proposta Curricular de Santa
Catarina), de uma pesquisa académica e de proposi¢des de uso de tecnologia informética no

ensino.

1.1 Estudo de Documentos Oficiais

Nas décadas de 1960 e 1970 a politica educacional brasileira estabelecia, como
finalidade para o 2.° grau (atual Ensino Médio), a formacdo de especialistas que pudessem
utilizar maquinas ou dirigir processos produtivos. Na década seguinte houve uma mudancga
técnico-industrial com a evolug¢do da micro-eletronica alterando as habilidades exigidas dos
trabalhadores. Desde os anos 1990 € crescente o volume de informagdes, gracas a tecnologia,
e a educagdo tem a funcdo tanto de inserir os jovens em um novo cendrio de sociedade quanto
de servir como um caminho para um desenvolvimento harmonioso, fazendo diminuir as
desigualdades sociais. A LDBEN 9394/96 indica que a formag¢do do cidaddo nao deve tratar
de acimulos de conhecimentos, mas deve oferecer uma visdo mais geral e desenvolver outras
capacidades como analisar, aprender, formular e criar, dentro da perspectiva de que a
educagdo escolar “devera vincular-se ao mundo do trabalho e a prética social” (Art.1° §2 da
Lei 9394/96). Com relagdo ao Ensino Médio, este passou a ter, como uma das finalidades, “o
aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacgdo ética e o
desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico”. (Inciso III, Art. 35 da Lei
9394/96). O Ensino Médio € convocado a dar uma resposta ao problema social em que alguns
jovens se preparam apenas para continuar seus estudos universitarios, em que outros ja estao
inseridos no mercado de trabalho e ndo prosseguirdo seus estudos na Educagdo Superior, e

ainda em que outros jovens trabalhario e cursardo o Ensino Superior a0 mesmo tempo.

Esta é uma oportunidade histérica para mobilizar recursos, inventividade e
compromisso na criacdo de formas de organizacdo institucional, curricular e
pedagégica que superem o status de privilégio que o Ensino Médio ainda tem no Brasil,
para atender com qualidade, clientelas de origens, destinos sociais e aspiragcdes muito
diferenciadas. (BRASIL, 1999, p. 68).



A preparacdo para a continuidade dos estudos, sinalizada pela LDBEN, deverd ser
feita com o desenvolvimento da capacidade de aprender e com a compreensio do mundo
fisico, social e cultural. A preparacdo para o trabalho serd “bdsica, ou seja, aquela que deve
ser base para a formagdo de todos e para todos os tipos de trabalho” (Brasil, 1999, p. 70),
sem estar particularmente vinculada a nenhum componente curricular; as diretrizes
“estabelecem o conhecimento dos principios cientificos e tecnologicos da producdo no nivel

do dominio, reforcando a importancia do trabalho no curriculo.” (BRASIL, 1999, p. 70).

Em Brasil (1999), um objetivo atribuido a area de Ciéncias e Matemadtica é o de
“compreender as Ciéncias da Natureza como construcdes humanas e a relagdo entre
conhecimento cientifico-tecnolégico e a vida social e produtiva”. A aprendizagem nesta drea
visa explicar o funcionamento do mundo por meio dos conhecimentos cientificos. A
Matemdtica € concebida como uma linguagem de representacdo de aspectos reais e
instrumento para as diversas ciéncias, sem desconsiderd-la como uma ciéncia também. Para a
Matemitica vé-se ainda a possibilidade de ir além da descri¢dao da realidade e da elaboracdo
de modelos, com a constru¢do efetiva das abstracdes matemadticas, evitando a simples
memorizagdo dos algoritmos, valorizando a presenca dessa ciéncia no desenvolvimento de

habilidades de carater geométrico, grafico, algébrico, estatistico e probabilistico.

Nos PCNEM a abordagem sobre tecnologia sinaliza a pretensdo em ‘“‘promover
competéncias e habilidades que sirvam para o exercicio de intervencdes e julgamentos
priticos.” (BRASIL, 1999). A velocidade de constru¢do e socializagdo de conhecimentos
tornard ultrapassada a maior parte das competéncias adquiridas no inicio de uma vida
profissional e isso exige que se aprenda continuamente em um ambiente colaborativo. Nesse
sentido ndo hd uma supervalorizacdo do computador mas se reconhece que € o instrumento
mais relevante no impacto da tecnologia. O ensino da Matematica, relacionado com a
tecnologia, deve possibilitar o desenvolvimento de habilidades — selecdo e andlise de
informacdes; adequagdo das tecnologias — e de procedimentos — comunicacao e representacao
de idéias — que permitam o cidaddo atuar nesse mundo de informacdes e conhecimentos em
permanente movimento. Quanto a elaboracdo do curriculo em Matematica sdo apontados,
como critérios centrais, a contextualizacdo e a interdisciplinaridade e exemplifica-se com o
tema Fun¢do que pode ser ensinado de forma integrada com a Trigonometria, Seqiiéncias,
Geometria Analitica e ainda com o tema Polindmios e Equacdes Algébricas, sugerindo-se
também “‘espago para que os alunos possam estender e aprofundar seus conhecimentos sobre

numeros e dlgebra, mas nao isoladamente de outros conceitos”. (BRASIL, 1999)



Nos PCN + Ensino Médio (Brasil, 2002, p.113) destaca-se a importancia da resolugao
de problemas com dois exemplos de exercicios. O primeiro, considerado uma questdo aberta,
refere-se a um grafico mostrando a intencdo de votos a prefeito de uma cidade. O segundo
exemplo é uma questdao de vestibular, considerada "disciplinar" porque exige conhecimentos

matematicos especificos de geometria espacial métrica.

Na resolugdo de problemas, o tratamento de situacdes complexas e diversificadas
oferece ao aluno a oportunidade de pensar por si mesmo, construir estratégias de
resolugcdo e argumentagdes, relacionar diferentes conhecimentos e, enfim, perseverar
na busca da solugdo.

Detalhando o sentido das competéncias em Matemadtica, antes apresentadas nos
PCNEM, nos PCN + cita-se a importancia de se compreender a constru¢do do conhecimento
matemdtico como um processo historico, em estreita relagdo com as condi¢des sOcio-
culturais, politicas e econdmicas, formando a visdo critica da ci€ncia em constru¢io constante,
sem certezas definitivas e sem dogmatismos. Quanto a escolha de conteidos a serem
trabalhados no Ensino Médio, nos PCN + apresenta-se a proposta de trés eixos ou temas

estruturadores:
1. Algebra: nimeros e fungdes;
2. Geometria e medidas;
3. Andlise de dados.

Em Algebra destacamos as referéncias feitas aos Nimeros Complexos e as Equagdes
Algébricas. Considera-se que o tema Numeros Complexos, quando isolado da resolugao de
equagoes, perde sentido para aqueles que ndo continuardo os estudos académicos em dreas
exatas-tecnoldgicas e por isso propde-se que seja trabalhado na parte flexivel do curriculo das
escolas. Sobre o estudo das Equacdes Polinomiais ou Algébricas e dos Sistemas Lineares a
sugestdo € que se trabalhe enfatizando a importincia cultural estendendo os conhecimentos
que os alunos possuem sobre a resolu¢do de equagdes de primeiro e segundo graus e de

sistemas de duas equagdes e duas incognitas.

Outro documento por nés estudado corresponde as Orientacdes Curriculares para o
Ensino Médio. O documento foi elaborado a partir de discussdes com as equipes técnicas dos
Sistemas Estaduais de Educacgdo, professores e alunos da rede publica e representantes da

comunidade académica. As orientacOes tratam de trés aspectos: a escolha de conteddos; a



forma de trabalhd-los; o projeto pedagdgico e a organizacdo curricular. Em relacdo aos

conteddos hd uma sugestao para se trabalhar fun¢des polinomiais gerais.

Fungdes polinomiais mais gerais de grau superior a 2 podem ilustrar as dificuldades
que se apresentam nos tracados de grificos, quando ndo se conhecem os 'zeros'da
funcdo. Casos em que a fung@o polinomial se decompde em um produto de funcdes
polinomiais de grau 1 merecem ser trabalhados. Esses casos evidenciam a propriedade
notdvel de que, uma vez se tendo identificado que o nimero ¢ € um dos zeros da
funcdo polinomial y = P(x), esta pode ser expressa como o produto do fator (x — ¢) por
outro polindmio de grau menor, por meio da divisdio de P por (x - o).
(BRASIL, 2006, p. 74).

Nas Orientacdes (Brasil, 2006, p. 89) ha referéncia a Tecnologia para a Matematica
citando-se os softwares conhecidos como programas de expressdo. Os programas de
expressdo sdo aqueles que permitem que os alunos facam experi€ncias, testem hipdteses,

esbocem conjecturas, criem estratégias para resolver problemas.

Em muitos desses programas, pode-se trabalhar tanto com coordenadas cartesianas
como com coordenadas polares. Os recursos neles disponibilizados facilitam a
exploracdo algébrica e grifica, de forma simultanea, e isso ajuda o aluno a entender o
conceito de funcdo, e o significado geométrico do conjunto-solu¢do de uma equagao-
inequagao.

As Orientagdes Curriculares de Matematica do Estado do Parand é um dos
documentos que subsidiou a elaboragdo, pelo MEC, das Orientagdes Curriculares para o
Ensino Médio. As Orientagdes do Estado do Parand também foram o resultado de discussdes
com professores da rede estadual de ensino. Considerando-se as diferentes concepcdes sobre o
ensino da Matemdtica propde-se uma reorganiza¢do curricular nas escolas por meio dos

seguintes conteudos estruturantes:
1. Ndmeros e Algebra
2.Fungoes
3. Geometrias
4. Tratamento da Informacgado
Em Nimeros e Algebra (Parand, 2003, p. 9) destaca-se que

Conhecer os problemas que impulsionaram a necessidade de ampliagcdo dos conjuntos
numéricos e dominar os conceitos bdsicos que surgiram a partir de sua ampliagdo,
proporciona, ao individuo, uma insercdo mais completa na cultura universal ao longo
da Histdria. Na resolucdo de alguns problemas exige-se a manipulacio de constantes e
incégnitas. Neste caso, as propriedades das operacdes com os nimeros reais € com os
polindmios sdo fundamentais nesta manipulagao.



Na Proposta Curricular de Santa Catarina encontramos outras orientacdes relevantes.
Nesse documento sugere-se trabalhar os temas de forma articulada, sempre que possivel,
evitando uma linearidade. Dentro da concepcao de que o conhecimento matematico se adquire
de forma gradativa, interativa e reflexiva, os conteidos constam na Proposta Curricular (Santa
Catarina, 1998, p. 107-108) em diferentes séries da Educacao Bésica, do Ensino Fundamental
ao Médio, caracterizando a passagem gradativa de um tratamento assistemdtico para

sistematico.

Tratar assistematicamente um contetido significa aborda-lo enquanto no¢do ou
significado social, sem preocupa¢do em defini-lo simbdlica ou formalmente. (...)
Tratar sistematicamente um conteddo matemdtico significa dizer que ele serd
trabalhado conceitualmente, utilizando-se na medida do possivel, a linguagem
matematica simbdlica tal como foi historicamente convencionada e organizada.

No que se refere ao desenvolvimento do pensamento algébrico destaca-se na Proposta

Curricular (Santa Catarina, 1998, p. 111) a importancia de se adotar atividades que

permitam ao aluno pensar genericamente, perceber regularidades e explicitar estas
regularidades matematicamente, pensar analiticamente e estabelecer relacdes entre
grandezas varidveis. (...) No processo da apropriacio da linguagem algébrica, o
registro grafico exerce um papel fundamental. Dai a necessidade de utilizagdo de
diversas formas de representacdo — diagramas, tabelas, grificos e expressoes
matematicas.

Os Documentos Oficiais estudados indicam novos objetivos para o Ensino Médio e
para a drea de Ciéncias da Natureza e Matematica. A versdo pré-universitiria de Ensino
Médio caracteriza-se por enfatizar a divisao do aprendizado em disciplinas e o dominio de
cada uma delas é considerado requisito para a continuidade dos estudos. A versao
profissionalizante enfatiza os fazeres praticos voltados a atividades produtivas e de servigos,
em uma especializagdo de carater técnico muitas vezes em detrimento de formacgdo cultural
mais ampla. O novo Ensino Médio tem a responsabilidade de completar a Educagdo Basica e
isso significa "preparar para a vida, qualificar para a cidadania e capacitar para o aprendizado
permanente." (BRASIL, 2002, p. 8). Para completar a formacgao geral do estudante indicam-se
competéncias (representacdo e comunicagdo; investigacdo e compreensdo; contextualizacdo
socio-cultural) e habilidades necessarias de serem desenvolvidas. O desenvolvimento das
mesmas, conforme € assinalado nos Documentos Oficiais, pode ser feito levando-se em
consideragdo as questdes de conteido, de metodologia e da organizacdo curricular. A selecdo
de conteddos a serem trabalhados é um aspecto polémico na organizagdo do curriculo das

escolas. Nao nos aprofundamos nessa questdo por distanciar-se do interesse de nossa



pesquisa, mas verificamos a presenca do tema EquacOes Algébricas nas propostas de
organizacdo curricular. Sobre o ensino desse tema para alunos do Ensino Médio,
reconhecemos a possibilidade de se articular as propostas apresentadas na andlise preliminar
integrando os aspectos histéricos, relacionando o assunto com outros tais como Funcdes e
Polindbmios e fazendo uso da tecnologia para a Matemadtica (programas computacionais) e
com essa concepcao realizamos nossa pesquisa. Efetuamos um levantamento bibliogréifico de
outros trabalhos relacionados a0 mesmo tema de nossa pesquisa e apresentamos o resultado

na préxima se¢ao.

1.2 Estudo de uma Pesquisa Académica

Em um levantamento bibliografico sobre trabalhos académicos brasileiros relativos ao
nosso tema identificamos um trabalho de dissertacdo de mestrado "Resolucdo de equagdes de
terceiro grau através de conicas" de R. N. Lima (1999) do qual apresentamos alguns
elementos. O objetivo € mostrar que outros métodos de resolu¢do de equacdes algébricas sao

possiveis de serem abordados no Ensino Médio.

Em sua andlise preliminar, Lima constatou que na Proposta Curricular do Estado de
Sao Paulo para o Ensino Médio (1994) nao havia alus@o a equacdes algébricas de grau trés.
Seu trabalho teve por objetivo estudar a resolug¢do de equacgdes de terceiro grau usando a idéia
do método geométrico do matematico drabe Omar Khayyam (1050-1130), utilizando curvas
conicas. Nos quatro livros didaticos de Matematica para o Ensino Médio, citados como os
mais usados pelos professores, analisados por Lima, constatou-se que havia uma
generalizagdo para o estudo de "Equagdes de grau n" em trés destes livros. Na obra de
Bongiovanni, Vissoto e Laureano (1993) havia primeiro um método de trabalho com
equacdes de terceiro grau, generalizado para equagdes de grau n. Esta abordagem € defendida
por Lima por ser a maneira como historicamente desenvolveram-se as idéias sobre a resolugao
de equagdes algébricas. O método de Omar Kayyam foi escolhido por utilizar o quadro
geométrico, pouco adotado pelos alunos, e por ser considerado mais pratico que o método de
Cardano e o algoritmo de Briot-Ruffini. Lima aplicou uma seqiiéncia didética a dois grupos.
Um grupo de alunos de primeiro ano de Ciéncia de Computagcdao e um grupo de alunos de
terceira série de ensino médio. O seu trabalho foi fundamentado nos aspectos tedricos da

dialética ferramenta-objeto e o jogo de quadros de Douady, da transposi¢do didética de
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Chevallard, dos registros de representa¢do de Duval e do contrato didatico de Brousseau. Na
aplicacdo de sua seqiiéncia didética adotou um recurso tecnoldgico, o software para geometria
Cabri-géometre. Com seu trabalho Lima mostra a possibilidade de aplicacao de um método
grafico-geométrico com uso de um software para resolucdo de Equagdes Algébricas no

Ensino Médio.

1.3 Proposicoes para o uso da Tecnologia Informatica

Reconhecemos a importincia de utilizag@o de calculadora e programas computacionais
no ensino da matemadtica. Apresentamos sob esta rubrica elementos, além dos ja expostos nos

PCN, para justificar a ado¢ao de um software em nosso trabalho.

Ao considerarmos a maneira como se pode realizar o estudo de diversos temas da
Matemitica percebemos a assimetria com as propostas de utilizacdo de recursos tecnoldgicos
— calculadoras e computador. A pequena, ou nenhuma referéncia ao uso desses recursos em
aulas restringe as alternativas para as atividades visando o desenvolvimento de habilidades
necessdrias na atual sociedade, como selecionar estratégias para a solucdo de problemas, usar
e adequar tecnologias, e em nossa opinido limita a preparacdo para o trabalho e a formacao de

uma visao tecnoldgica-cientifica que sao alguns dos objetivos do Ensino Médio.

Por que usar um programa computacional?

A sociedade da informag¢ao ndo pode ser vista como um modismo, mas como um novo
paradigma técnico, econdmico e educacional, e se antes o Brasil ja tinha que enfrentar o
analfabetismo tradicional da leitura e escrita, agora tem de enfrentar o analfabetismo
tecnoldgico devido a exclusdo digital. Conforme Amorim (2003), por exclusao digital pode-se
entender aquela situacdo em que o individuo fica impossibilitado de usar as tecnologias
digitais para se integrar a essa sociedade da informagao. “Nao ter acesso a internet ou a outras
inovagdes tecnoldgicas dos nossos dias pode comprometer a mobilidade social e a
empregabilidade de uma pessoa." Outros autores, como Borba e Penteado (2001), defendendo
a utilizacdo da informatica educacional, apontam como a principal razdo do computador nas

escolas, a "expansdo de possibilidades de desenvolvimento da cidadania" uma vez que a
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democratizagcdo do acesso a tecnologia informaética faria parte do combate ao que chamam de
apartheid social. A informética educacional justificar-se-ia pela alfabetizacdo tecnoldgica —
aprendizagem da leitura dessa midia —, com o computador inserido em atividades essenciais
desenvolvidas nas aulas, e pelo direito ao acesso a informatica, ampliado com o direito de
acesso a tecnologia produzida pela sociedade, constituindo-se em parte da resposta as

questdes relacionadas a cidadania.

Sob uma abordagem histérica vemos em Brasil (Brasil, 2005) que a Tecnologia
Educacional (TE) chegou ao pais sendo considerada como a solu¢do para os problemas da
educagdo e introduziu equipamentos nas escolas, fazendo surgir vérias posi¢des entre 0s
educadores, tais como os tecnoéfilos e tecnofébicos. Com os limites e lacunas da TE a visdo de
eficiéncia e modernidade cedeu espaco para novas reflexdes e se por um lado admite-se que a
TE “ndo € suficiente para se fazer uma nova educagao, por outro, na sociedade da informagao

ndo sera possivel abrir mdo de nenhuma delas.” (BRASIL, 2005).

Quanto a tecnologia educacional informadtica, o uso dos computadores vem sendo
discutido ha muitos anos e como essa questdo ndo se esgota facilmente, freqiientemente &
retomada. Borba (1999) considera que o ser humano tem sido ao longo da histdria ser
humano-oralidade, ser humano-escrita e na atualidade, ser humano-informatica, ou ainda ser
humano-lapis e papel-informética ao observar que estudantes continuam a empregar outras
midias, mesmo quando se enfatiza novas tecnologias, e ao adotar Levy considerando o
pensamento como algo coletivo. Levy (1993), analisando a histéria das midias, refere-se a
oralidade, a escrita e a informdtica como tecnologias da inteligéncia, técnicas associadas a
memoria e ao conhecimento. A oralidade era usada para estender nossa memoria; esta €
estendida qualitativamente de forma diferente pela escrita que possibilita énfase a linearidade
do raciocinio. Assim, a informatica deve ser vista como uma nova extensao de memoria, com
diferencas qualitativas em relacdo a oralidade e escrita, desafiando a linearidade de raciocinio
por “modos de pensar, baseados na simulacdo, na experimentacdo € em uma ‘nova
linguagem’ que envolve escrita, oralidade, imagens e comunicacdo instantanea.” (BORBA e
PENTEADO, 2001, p. 46). Nao se acredita “que a informatica ird terminar com a escrita ou
com a oralidade, nem que a simulacio acabard com a demonstracdo em Matemética. E bem
provavel que haverd transformagdes e reorganizagdes.” (idem, p. 47). Transformacgdes, que no
caso do ensino da Matematica, podem surgir quando as midias informdticas e tecnologias
estiverem em ressonancia com uma pedagogia que enfatize a experimentacao, a visualizagao,

a simula¢do, a comunicagio na busca de resolucdo de problemas abertos, nos quais se observa
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o processo de constru¢do e nao o produto/resultado, nas salas de aula. Sobre reorganizacao do
pensamento provocada pela insercdo da tecnologia informatica, Borba (1999, p.286-288)
analisa as idéias de Tikhomirov, consideradas atuais, embora escritas nos anos 1970.
Tikhomirov elaborou trés teorias de como o computador afeta a aprendizagem e o
conhecimento humano: a teoria da substitui¢do, da suplementacdo e da reorganizacdo. Pela
teoria da substituicdo o computador € visto como um substituto do ser humano porque chega
aos mesmos resultados mais rapidamente e geralmente com menos erros. Borba (1999, p.
286) refuta tal teoria porque ela ignora a complexidade dos “processos humanos pelos quais
um problema € eleito para ser resolvido e como que a busca desenvolvida por humanos €
fundamentalmente diferente do desenvolvido pelo computador.” Na teoria da suplementacdo,
admitindo o fato de que o computador resolve problemas dificeis para o ser humano, defende-
se que aquele complementa o homem. Essa teoria baseia-se na idéia de que o pensamento
consiste de pequenas partes, e justamente € criticada por considerar o aspecto quantitativo e
nao qualitativo do processo de pensamento. A teoria da reorganizacdo sustenta que a
informadtica regula a atividade do homem e nesse sentido aproxima-se da no¢ao proposta por
Borba de “modelagem [ou moldagem] reciproca” na qual o computador molda o homem e é
moldado por ele a0 mesmo tempo. Nessa perspectiva “os seres humanos sdo constituidos por
técnicas que estendem e modificam seu raciocinio e, a0 mesmo tempo, esses mesmos Seres
humanos estdo constantemente transformando essas técnicas” (BORBA e PENTEADO, 2001,
p. 46), admitindo-se entdo que o conhecimento nao é produzido por individuos solitarios ou
coletivos formados apenas por seres humanos, mas € produzido por um “coletivo formado por

seres-humanos-com-midias”.

Na Proposta Curricular de Santa Catarina (Santa Catarina, 1998), dentro de uma
concepcdo histdrico-critica, a tecnologia é vista como mediadora instrumental, ou seja,
ferramenta colocada entre o homem e o trabalho, e assim pressupde-se “a incorporacdo das
novas tecnologias como mediadoras instrumentais na constru¢do da praxis pedagogica.” A
tecnologia informdtica é vista como facilitadora do trabalho pedagdgico e motivagdo para o

aluno, e nunca como uma forma de treinamento.



13

A informética na escola, portanto, deve funcionar como uma estratégia de promocao
da participacdo e da integracdo entre:

- o individual e o coletivo;

- entre 0 humano e o tecnoldgico;

- entre as dimensdes cognitiva, afetiva e procedimental da educagdo e as diferentes
dreas do conhecimento.

(...) Além do mais, estimula a iniciacdo ao conhecimento tecnoldgico, a aquisi¢do de
instrumentos de trabalho, bem como o exercicio de diferentes operagcdes intelectuais,
numa perspectiva de formagdo para a educagio permanente.

(SANTA CATARINA, 2005)

Entre os educadores surgem vdrias duvidas: como utilizar melhor os recursos
provenientes da tecnologia informatica, que mudancas esta midia traz a escola e ao processo
de ensino e aprendizagem. Em uma retrospectiva, Penteado (1998) destaca as acdes
governamentais traduzidas nos projetos EDUCOM, FORMAR, PRONINFE, o atual
PROINFO, e conclui de que maneira as a¢des t€ém se manifestado nas escolas. Algumas
escolas introduziram a disciplina de Informatica no curriculo para a aprendizagem de
softwares, aplicativos de sistemas operacionais € acesso a internet; outras relacionaram o uso
do computador as disciplinas do curriculo. De qualquer maneira, a implementacdo da

informadtica educacional depende fundamentalmente do professor.

Em geral, os computadores nas escolas sdo colocados em uma sala usualmente
conhecida como laboratério de informatica. O quadro negro e giz sdo substituidos pelo quadro
branco e ‘caneta’, e os alunos sentam-se em duplas ou em trios. Como aponta Penteado
(1999), esse novo cendrio altera a maneira como os alunos e professores se comportam e se
comunicam durante uma aula. A utilizacdo do computador cria também situacdes inesperadas
quando por exemplo o equipamento ou o software nao funciona, influenciando a dinamica das
aulas, caracterizando a “zona de risco”. Os estudantes podem trazer informacdes externas a
sala de aula das quais os professores nao t€ém conhecimento ou dominio. As informacdes, que
inclusive se renovam velozmente, podem ser acessadas em diferentes fontes por professores e
alunos. “E preciso saber organizar esse momento em que diferentes fontes de informagdes se
aglutinam, € preciso saber priorizar e estabelecer relacdes com os objetivos que se pretendem

em uma determinada aula.” (PENTEADO, 1999, p. 305).

No entanto, cabe ressaltar que se os recursos tecnolégicos, sobretudo o computador, se
por um lado motivam os alunos a estudar e os prepara para o mercado de trabalho, mesmo
sem querer colocar a educagdo em mao tUnica direcionada a ele, trazem a possibilidade de um
maior aperfeicoamento profissional, criando novas oportunidades aos educadores, por outro

lado, segundo Borba e Penteado (2001), criam uma “zona de risco” para os professores. Ao
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contrdrio da “zona de conforto”, onde “quase tudo é conhecido, previsivel e controldvel”, a
“zona de risco” caracteriza-se pelas incertezas e imprevisibilidades, e se constitui de
problemas técnicos (configuragdes de maquinas, por exemplo) e de diversidade de ddvidas
dos alunos (mudanga de seqiiéncia de procedimentos ou estrutura do software). O risco de
perda do controle gera medo nos professores. O uso da informdtica exige que o professor
avalie constantemente as conseqiiéncias das agdes propostas, reflita sobre seu papel, reveja e
amplie seus conhecimentos. Sobre isso, Borba e Penteado (2001) admitem a existéncia de trés
tipos de professores: aqueles que desistem, outros que enquadram a tecnologia em antigas
rotinas de demonstracio de exemplos, e os que avancam em dire¢cdo as zonas de risco,
possibilitando o desenvolvimento do aluno, dele préprio professor e do processo ensino-
aprendizagem. Nesse cendrio, o professor deve perceber que ja ndo possui mais todo o
conhecimento necessario para trabalhar com os alunos e deve concluir que a sala de aula € o
espaco em que as informagdes sdo organizadas e discutidas na constru¢do de novos

conhecimentos.

Também encontramos em Laborde (2002) a reiteracdo de que o ambiente
informatizado permite diversificar as atividades de ensino e de estudar um mesmo conceito
sob diferentes representacdes, contribuindo para se obter uma compreensdo melhor e a
abstracdo matemadtica. Mas surgem problemas na prética dos professores: a gestdo das aulas,
incluindo o aumento da heterogeneidade dos alunos, o perigo de uma “superatividade”
discente diante da tecnologia com prejuizo da reflexdo. Laborde ainda coloca algumas
questdes, que considera anteriores a sala de aula, quanto aos documentos que serdo escritos
para os alunos, o equilibrio entre atividades com o computador e com ldpis-papel, os

exercicios de aplicagdo e sintese e as novas modalidades de avaliagdo.

Outros autores abordam o uso da tecnologia. Souza, Bastos e Angotti (1999) admitem
que a educagdo pressupde a utilizacdo de midias e que os meios tecnoldgicos-comunicativos —
entendidos como os meios relacionados ao uso do computador, da web, da multimidia, de
ferramentas de educacdo a distancia e outros recursos digitais — podem auxiliar com o
processo de ensino e aprendizagem. E embora os meios tecnolégicos-comunicativos sejam, ao
menos no discurso, considerados importantes pelos professores, ndo € o que se observa na
prética, e a explicacdo inferimos estar na existéncia da zona de risco de que tratam Borba e

Penteado.
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Os professores de ciéncias naturais [e de matemdtica] — dos quais esperamos
apropria¢do e maior envolvimento, por trabalharem mais préximo desta drea — ainda
evitam aproximar os meios tecnolégicos-comunicativos da sala de aula. O que
demonstra ser um problema para ndés que defendemos a decodificacdo destes
equipamentos na pratica educativa. E introduzir os meios tecnoldgicos-comunicativos
com potencial de intervencdo pratica na escolaridade bésica nos parece fundamental.
(SOUZA, BASTOS e ANGOTTI, 1999)

Esses autores destacam ainda que ndo basta ter o computador na escola; € necessario
que haja propostas e critérios para sua utilizagdo, professores que conhecam essas propostas,
sejam capazes de criar as suas e saibam utilizar os meios tecnoldgicos. Souza, Bastos e
Angotti (1999) finalizam afirmando que

Os meios tecnoldégicos-comunicativos podem permitir as propostas de ensino que
procuram transformar professor e educandos em uma comunidade de investigacdo.
Uma possibilidade para planejar, agir e refletir para melhorar e/ou transformar aquilo
que fazemos. Isto envolve prever e incorporar o novo, adaptagdo, valorizar as
contribuicdes de cada um [incluindo parcerias com profissionais de informatica],

estimular a confianca para o trabalho colaborativo e individual e respeitar os diversos
ritmos de aprendizagem.

O uso do computador coloca em questao o uso de outros meios como o l4pis e o papel,
o quadro e o giz. Acreditamos que ndo se trata de abandonar esses meios, mas de se avaliar
qual a énfase desejada e qual o meio mais adequado para certos propdsitos. Nesse sentido,

conforme Borba e Penteado (2001, p.62)

Quando decidimos que a tecnologia informdtica vai ser incorporada em nossa prética,
temos que, necessariamente, rever a relevincia da utilizacdo de tudo o mais que se
encontra disponivel. Certamente, ao fazermos nossas opcdes, corremos o risco de
deixar de lado certas coisas que julgdvamos importante. Mas, aqui, novamente, é
preciso considerar qual é o objetivo da atividade que queremos realizar e saber se ela
ndo pode ser desenvolvida com maior qualidade pelo uso, por exemplo, de um
software especifico. Nao significa que vamos abandonar as outras midias, mas temos
que refletir sobre sua adequacao.

Ao final encontramo-nos diante de um antigo desafio: utilizar a tecnologia educacional
informdtica como ferramenta para o aluno e para o professor, tanto com o objetivo
pedagégico de melhorar o ensino e a aprendizagem, quanto com 0 compromisso de inserirmos

os educandos na sociedade.
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A tecnologia educacional ndo tem o compromisso com 0 novo ou com o atual, mas
sim com a reorientacdo e melhoria da educagdo. Nao se trata, portanto, de vestir
concepgdes tradicionais com novas roupagens, nem fazer da TE um fator de distracao,
descomprometido com mudancgas significativas. (...) Desvinculada da conotagdo de
modernizag¢ao, sofisticagc@o e eficientizagdo a tecnologia educacional (...) fundamenta-
se em uma opgao filoséfica centrada no desenvolvimento integral do homem, inserido
na dindmica da transformacao social, e concretiza-se pela aplicacdo de novas teorias,
principios, conceitos e técnicas, num esfor¢co permanente de renovagdo da educacdo.”
(BRASIL, 2005).

Em resumo, vimos algumas concepcdes que por meio da Matematica no Ensino Médio
objetiva-se construir as suas abstracdes, desenvolver habilidades de cariater geométrico,
grifico e algébrico, e utilizar a tecnologia informdtica. A informdtica no ensino tem
compromisso com a aprendizagem e a ampliacdo dos conhecimentos. Lima (1999) mostra que
com auxilio do software Cabri-géometre é possivel estudar no ensino médio um método
geométrico para resolver equacdes de grau trés. NOs acreditamos que seja possivel, com apoio
computacional, estudar outros métodos de resolu¢do de equacgdes algébricas, ampliando os

conjuntos numéricos e os métodos apresentados nos livros didaticos.

Para nossos estudos destacamos as orientagdes contidas nos PCNEM, PCN + , nas
Orientacdes e Propostas Curriculares que mostram a possibilidade de se ampliar as formas de
ensinar contetidos da Matematica e a necessidade de se incluir as tecnologias. A articulagcdo
dessas proposicoes buscando ampliar especificamente o estudo das Equacdes Algébricas no

Ensino Médio, incluindo um recurso tecnolégico, constitui a nossa problematica.

No préximo capitulo apresentaremos nossas questdes de pesquisa, o referencial tedrico

e a metodologia de pesquisa.
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Capitulo 2: PROBLEMATICA, REFERENCIAL TEORICO E
METODOLOGIA DE PESQUISA

Neste capitulo apresentamos nossa questdo de pesquisa a partir da hipétese de que
podemos estudar outros métodos de resolucdo de Equacdes Algébricas no Ensino Médio com
apoio de um recurso tecnoldgico. Descreveremos elementos tedricos de referéncia de nosso

trabalho e a metodologia de pesquisa.

2.1 Problematica

Em minha prética docente percebi que os métodos estudados no Ensino Médio de
resolucdo de Equacdes Algébricas restringem-se a um conjunto de técnicas tais como
obtendo-se uma solucao inteira, divide-se o polindmio correspondente a equagdo para fatora-
lo e obter as demais raizes; percebi também que os exercicios ficam limitados a casos
particulares, enfatizando especificamente as solucdes no conjunto dos racionais ou complexos
imagindrios, reforcando a idéia, por nds indesejada, de uma Matemadtica com técnicas
irrefutdveis. Nao obstante os documentos oficiais analisados preliminarmente (PCNEM,
PCN +, Orientacdes Curriculares) e a dissertacio de Lima (1999) apontarem para a
possibilidade de se trabalhar de forma indissociada os conteddos, por exemplo, funcdes com
polindmios, e de utilizar programas computacionais e calculadoras no ensino. Entretanto nao

€ essa a proposta que consta nos livros didaticos.

Desse modo, percebemos uma assimetria ao considerar a maneira como € apresentado
o contetido nos livros didaticos e como se poderia realizar o estudo de Equacodes Algébricas
no Ensino Médio segundo as orientagdes curriculares contidas nos documentos oficiais,
incluindo a indicacdo de utilizagdo de recursos tecnolégicos — calculadoras e computador.
Concordamos com a idéia de que a pequena, ou nenhuma referéncia ao uso desses recursos
em aulas, restringe as alternativas para as atividades visando o desenvolvimento de
habilidades necessarias na atual sociedade, como selecionar estratégias para a solu¢do de
problemas, usar e adequar tecnologias e, em minha opinido, limita a preparacdo para o
trabalho e a formagdo de uma visdo tecnoldgica-cientifica que s@o alguns dos objetivos do

Ensino Médio. Preocupando-nos com essa situacdo formulamos as seguintes questdes: Quais
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métodos de resolu¢do de Equacdes Algébricas sdo apresentados nos livros didéticos? Que
outros métodos poderiam ser contemplados no Ensino Médio? Um software gréfico

contribuiria para apoiar o estudo de outros métodos?
As duas udltimas questdes ja estdo respondidas em parte no trabalho de Lima (1999).

Dentro desse contexto formulamos a hipétese de que a articulagdo da proposta de
utilizar um recurso tecnolégico computacional (software grafico) e de inserir outros métodos
de resolug¢dao de Equacdes Algébricas no Ensino Médio contribui para o entendimento, pelo
aluno, da coexisténcia de diferentes métodos de resolucdo e representagdo numérico-analitico
e grafico-geométrico, e a ampliagcdo e aprofundamento dos conceitos matemaéticos referentes a

resolucao de Equacdes Algébricas.

O objetivo geral de nosso trabalho € de investigar se um recurso tecnolégico (software
grafico) traz contribui¢des ao ensino e a aprendizagem de Equagdes Algébricas no Ensino
Médio.

Especificamente buscamos:

1) Caracterizar os métodos de resolucdo das Equagdes Algébricas em livros didaticos.

2) Desenvolver com alunos atividades envolvendo Equagdes Algébricas em que se

utilize um software grafico.

3) Analisar os resultados caracterizando as possiveis contribuicdes do uso do software
apoiando outros métodos de resolucao de Equagdes e buscando ampliar a concepcao

de solu¢do de uma Equacdo Algébrica.

Temos assim por finalidade identificar possiveis contribuicdes trazidas pelo uso de um
software gréafico para a aprendizagem de resoluciao de Equacdes Algébricas.

Com nosso estudo esperamos obter resultados que possam subsidiar a prética docente.
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2.2 Referencial Teorico

Nosso quadro tedrico de referéncia centra-se em elementos da Transposi¢do Didética e

da Teoria Antropoldgica do Saber de Yves Chevallard.

2.2.1 Transposicao Didatica

Desde a origem do conceito matemdtico, sua concepc¢ao e formulacdo, até a forma
como se apresenta nos livros didaticos hé diferencas que podem ser identificadas. A nogao de
transposicao diddtica visa estudar o processo de selecdo dos contetidos a serem ensinados nas
escolas, também chamados de saberes escolares, partindo originalmente do conhecimento ou

saber cientifico.

Um conteddo do conhecimento, tendo sido designado como saber a ensinar, sofre um
conjunto de transformacgdes adaptativas que vao tornd-lo apto a tomar lugar entre os
'objetos de ensino'. O 'trabalho' que, de um objeto de saber a ensinar faz um objeto de
ensino, é chamado de transposi¢do diddtica. (CHEVALLARD, 1991, p. 45)

Os saberes cientificos sdo aqueles criados nas universidades e centros de pesquisas,
registrados em linguagem codificada, apresentados por meio de relatdrios, artigos, teses e
livros, e validados pelos paradigmas da drea. Os saberes a ensinar correspondem aos
conteidos escolares que se pretende ensinar. Os saberes a ensinar sio o conjunto dos
conteddos previstos nas Propostas Curriculares oficiais, nos curriculos das disciplinas
escolares e sdo apresentados geralmente pelos livros diddticos. A escola é responsdvel pelo
saber ensinado que corresponde ao que o professor ensina, registrado no plano de aula, nao

sendo necessariamente igual ao que o aluno aprende, nem o que se intencionava ensinar.

Observa-se que alguns saberes a ensinar, mesmo tendo origem em um saber cientifico,
sdo inseridos nos programas curriculares escolares como criacdes diddticas, conteudos
necessarios para outras aprendizagem. Nesse sentido, as criacdes didaticas transformam os

conceitos instrumentais em objetos de estudo em si mesmos.

Os saberes sofrem influéncias durante sua trajetdria, redefinindo aspectos conceituais e
forma de apresentacdo. O conjunto das fontes de influéncia, do qual faz parte cientistas,
professores, politicos, autores de livros e outros que interfiram no processo educativo, é

chamado por Chevallard de noosfera. A noosfera, portanto, influencia tanto a selecdo dos
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contetidos escolares quanto os métodos de ensino. Veremos no préoximo capitulo como a

noosfera apresenta o objeto Equacdes Algébricas e propde que seja ensinado.

Enquanto saber a ensinar, analisaremos de que forma estd apresentado o objeto
Equagdes Algébricas em alguns livros diddticos de Ensino Médio. Encontramos em

Chevallard outros elementos tedricos para essa andlise.

2.2.2 A nocao de Praxeologia Matematica na Teoria Antropoldgica do Saber

Concebemos que vivemos em sociedade e nela hd a presenca da matematica. H4
pessoas que fazem matematica para atender a necessidades de outras. Por isso, de acordo com
Chevallard, Bosch e Gascén (2001) a presenca da matemadtica e o seu ensino na escola
responde a uma necessidade ao mesmo tempo individual e social, pois cada individuo precisa
saber um pouco de matemadtica para reconhecer e/ou resolver certos problemas. As
necessidades matemdticas podem ser de origem extramatemdtica, para a qual a prioridade
absoluta da origem a “enfermidade utilitarista”, ou de origem intramatemdtica (puramente
matematica), para a qual a atencao exclusiva leva a “enfermidade purista”. As necessidades
matemadticas na escola deveriam estar subordinadas as necessidades mateméticas da vida em
sociedade e ndo ao contrdrio. Se essa justificativa para o ensino da matemética for reduzida a
um fim em si mesmo, se o valor social for substituido por um mero valor escolar, a
matematica feita na escola pode ser considerada um mero artefato, um objeto qualquer. Diante
disso surge um problema relativo as atividades escolares e, a pouca visibilidade da
matemadtica no conjunto da sociedade. Decorre que os processos de ensino e aprendizagem da
matemadtica devem ser considerados como aspectos especificos do processo de estudo da
matematica, tanto do ponto de vista do aluno quanto do matemadtico profissional, sendo
possivel definir-se didatica da matematica como a “ciéncia do estudo da matemdtica”,
independentemente se o estudo estd voltado para a utilizacdo, para a aprendizagem, para o
ensino ou para a criacdo de uma nova matemédtica. Embora o adjetivo didatico venha do grego
didaktikos que significa ensinar, aqui ele estd relacionado a estudo. O estudo — ou processo
didatico — tem um sentido mais amplo, ndo se restringindo ao processo de ensino e
aprendizagem, mas englobando-o. O “ensino é considerado como um meio para o estudo”,

z

ndo o unico, e a aprendizagem € “entendida como o efeito perseguido pelo estudo”.
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Em nossa experimentacdo a resolu¢do dos exercicios propostos € um meio para o
estudo, os alunos nas tentativas de resolugdes operam nesse meio e a aprendizagem € o

resultado desse processo.

Estamos interessados em saber o que se ensina sobre o objeto Equacdes Algébricas e
como ele tem lugar nos livros didaticos. Chevallard (1997) considera que um saber ndo vive

isolado e para conhecé-lo devem ser formuladas as seguintes questdes:

O que existe e por qué? O que ndo existe e por qué? O que poderia existir? Sob quais
condi¢coes? Quais objetos sdo possiveis de viver, ou ao contrdrio, sdo impedidos de
viver nestas condi¢des?

Assumindo como elementos primitivos os conceitos de objetos, pessoas € instituicoes,
Chevallard desenvolve sua Teoria Antropolégica do Saber. Os objetos sdo os materiais de
base na construcdo tedrica. As pessoas sao 0s sujeitos que fazem parte de uma determinada
institui¢do. As institui¢des podem ser uma sala de aula, a escola, um curso. H4 um conjunto

de objetos relacionados a cada instituicdo chamados de objetos institucionais.

A Teoria Antropolégica do Saber situa a atividade matematica, e por conseqiiéncia o
estudo em matemdticas, no conjunto das atividades humanas e das instituigdes sociais.
Admite-se, como postulado basico, que toda atividade humana pode ser descrita por um tnico

modelo que Chevallard (1999) resume com o termo praxeologia.

Para se atuar matematicamente com eficiéncia € necessdrio entender o que se estd
fazendo. E para se entender o que se estd fazendo necessita-se realizar uma pratica

matematica eficaz. Desse modo, conforme Chevallard, Bosch e Gascon (2001, p. 275)

Nao h4 préaxis sem logos, mas também nao h4 logos sem préxis. Ao unir as duas faces
da atividade matemadtica, obtemos a noc¢do de praxeologia: para responder a um

2

determinado tipo de questdo matemadtica € necessdrio elaborar uma praxeologia
matemdtica constituida por um tipo de problema determinado, uma ou vérias técnicas,
sua tecnologia e a teoria correspondente.

Tanto o pesquisador quanto o aluno utilizam técnicas diddticas como instrumentos
para construir uma praxeologia matemadtica, entendendo o ‘“didatico”, como concebido
anteriormente, no sentido amplo de “relativo ao estudo da matemadtica”. Por exemplo, “o
professor utiliza técnicas didéticas para reorganizar certas obras matemdticas de modo que

déem resposta as questdes que os alunos apresentam”. (idem, p. 276).

Constituindo a praxeologia encontramos a no¢do de tarefa ¢, em sentido mais amplo

que o da linguagem corrente, dentro de certo tipo de tarefas 7. Para o tipo de tarefas supde-se
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um objeto relativamente preciso, por exemplo, “calcular o valor de uma fun¢do em um ponto"
€ um tipo de tarefa, mas calcular, simplesmente, € o que se chamard género de tarefas. Sobre
tarefas, tipo e géneros de tarefas Chevallard (1999) afirma que ndo sdo dados da natureza mas
sdo obras, construcdes institucionais cujo processo ¢ um problema completo, objetivo da
didatica.

Para a realizacdo da tarefa ¢ pertencente a 7, requer-se uma determinada maneira de se

realizar, de se fazer a tarefa, que serd chamada técnica 7, do grego tekhné que significa saber
fazer e entdo tem-se a tarefa T e a técnica T formando o chamado bloco prético-técnico

[T / T]. Chevallard (1999) acentua que uma técnica pode ser melhor que outra ou até mesmo

pode ndo servir para a realizacdo de uma tarefa. Além disso, esclarece que uma técnica ndo €
necessariamente algoritmica ou quase algoritmica, muitas vezes contrariando a tendéncia de
algoritmizagdo. Ao final assinala que geralmente existe somente uma, ou um pequeno nimero

de técnicas em uma dada instituicao /, que as reconhece, excluindo técnicas alternativas, que
no entanto podem existir em outras institui¢cdes. A técnica T requer um “discurso racional”

que a justifique e que foi denominado tecnologia 6. Esta também tem a fun¢ao de explicar,
tornar inteligivel, esclarecer a técnica. A tecnologia também produz técnicas quando estas se
caracterizam como tecnologias em potencial, enquanto ainda ndo sdo tecnologias de alguma
técnica. Em vdrios casos técnica e tecnologia estdo integradas. As vezes na instituicio I uma
técnica € a Unica construida e reconhecida assumindo um papel autotecnolégico, ou seja, a
técnica ndo exige justificativa porque é uma “boa maneira de atuar (em I1)”. A prépria
tecnologia contém afirmacdes que podem exigir justificativas que sao dadas pela teoria ®, que
retoma, em relagdo a tecnologia, o papel que esta ultima tem em relacdo a técnica. Pode-se
supor que exista a teoria da teoria e assim por diante, no entanto Chevallard (1999) considera
suficientes os trés niveis apresentados — técnica / tecnologia / teoria. A palavra teoria, do
grego theodria, originalmente estava relacionada a idéia de “contemplacdo de um espeticulo”,
onde o tedrico assistia sem participar, e associa-se a isso o fato de os enunciados tedricos
aparecerem como ‘“‘abstratos”, despreocupados com os técnicos e tecndlogos, permitindo
porém intimeras justificativas e explicacdes devido a capacidade de generalizacdo. Tecnologia

e teoria formam o bloco tecnoldgico-tedrico [0, O ].
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Em resumo,

Uma obra matemdtica surge sempre como resposta para uma questdo ou para um
conjunto de questdes. Mas em que se materializa tal resposta? Em uma primeira
aproximacgdo, poderiamos dizer que a resposta matemdtica para uma questdo se
cristaliza em um conjunto organizado de objetos ligados entre si por diversas inter-
relacdes, isto é, em uma organizagdo matemdtica. Essa organizacio € o resultado final
de uma atividade matemadtica que, como todo atividade humana, apresenta dois
aspectos insepardveis: a pratica matemdatica ou “praxis “, que consta de ftarefas e
técnicas, e o discurso fundamentado ou “logos” sobre essa prética, que € constituida
por tecnologias e teorias.” (CHEVALLARD, BOSCH e GASCON, 2001, p. 275).

Entretanto, admitindo-se um tema de estudo matematico, deve-se considerar a
realidade matemaética que pode ser construida em uma aula onde se estuda o tema, e a maneira
como se pode realizar o estudo do tema. Esta realidade é que Chevallard (1999) denominou

praxeologia matemadtica ou organiza¢do matematica.

Na elaboragdo de uma praxeologia matemdtica supde-se que se entre em um “processo
de estudo que, como tal, ndo € um processo homogéneo, mas estd estruturado em diferentes
momentos”. No momento do primeiro encontro com a técnica faz-se uma referéncia aos
objetos matemdticos que constituem o problema. O problema requer a construcio de uma
técnica adequada para aborda-lo; seria o momento exploratorio. O momento do trabalho da
técnica refere-se ao dominio e novamente criacao de técnicas matematicas. A justificativa da
pratica ocorre no momento tecnoldgico-tedrico. Finalizando a obra matemdtica em seu

conjunto, a resolucao, temos os momentos de institucionalizacdo e avaliagcdo.

Esse enfoque em geral leva a questionar a realidade observavel do fato estabelecido,

visto como natural.

(...) se é verdade que, em geral, a realidade é como € porque tem fortes restrigdes,
sempre se pode propor examinar as modificagdes que, para um custo aceitdvel, por
exemplo, deixando intacto o essencial e as condi¢des prevalecentes, poderia criar um
novo estado estdvel, considerado mais apropriado. O conjunto desses estados
‘préximos’ (e vidveis) da realidade constitui a zona de desenvolvimento proximo desta
realidade. (CHEVALLARD, 1999, grifos do autor).

Os elementos da Transposi¢ao Didatica e da Teoria Antropolédgica de Chevallard, mais
especificamente a Organizacdo ou Praxeologia Matemadtica, fornecem a fundamentacdo
tedrica para o nosso trabalho para, a partir da realidade observdvel em livros didaticos,
identificarmos a "realidade matemdtica que pode ser construida" e propormos, a partir da
articulacdo das orientacdes apresentadas nesse trabalho, situagdes que permitam criar uma

zona de desenvolvimento proximo da realidade observada quanto ao estudo do objeto
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Equacdes Algébricas. Muitas vezes o livro didético, isto quer dizer seu autor, vem se
constituindo na referéncia sobre o saber a ser ensinado e assume um importante papel no
processo da transposi¢ao didatica ao transformar, incluir e excluir objetos de conhecimento
matematico. Depende da postura epistemoldgica do professor ao usar o livro didatico o
resultado da transposi¢do dos conteddos em saberes ensinados. Na andlise do livro didético
pretendemos verificar, dentro do processo de transposicao didatica, de que modo o objeto
Equagdes Algébricas é apresentado enquanto saber a ensinar. Por meio da Organizagdo
Matematica evidenciaremos a pratica e a fundamentacio (aplica¢do e conceitos) na resolugao
de Equagdes Algébricas para entdo propormos a utilizacdo de métodos que ampliem os ja

existentes.

2.3  Metodologia da Pesquisa

Para identificar e caracterizar os métodos apresentados para resolucdo de Equacgdes
Algébricas, usaremos na andlise dos livros didédticos, como referéncia tedrica, a condi¢do que
estamos tratando de uma instituicdo Ensino Médio, um objeto matemadtico "Equagdes
Algébricas" ensinado as pessoas "alunos" e queremos identificar a organizacdo matematica,
em termos de tarefa, técnica e tecnologia. Para este estudo utilizaremos os instrumentos

disponibilizados pela teoria como descrito na se¢do anterior.

Nos elementos tedricos da Transposicao Diddtica nos apoiamos para estudar o que
acontece com o saber sobre Equacdes Algébricas desde a histéria até a proposi¢do de

professores-autores em livros didaticos.

Referente a experimentagdo que realizamos, na sua formulacdo e estrutura nos
apoiamos em alguns conceitos tedricos da Engenharia Diddtica. O potencial de uma
Engenharia Didéatica se deve ao vinculo com a realidade de sala de aula. Ao se admitir que o
quadro tedrico ndo € suficiente para suprimir todos os desafios da complexidade do objeto
educacional em estudo, a Engenharia Didatica se constitui em uma forma de sistematizar a

aplicacdo de um determinado método na pesquisa didética, refor¢cando sua confiabilidade.
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Segundo Pais (2002, p. 99),

A engenharia diddtica caracteriza uma forma particular de organizacdo dos
procedimentos metodolégicos da pesquisa em didatica da matematica. O interesse
pelo seu estudo justifica-se pelo fato de se tratar de uma concep¢do que contempla
tanto a dimensao tedrica como experimental da pesquisa em didética.

Artigue (1988) faz uma analogia entre o trabalho do pesquisador e o do engenheiro
quanto a concepcdo, planejamento e execucdo de um projeto. A Engenharia Didatica se
caracteriza por ser um esquema experimental baseado em realizacOes diddticas em classe, isto
€, sobre a concepcao, a realizacdo, a observagado e a andlise de seqii€ncias didéticas e com isso
sistematiza a pesquisa de modo a manter a articulagdo entre ciéncia e técnica, e a melhorar o
fluxo entre as fontes de influéncia descritas pela transposi¢do didatica: os resultados da
pesquisa constituem o saber académico enquanto as constatagdes préticas relacionam-se com

o saber ensinado.

No ambito da Didética da Matematica, a Engenharia Diddtica apresenta-se como a

metodologia adequada para observacdo em classe:

(...) enquanto procedimento metodoldgico, a engenharia diditica se fundamenta em
registros de estudos de casos, cuja validade € interna, circunscrita ao contexto da
experiéncia realizada. (...) E preciso destacar que em fungdo de cada concepgio
metodolégica, a execu¢do de uma engenharia diddtica é condicionada diferentemente
por uma série de varidveis definidoras do contexto em que a pesquisa é realizada. Essa
variabilidade ndo pode alterar a preservacdo dos principios essenciais do método
escolhido. Por esse motivo, a expressdo técnica de pesquisa € mais apropriada para
caracterizar a engenharia diddtica em vez de ser uma metodologia.

(PAIS, 2002, p. 103-105, grifo do autor).

Artigue (1988) distingue quatro fases da Engenharia Didética: andlises preliminares;
concepcdo e andlise a priori; aplicacdo de uma Seqiiéncia Didatica; andlise a posteriori e
validagdo. Durante as andlises preliminares, dentro de um quadro tedrico, o objeto €&
submetido a uma andlise para serem feitas inferéncias, tais como ‘“levantar constatacdes
empiricas, destacar concep¢des dos sujeitos envolvidos e compreender as condi¢des da
realidade sobre a qual a experiéncia serd realizada.” (PAIS, 2002, p.101). A andlise a priori
sobre o conjunto das varidveis tem por objetivo determinar quais sdo aquelas escolhidas ‘“e
sobre as quais se torna possivel exercer algum tipo de controle, relacionando o conteddo
estudado com as atividades que os alunos podem desenvolver para a apreensdo dos conceitos
em questdo.” (idem, p. 102) Dessa andlise também se definird como serd feito o registro das

Seqiiéncia Diddtica. A terceira fase constitui-se efetivamente na parte experimental da
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pesquisa e corresponde a aplicagcdo da Seqiiéncia Didética. Uma Seqii€éncia Didética equivale
a um certo nimero de aulas planejadas e analisadas previamente com o objetivo de se
observar situagdes de aprendizagem envolvendo os conceitos previstos na pesquisa didatica.
Algumas pesquisas exigem a observacdo direta dos alunos em atividades, possibilitando a
obtencdo de um maior nimero de informagdes que podem ser filmadas, gravadas ou apenas
descritas pelo pesquisador, ressaltando-se que as condicdes reais das atividades devem ser
registradas no relatério final da pesquisa. A aplicacdo da Seqiiéncia Didética pode ser
coordenada pelo professor que deve estar consciente dos objetivos da pesquisa. A dltima fase
da Engenharia Didatica é a andlise a posteriori do material recolhido e dos dados e a
avaliacdo. A andlise a posteriori as vezes exige a aplicagdo de outras técnicas tais como
questiondrios para complementar os dados obtidos. O importante é que se atinja a realidade da
producdo dos alunos, quando possivel, desvelando seus procedimentos de raciocinio. Para a
validacdo dos resultados faz-se uma “confrontagdo entre os dados obtidos na andlise a priori e
a posteriori, verificando as hipéteses feitas no inicio da pesquisa.” (idem, p. 103) Os
momentos das andlises a priori e a posteriori sdo considerados fundamentais, pois a
comparacao rigorosa entre eles permite a construcdo dos resultados da pesquisa.

Em nossa experimentacdo consideramos os elementos obtidos no capitulo 3 como
dados de uma andlise preliminar, pois estes dados subsidiam a experimentacdo. Na escolha
dos exercicios para a seqiiéncia diddtica consideramos, da Teoria de Situacdes de Brousseau
(1986), o conceito de situacdo didética (1.° e 2.° exercicios) e situacdo a-diddtica' (3.°
exercicio) ou pelo menos momentos a-didaticos. Na andlise a priori e a posteriori
identificamos as técnicas e tecnologias rotineiras para os alunos, bem como, com o apoio de
um software grafico, observarmos a possibilidade da existéncia de outros métodos de
resolucdo de Equagdes Algébricas no Ensino Médio. No estudo estamos interessados ao
primeiro momento do aluno no encontro com o novo método, a descoberta e formulacdo de

uma nova técnica de resolucdo de equacdes obtendo valores aproximados.

! Situago a-didatica é uma situagdo em que as condi¢des da mesma permitem uma evolugio pelo préprio aluno
para a aprendizagem de um novo saber, sem a intervengdo do professor.
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Capitulo 3: ESTUDO DA TRANSPOSICAO DIDATICA E DA
ORGANIZACAO MATEMATICA DO OBJETO EQUACOES ALGEBRICAS

Em nosso trabalho estamos interessados em dois grupos da noosfera: os mateméticos
que escrevem propondo tarefas e métodos de ensino (técnicas) em livros diddticos, e os

pesquisadores que estudam formas alternativas de abordagem e de tratamento do objeto.

Neste capitulo faremos um breve estudo historico sobre a Equacdes Algébricas. Em
seguida, estudaremos como estes conceitos estdo presentes enquanto objetos matemdticos
estudados na academia, isto €, enquanto savoir savant (saber sdbio). Também estudaremos
propostas feitas por alguns autores de obras e paradidaticos dirigidos a professores, sobre o
qué ensinar de Equagdes Algébricas e de que maneira. Finalizaremos com o estudo de livros

didéticos identificando como € a organizacdo matemdtica do objeto Equagdes Algébricas

nestes livros.
3.1 Elementos Historicos sobre as Equacoes Algébricas

Nesta secdo apresentamos um estudo sobre o surgimento e a evolugcao do conceito de
Equagdes Algébricas do ponto de vista histdrico, reiterando nossa concepg¢do de que cultura e

ciéncia evoluem com a humanidade.

Um dos mais antigos documentos matematicos que chegou aos dias atuais é um papiro
egipcio com cerca de 0,30 m de altura e 5 m de comprimento, copiado pelo escriba Ahmes
por volta de 1650 a.C. e por isso chamado Papiro Ahmes ou Papiro de Rhind em homenagem
ao escoc€s Henry Rhind que o comprou em 1858. Muitos problemas de Ahmes relacionam-se
com objetos concretos como paes e cervejas. Outros problemas equivalem a solucionar
equagoes lineares da forma x + ax = b ou x + ax + bx = ¢. A incdgnita x € chamada de "aha".
Exemplificamos com o problema 24 apresentado em Boyer (1998, p.11) em que se pede o

valor de aha sendo que aha mais um sétimo de aha € igual a 19. Em notacdo moderna o
. . X RN . -
problema seria escrito como X + P =19. A solucio ¢ feita pelo método da falsa posi¢do. Esse

método consiste em atribuir um valor provavelmente falso para aha (a incognita); se, fazendo
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a verificagdo, o problema ndo estiver solucionado, esse valor é alterado por meio de uma

proporcdo. (MAINVILLE JR, 1992, p. 103).

Do periodo por volta de 1800-1600 a.C. ha registros do interesse por equagdes cubicas
na antiga civilizacdo babildnica. Os babildnios usavam uma tabela de valores de n’ + n?, para
valores inteiros de n, que possibilitava a resolu¢do de equacdes como, por exemplo,
2x° + 3x* = 540 (HOOD, 1992, p.- 46). Em outros textos hd registros de duas equacdes
lineares simultaneas a duas incdgnitas. Os babildnios notabilizaram-se ainda por apresentar
solucdes para equacdes quadraticas com trés termos. Essas equacdes eram classificadas em
trés tipos: 1) x>+ px = q; 1i) x> = px + q; 1ii) x> + q = px (p e q sdo positivos). Eram
numerosos os problemas em que se pedia para achar dois niimeros conhecidos o seu produto
e/ou sua soma ou diferenga. Tais problemas recaiam na equagdo do terceiro tipo. Para
solucionar a equagdo quadritica ax” + bx = c, reduziam-na a forma y*> + by = ac pela
substituicdo y = ax, e usavam um método conhecido como complemento do quadrado. Nas
tdbulas de argila mesopotamicas sdo encontrados somente casos especificos, sem formulagdes
gerais. Nos livros didédticos a féormula resolutiva para a equacdo quadratica, ou de segundo
grau, ¢ atribuida ao matemdtico hindu Bhaskara (1114 a cerca de 1185). Os babilonios
atingiram um nivel de abstracdo tdo grande que equacgdes como ax'+bx’=ceax’+bx'=c¢
eram consideradas equagdes quadraticas disfarcadas. Tanto a dlgebra do Egito quanto a da
Babilonia eram retdricas. A Matematica pré-helénica era utilitdria, por isso € dificil explicar o
que impulsionou a &lgebra babildonica na resolugdo de problemas que supostamente nao

estavam relacionados a vida real na Babilonia. (BOYER, 1998, p. 23).

A lideranca intelectual das civilizagdes egipcia e babilonia cedeu lugar a civilizagdao
grega. As origens da matemadtica grega concentram-se nas escolas jOnia e pitagdrica cujos
principais representantes foram Tales de Mileto ( 624-548 a.C, aproximadamente) e Pitdgoras
de Samos (580-600 a.C, aproximadamente). Tales e Pitdgoras foram adquirir informacgao
sobre astronomia e matemadtica nos antigos centros de conhecimentos, o Egito e a
Mesopotamia. O simbolo da escola pitagdrica € a estrela de cinco pontas obtidas tragando-se
as cinco diagonais de um pentidgono regular. Comecando-se com um pentidgono regular
ABCDE e tracando-se as cinco diagonais, estas se cruzam nos pontos A'B'C'D'E' que formam
outro pentdgono regular. Cada um desses pontos A', B', C', D' e E' divide uma diagonal em
dois segmentos de reta tais que a razdo da medida da diagonal toda para a medida do maior
segmento é igual A razio da medida do maior segmento para a medida do menor. E a

conhecida "sec¢@o durea" de um segmento. Em notacdo atual, chamando de a a medida da
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. . . a X . - ..
diagonal e de x a medida do maior segmento temos — = . Isso leva a equacdo quadrética
X a-—-x

2 2 . . . . i A . L, L, . -
X~ =a” — ax, uma equacao do primeiro tipo dos babilonios. Porém, se a € nimero racional nao

. . 5-1 .
ha solucdo racional. A solucdo algébrica dessa equacdo resulta em — e faz surgir a

seguinte controvérsia: a revelacao de grandezas incomensuraveis (niimeros irracionais — grifo

nosso) deu-se pela sec¢do durea ou pela aplicacdo do teorema de Pitdgoras ao tridngulo

retangulo isdsceles (onde se encontra NG )? Acredita-se que os pitagdricos tenham usado um
método geométrico semelhante ao apresentado em "Os Elementos" (cerca de 300 a.C.) de
Euclides de Alexandria. Assim, com os gregos, a "dlgebra aritmética" foi substituida pela
"algebra geométrica". Os antigos problemas, em que conhecida a soma e o produto das
medidas de dois lados de um retangulo pediam-se as dimensdes, foram resolvidos de forma
diferente pelos gregos que usaram um método conhecido como "a aplicacdo de areas". Os
gregos evitavam razdes e por isso a equacdo ax = bc era considerada como uma igualdade
entre areas. A identidade (a+b)2 = a’ + 2ab + b2, por exemplo, era concebida como uma
igualdade entre dreas: um quadrado de lado de medida a e outro de lado de medida b e dois
retangulos de dimensdes a e b equivalem a um quadrado de lado a + b. Em "Sobre a esfera e o
cilindro" de Arquimedes de Siracusa (cerca de 287 a.C. a 217 a.C.), o maior matemético de
toda antiguidade, hd um interessante problema solucionado com a dlgebra geométrica dos
gregos. O autor mostra como cortar a esfera dada de modo que os volumes dos dois

segmentos estejam em uma razido dada. Em notagdo moderna teriamos a equagao

4> _(a=x)(m+n)

X2 am

onde m:n € a razdo dos segmentos. A solu¢do dessa equacgdo cubica foi obtida por meio de

intersecgoes de conicas.

Com a invasdo romana a matemadtica grega entrou em decadéncia. Os romanos
mostraram pouca inclinacao para a l6gica e para a investigacdo especulativa. Porém, entre 250
d.C. e 350 d.C. encontra-se o maior algebrista grego: Diofante de Alexandria. Pouco se sabe
sobre sua vida, mas na "Anthologia palatina”, obra que reunia inimeros problemas e cerca de

seis mil epigramas, encontra-se o seguinte enigma para se descobrir sua idade:
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Deus lhe deu um sexto da vida como infante; um duodécimo mais como jovem, de
barba abundante; e ainda uma sétima parte antes do casamento; em cinco anos nasce-
lhe vigoroso rebento. Lastima! O filho do mestre e sdbio do mundo se vai. Morreu
quando da metade da idade final do pai. Quatro anos mais de estudos consolam-no do
pesar; para entdo, deixando a terra, também ele alivio encontrar."

(BAUMGART, 1992, p. 9)

Em notacdo moderna, sendo x a idade de Diofante, o problema seria equacionado
como

x= o+ 4254244
6 12 7 2

z

Diofante é algumas vezes chamado de pai da dlgebra embora sua principal obra
"Arithmetica" ndo tenha formado a base da dlgebra elementar moderna. A obra é dedicada em
grande parte a resolugdo exata de equagdes indeterminadas — duas ou mais equacgdes em
varias varidveis que tém uma infinidade de solucdes racionais; essas equagdes passaram a
chamar-se diofantinas. A "Arithmetica" constitui-se de uma colecdo de cerca de 150
problemas, todos estudados em termos de exemplos numéricos especificos, embora
pretendendo conseguir generalidade no método. No caso de haver duas raizes positivas na
resolucdo de equagdes quadraticas, Diofante dava apenas a maior e ndo considerava raizes
negativas. (BOYER, 1996, p. 123). Entre os problemas encontram-se equagdes como
xX*=1+ 3Oy2, exemplo da chamada "equacgdo de Pell" =1+ py2 resolvida por Bhaskara. A
"Arithmetica" de Diofante € considerada um florescimento da dlgebra babil6nica. Conforme
Boyer (1996) tal consideragdo € injusta porque os nimeros de Diofante sdo abstratos ndo
envolvendo quantidades de grdos, por exemplo, relacionadas aos problemas reais dos
babilonios. E Diofante interessava-se somente por solucdes que fossem nimeros racionais
exatos enquanto os babildnios aceitavam aproximacdes de solugdes irracionais das equacoes.
Em uma simplificag@o a histéria da dlgebra pode ser dividida em trés estagios: i) o primitivo,
ou retdrico; ii) o intermedidrio, ou sincopado; iii) o simbdlico ou final. A "Arithmetica"

situar-se-ia no segundo estdgio.

Em 527, o romano Justiniano tornou-se imperador do Oriente. As escolas filoséficas
em Atenas foram fechadas e seus membros dispersos por representarem uma ameaga ao
cristianismo ortodoxo. Sdbios e filésofos refugiaram-se no Oriente. Do Oriente, pouco se sabe
sobre a matemdtica hindu antes do séculos IV ou V. As primitivas nog¢des geométricas
formaram um conjunto de conhecimentos conhecido como "Sulvasutras" ou '"regras de

cordas". Ap6s o periodo dos "Sulvasutras" seguiu-se o periodo dos "Siddhantas", ou sistemas
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de astronomia. Acredita-se que durante o século VI foi escrita a obra "Aryabhatiya" por
Aryabhata que compilou resultados de vérios matematicos hindus anteriores. Cerca de um
século mais tarde (em 628), na India viveu Brahmagupta autor da obra "Brahmasphuta
Siddanta". Segundo Boyer (1998, p. 151) aparentemente Brahmagupta foi o primeiro a dar
uma solucdo geral da equacdo linear diofantina ax + by = ¢, onde a, b e ¢ sdo inteiros. Ele
também sugeriu a equagdo quadratica xX*=1+ py2 que erradamente leva o nome de John Pell,
e que foi resolvida por Bhaskara. Este € considerado o mais importante matematico do século
XII tanto por resolver a equacdo de Pell, proposta antes por Brahmagupta, quanto por ser o
primeiro a considerar a divisdo por zero. Suas obras "Lilavati" e "Vija-Ganita" contém

inimeros problemas sobre equacdes lineares e quadraticas.

A India, assim como a Pérsia, a Mesopotamia, norte da Africa e Espanha, foi
conquistada pelos drabes com o advento do islamismo. Em 766 uma obra astrondmico-
matemética (um "Siddhanta") foi levada da India para Bagdd e em 775 foi traduzido para o
arabe; cerca de cinco anos depois a obra grega "Tetrabiblos" de Ptolomeu também foi
traduzida. Esses fatos mostram com que avidez os drabes absorveram a cultura de seus
vizinhos. Do periodo ardbico destaca-se o matemdtico al-Khowarismi porque seus livros
foram posteriormente traduzidos para o latim em cerca de 1200 influenciando fortemente a
matemadtica européia. (BAUMGART, 1992, p. 11). A palavra aritmética deriva diretamente
do grego arithmos que quer dizer nimero enquanto a palavra dlgebra ndo tem uma traducdo
fiel. Algebra é uma variacdo latina de al-jabr encontrada no titulo Hisab al-jabr w’al-
mugqabalah, livro arabe escrito em cerca de 825 por Mohammed ibn-Musa al-Khowarismi.
Este expressou no prefacio do livro que os profetas Maomé e al-Mamum o tinham motivado a
"compor uma breve obra sobre cdlculos por (regras de) complementacdo e reducio,
restringindo-a ao que é mais facil e util essa aritmética”" (BOYER, 1998, p. 156) com a
finalidade de ajudar os homens em suas necessidades no comércio, em casos de herangas, em

parti¢Oes, em atividades de medir terras ou escavar canais.

Nao se conhece bem o significado dos termos al-jabr e mugabalah, mas presume-se
que o primeiro equivale a “restauracdo” ou ‘“‘complementacdo” e o segundo corresponda a
“reducao” ou “equilibrio”, referindo-se a transposi¢ao de termos subtraidos para o outro lado
da equacdo e ao cancelamento de termos semelhantes em lados opostos da equacao. Baumgart
(1992) sugere que a melhor traducdo do titulo do livro de al-Khowarismi poderia ser “a
ciéncia das equagdes”. A obra, que € considerada um elo de ligacdo entre a matematica hindu,

com sinais da matemadtica grega, e a Europa, tratava essencialmente da resolucio de equagdes
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de 1.° e 2.° graus, da maneira de se efetuar algumas operagdes e de se resolver certos
problemas. Caraca (1970, p. 156) chama a atenc¢do para o fato das idéias da matemdtica grega
terem sido transmitidas a Europa ndo pelos romanos, que seria o caminho normal, mas pelos

4rabes, passando pela India e completa:

Mas é sempre assim; a Cultura e a Ciéncia, produtos humanos, acompanham os
homens e forjam-se nas suas lutas, nas suas marchas inquietas para fugir ao
sofrimento e buscar uma vida melhor.

A tradugio latina de "Algebra" de al-Khowarismi traz trés tipos de equacdes formadas
com trés espécies de quantidades: raizes, quadrados e nimeros (x, x> e nimeros). Os seis
casos de equagdes lineares e quadraticas que tém uma raiz positiva sdo apresentados nos seis
capitulos da obra. Em nota¢dao moderna expressariamos os exemplos: 1) X2 = 5x; i) quadrado
= nUmero; 1iii) raiz = ndmero; iv) x + 10x = 39; v) x>+ 21 = 10x; vi) 3x +4 = X A
exposicao de al-Khowarismi era tdo sistematica que mereceu ser chamado o pai da dlgebra. A
"Algebra" era um dos melhores textos de dlgebra da época e a melhor exposicio elementar até
os tempos modernos, porém necessitava substituir a forma retdrica por uma notacdo simbdlica
(BOYER, 1998, p. 160). A matemaética drabe nao se resumiu ao trabalho de al-Khowarismi.
Os drabes também contribuiram com generalizagdes para a geometria que vinha da Grécia.
Nesse sentido destacou-se Omar Khayyam (cerca de 1050-1122) que escreveu uma "Algebra"
que avancava em relacdo a al-Khowarismi tratando de equacdes cubicas gerais. Omar
Khayyam dava tanto solucdes aritméticas quanto geométricas as equagdes quadraticas. Para
as equagdes cubicas acreditava que nao havia solugdes aritméticas e apresentava apenas
resolucdes geométricas usando coOnicas (elipse, hipérbole e pardbola) que se cortam. Em
enunciado moderno a resolucio consistiria no seguinte. Seja a equagdo cubica x> + ax” + b’x
+ ¢ = 0. Se for substituido x* por 2py obtém-se 2pxy + 2apy + b’x + ¢® = 0. Esta equacio
representa uma hipérbole e x* = 2py, uma pardbola; ao tracar as curvas cOnicas sobre um
mesmo conjunto de eixos e coordenadas, as abscissas dos pontos de intersec¢cdo serdo as
raizes da equagcdo. Nem todas as raizes de uma equacdo cubica eram obtidas, pois ele ndo
aceitava as raizes negativas. Como o espaco nao possui mais que trés dimensdes, Omar
Khayyam nao imaginava métodos geométricos semelhantes para equacdes de grau maior que

trés.

No inicio do século XII os europeus latinos superaram a barreira com a cultura drabe
fazendo uma série de tradugdes. "Os Elementos" de Euclides foi uma das primeiras obras

matematicas cldssicas a serem traduzidas do drabe para o latim pelo inglés Adelard de Bath.
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Em Toledo, na Espanha, grande parte da populagdo falava o drabe o que facilitava a tradugdo
por isso havia muitos homens nessa atividade. No século XIII alguns matematicos europeus
ajudaram a popularizar os numerais indo-ardbicos. Um deles foi o comerciante italiano
Leonardo de Pisa (cerca de 1180-1250) também conhecido como Fibonacci. No livro "Liber

abaci", escrito em 1202, Fibonacci apresenta a equacdo ctibica X +2x°+10x=20¢ prova a

impossibilidade da existéncia de raiz racional e de irracional da forma a + \/B , OU seja, ndo se
podia achar solugdo exata por meios algébricos. Nao se sabe como Fibonacci apresentou a

raiz positiva mas supde-se que tenha aprendido o método de Horner com os arabes.

Nos séculos seguintes a Fibonacci a dlgebra desenvolveu-se pouco na Europa. Alguns
historiadores consideram que apds o "Liber abaci" a obra mais significativa tenha sido a
"Summa de arithmetica, geometrica, proportioni e proportionalita", em 1494, de Luca Pacioli,
ou Luca di Borgo, (1445-1514). A "Summa" é uma compilagdo de material de aritmética,
algebra, geometria euclidiana e contabilidade representando o conhecimento geral da época e
obras nao publicadas do autor. Pacioli julgava, como Omar Khayyam, que equacdes cubicas
também ndo podiam ser resolvidas algebricamente. Na primeira metade do século XVI
surgiram algumas 4lgebras alemas e entre elas a mais importante foi a "Arithmetica integra"
(1544) de Michael Stifel (cerca de 1487-1567). Embora em 1545 ja estivesse superada a
"Arithmetica integra" constituia um tratamento completo da dlgebra tal como era conhecida
até o ano da sua publicacdo. (BOYER, 1998, p. 193). Stifel deu muitos problemas levando a
equacgdes quadriticas mas nenhum que levasse a equagdes ctibicas mistas pois ndo sabia mais
que Pacioli ou Omar Khayyam. Na Itdlia, entre 1515 e 1545 voltaram a surgir muitos
algebristas, época em que publicaram muitos livros. No entanto preferiam usar seus
conhecimentos em competi¢des publicas desafiando-se uns aos outros na resolucdo de
problemas. Scipione del Ferro (cerca de 1465-1526) descobriu o método da resolugdo da

equacgdo cubica X

+ px = q (cubos e raizes igualados a um nudmero) em 1515 mas ndo
difundiu seu trabalho. Niccolo Fontana, ou NiccoloTartaglia (cerca de 1500-1557), resolveu
essa mesma equagdo ciibica e ainda x° + px” = q (cubos e quadrados igualados a um ndimero).
Tartaglia disputou e venceu uma competicio matemadtica contra Antonio Maria Fior, um
discipulo de del Ferro. Na época as equagdes ctibicas ndo eram todas da mesma forma e havia
tantos tipos quantas as possibilidades de coeficientes positivos e negativos. O médico,
matematico, estudioso e controverso Girolamo (ou Ger6nimo) Cardano (1501-1576)

aproximou-se de Tartaglia e, prometendo guardar segredo, conseguiu que este lhe fornecesse

a solucdo para a equacdo cubica. Tartaglia, sem indicacdo de demonstracdo, apresentou a
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solucdo em forma de versos. Depois disso, Cardano aperfeicoou o método e publicou a
solucdo completa de todas as variedades de equagdes cubicas para raizes positivas na obra
"Ars magna" em 1545. (BOYER, 1998, p. 193-195; SLOYEN, 1992, p. 80). O ano de 1545
freqiientemente é considerado como marco do inicio do periodo da matemdatica moderna.
Cardano usava pouca sincopagdo, sendo considerado um discipulo de al-Khowarizmi, e
pensava nas equagdes com coeficientes numéricos especificos como representantes de
categorias gerais. Para a equacdo x° + px + q = 0, Cardano conclui na sua obra uma

formulacdo verbal equivalente a

SR OROIRS S ORC

Tartaglia, descontente com a quebra da promessa de Cardano publica os "Quesiti e

Inventioni Diverse" em 1546 onde o ataca.

A férmula de Tartaglia-Cardano aplica-se a equacdo cubica geral como encontramos

em Lima (1987).
Seja ax’ +bx’+cx+d=0. A equagdo equivale a

b c d
X3 +—x2+Zx+-=0.
a a a

Desse modo basta considerar equacdes em que o coeficiente de X é igual a 1.
Admitindo-se agora a equagao

X +ax’+bx+c=0

T a
fazendo-se a substituicdo x =y 3 temos

que € uma equacdo desprovida de termo do segundo grau. Isto significa que € suficiente

estudar as equacoes cubicas da forma

x3+px+q=0.



35

Para a sua solucao, fazendo x = u + v e substituindo temos
(u+v)3+p(u+v)+q:0
u3+V3+(3uV+p)(u+V)+q=O

Se forem obtidos nimeros u e v tais que

3

v+vi=—qe uv:—g = uvi= -2

27
entdo x = u + v serd solucdo da equacdo ctibica x” + px + @ = 0. Sendo u’ e v° dois nimeros

3
cuja soma € — q e cujo produto é — 123—7, entdo u’ e v’ sdo raizes da equagdo quadratica

3

2 p
W 4+ qQWw —— =
q 27

cujas solucdes, facilmente obtidas, sao

R R RV R RGN

Portanto,

e KN OO ER ORE]

¢ uma raiz da equagao X+ px+q=0.

Chama a atencdo o fato de a férmula resolutiva da equagdo quadrética,

2
-btvVb" -4 o )
X = 5 ac , exibir as duas raizes da equacdo enquanto que a de Tartaglia-Cardano
a

indica somente uma. (GARBI, 1997, p. 35; 37).

Para a equacao X’ = 15x + 4 (p =—- 15 e q = - 4) aplicando a férmula, encontra-se

x:%/2+\/—121 +%/2—\/—121. Embora Cardano soubesse que x = 4 é uma raiz, nao

entendia o significado das raizes quadradas de nimeros negativos e referia-se a elas como
"sofisticas". Também deparou-se com as sofisticas no problema que consistia em dividir 10
em duas partes tais que o produto fosse igual a 40. Na "Ars magna" Cardano apresentou a

resolucdo de equagdes qudrticas descoberta por seu secretario, Ludovico (ou Luigi) Ferrari
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(1522-1565). A Cardano foi proposto o seguinte problema: "dividir 10 em trés partes
formando uma propor¢do e tais que a primeira parte multiplicada pela segunda dé 6 como
produto." Nao conseguindo a resolucdo, Cardano o propde a Ferrari. Em notagdo atual, o

problema consiste em encontrar trés nimeros u, v € w, tais que

Isso equivale a resolver a equacdo qudrtica x* + 6x” + 36 = 60x. A equacdo quértica
geral ax’ + bx’ + cx” + dx + e = 0 pode ser associada a equacdo y* + py” + qy + r = 0 fazendo

X =y + m e anulando o termo em y . A resolucdo de Ferrari é recuperada em Mahammed
(1995).

Para resolver a equagdo
4 2
X +px"+gx+r=0 (D
considera-se que para todo nimero real ¢ temos
(x2 +p+ t)2 - (x4 + pxz) =(p+ 20x° + p2 + 2pt + t 2)

Ferrari estabeleceu essa relacdo usando um Unico argumento geométrico em seu
método para examinar a drea do quadrado AD = DE = x>+ p + t, onde AB=x* BC=pe

CD=t.

E
tx> tp |
px? p? pt

x* px* | tx?

A B c D

Fig. 1. Resolu¢do geométrica
Segue:

()(2+p+t)2—()(4+p)(2+qx+r):(p+2t))(2—q)(+p2—r+2pt+t2 3)
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Se x é uma raiz de (1), o segundo membro da equacao anterior deve ser um quadrado e
portanto deve admitir x como raiz dupla (discriminante nulo).
2 2 2y —
q-4.p+20.(p " —r+2pt+t)=0
8t° + 20pt® + 8(2p” — )t + 4p° —4pr—q° =0 (4)

Esta ¢ uma equacdo cubica em 7, que o método de Tartaglia-Cardano permite resolver.

Tal equacdo é chamada "uma resolvente" de (1). Seja tp uma raiz dessa resolvente, ela vem de

3),

2
2 2 4 2 q
X +p+ty) —X +px " +gx+1)=(p+2ty).| xX——
(X"+p+1t) —(X +px"+qx+1)=(p o)[ 2(p+2t0)}
2
CHp+te)—(p+2to). | x—— | =x*+px’+qx+r>
2(p+2tg)

Por conseqiiéncia, as raizes de (1) sdo as raizes de duas equagdes quadraticas

2 YN q
X"+ +2tg X+p+tg— ———=0 e
Y T

2 q
X = Ap+2tg X+p+tg+ ————— =0
P 0 P 21/p+2t0

Conforme Boyer (1998, p. 197), € possivel que a resolucdo das equacdes cubicas e
quérticas tenha sido a maior contribuicdo a dlgebra desde que os babilonios aprenderam a
completar o quadrado para equacdes quadriticas. A resolucdo dessas equagdes nao foi
motivada por consideragdes praticas. Era de se esperar que os estudos fossem generalizados
na resolucdo da equacdo quintica e de equacdes de qualquer grau. Por isso a importincia das
descobertas publicadas na "Ars magna" de Cardano deve-se ao impulso dado a pesquisa em
algebra. Um resultado imediato da resolucdo das equagdes cubicas foi a primeira observacao
significativa de um novo conjunto de nimeros, os irracionais. Outra conseqiiéncia, como
dissemos, foi que a formula de Tartaglia-Cardano levava a raizes quadradas de nimeros
negativos. Outro algebrista italiano, Rafael Bombelli (cerca de 1526-1573), ao considerar a

equacgao x> = 15x + 4, de solucdo conhecida igual a 4, embora pela formula se

obtivesse X = %/2 ++/—121 +%/ 2—4/—121, notou que os dois radicandos das raizes ctbicas

diferem apenas por um sinal. Com um raciocinio engenhoso, Bombelli concluiu que se a

2 Na tradu¢do, o segundo membro consta como zero.
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soma das partes reais € 4, a parte real de cada radical obtido pela férmula € igual a 2; e se um
ndmero da forma 2 + b+/—1 deve ser uma raiz cibica de 2 + 11+—1, entdo b deve ser 1, e

assim, x =2 + 14/—1 + 2 — 14/—1 = 4. Essa observacdo de Bombelli ndo ajudou muito na

resolucao de cubicas porque era preciso saber antecipadamente o valor de uma das raizes.

No inicio da segunda metade do século XVI, na Europa Ocidental, a dlgebra 4rabe
estava dominada e fora aperfeicoada pela resolucdo das equagdes cuibicas, quarticas e por um
uso parcial de simbolismo. No entanto a dlgebra durante o tempo dos drabes e o comec¢o do
periodo moderno tratava mais de casos particulares; as resolucdes de equagdes consistiam em
"solucdes manipulativas" e a preocupacao era encontrar a "coisa" (incégnita) em equagdes de
coeficientes especificos (BAUMGART, 1992, p. 14; BOYER, 1998, p. 208). A figura mais
importante no desenvolvimento da matemadtica durante a transicdo da Renascenca para o
mundo moderno foi o francé€s Francgois Viete (em latim, Franciscus Vieta, 1540-1603). Seu
principal mérito foi ter possibilitado o progresso do simbolismo algébrico. No livro "In artem
analyticam isagoge", adotou a utilizag¢do de letras latinas na resolucao de problemas. Na obra
expoe o desenvolvimento algébrico para resolver um problema. Deve-se comecar pela ado¢do
de um sistema de notagdes proprio considerando todas as grandezas envolvidas e as relagdes
entre elas; a seguir deve-se estudar as equagdes obtidas; por ultimo € necessario resolver,
aritmeticamente ou geometricamente, essas equacodes. Viete introduziu o uso de uma vogal
para representar algebricamente uma quantidade desconhecida e uma consoante para uma
grandeza conhecida. Com relacdo as equagdes algébricas, Victe fazia substituicdes de
incognitas de modo a obter resolucdes mais faceis. Com seus conhecimentos de trigonometria
percebeu que esta poderia auxiliar na resolucao de equagdes. Isso ocorreu quando observou
que o problema de trisseccdo do angulo levava a uma equacdo cubica. Para a equacdo
X 4+ px + q = 0 apresentou a férmula cos30. = 4cos o — 3coso fazendo a substituicdo
x = kcoso.. Observou ainda que se x° + q = px (p>0, ¢>0) tem duas raizes positivas x; e X,

entdo havia uma relacdo entre as raizes e os coeficientes tal que
X12 + XXy + X22 =p
X12X2 + X1X22 =q.
Viete chegou a afirmar que a equagao

X3—(u+V+W)X2+(UV+VW+UW)X—HVW:0
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tem trés raizes, u, v, w. Tal descoberta perde um pouco de valor porque Viete considerava
apenas coeficientes e raizes positivas. Com isso, Viete aproximou-se da teoria das funcdes
simétricas das raizes na teoria das equacdes. Denomina-se funcdo simétrica de duas ou mais
varidveis a fun¢do que ndo € afetada quando permutam-se duas quaisquer das varidveis. Um
exemplo envolvendo uma equacdo algébrica pode ser descrito a seguir. Considerando a

equacdo cubica
3 2
X +Cix"+Cx+C3=0
de raizes r; , 1> € r3 temos
ri+rmn+r3=-— Cl; Tirp + 1113 + 113 = Cz; rnpr =— C3.
Os coeficientes da equacdo cubica sdo funcdes simétricas das raizes ry, 12, 13.

Na obra "De numerosa potestatum ad exegesiam resolutione de 1600, Viete usou um
método para resolu¢do aproximada de equagdo (método de aproximacdes sucessivas),
conhecido hd muito antes na China e praticamente é o que hoje chama-se método de Ruffini-

Horner. Para resolver a equacdo quadratica
x” + 7x = 60750 (1)

Viete considerou como uma primeira aproximagdo xo = 200 e portanto x = 200 + x;.

Substituindo em (1) tem-se
X% + 407x; = 19350. )

Considerando como solugdo positiva aproximada da equacdo (2) o valor x, = 40 entdo

X1 =40 + x3 que substituindo em (2) resulta em
X3 + 487x3 = 1470

cuja solugdo positiva € x3 = 3. Logo, x; =40 + x3 =43; e x = 200 + x; = 243 € a solugdo da

equacdo inicial (BOYER, 1998, p. 207-211; MAHAMMED, 1995; WOLFE, 1992, p. 92).

Coube a Albert Girard (1590-1633), que admitia a existéncia de raizes negativas e
imagindrias, enunciar as relacdes entre raizes e coeficientes em 1629, no Teorema II na obra

"Invention nouvelle en 1'algebre” (Invengdo nova em édlgebra).

Todas as equagdes [algébricas] tém tantas solucdes quanto o indica [o expoente] da
grandeza maior, salvo as equacgdes incompletas; e o primeiro agrupamento das
solugdes € igual ao coeficiente do primeiro composto, seu segundo agrupamento ao do
segundo composto, seu terceiro ao terceiro composto e assim sucessivamente até o
dltimo agrupamento que € igual ao seu fechamento e isto levando em conta os sinais
que podem ser observados em ordem alternada. (MAHAMMED, 1995).
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O que Girard chama de primeiro agrupamento de nimeros € a soma destes; segundo
agrupamento corresponde a soma dos produtos desses numeros, dois a dois; terceiro
agrupamento, a soma dos produtos dos nimeros, trés a trés e assim sucessivamente até o
ultimo agrupamento que € o produto de todos os nimeros. O termo de maior grau na equagao
de grau n é denominado de alta extremidade; o termo cujo grau € inferior de uma unidade do
grau da equacdo € chamado de primeiro composto e assim por diante; o termo de grau 0
(termo independente) Girard denomina de fechamento ou baixa extremidade. Essas relagdes
entre coeficientes e raizes sdo apresentadas nos livros didédticos de Ensino Médio como
Relacdes de Girard. Ao afirmar que as equagdes completas (aquelas em que todos os graus se
configurem) tém tantas solu¢des quanto indica o maior expoente dos termos (grau da
equagdo), Girard considera uma idéia de um importante teorema. O matemético alemao Peter
Roth em 1608 j4 tinha afirmado em sua "Arithmetica philosophica" que uma equacdo
polinomial de grau n tem n raizes. Essa idéia é conhecida como Teorema Fundamental da
Algebra que s6 foi demonstrado por Gauss anos mais tarde (BOYER, 1998, p. 209;
MAHAMMED, 1995; WOLFE, 1992, p. 92;93).

Do século XVII em diante a Matematica se desenvolveu mais em termos de logica
interna do que sob a acdo de forcas econOmicas, sociais ou tecnoldgicas. Desse periodo
merece destaque René Descartes (1596 — 1650). Considerado o pai da filosofia moderna, em
sua obra "Discours de la méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les
sciences" (Discurso sobre o método para raciocinar bem e procurar a verdade nas ciéncias) de
1637 ele anunciou seu programa de pesquisa filoso6fica. Um dos trés apéndices do "Discours
de la méthode" ¢ "La géométrie". Esta pode ser entendida como a tradu¢do de operacdes
algébricas em linguagem geométrica. Em "La géométrie" a dlgebra simbdlica formal ¢é
apresentada em seu auge e ainda, o autor mostra que as cinco operagdes aritméticas
correspondem a construgdes simples com régua e compasso. Geometria cartesiana € sindnimo
de geometria analitica. "Todo problema de geometria pode facilmente ser reduzido a termos
tais que o conhecimento dos comprimentos de certos segmentos basta para a constru¢io"
afirmou Descartes. O seu objetivo era uma construcdo geométrica € nao necessariamente
reduzir a geometria a algebra. Seu método consiste em partir de um problema geométrico,
traduzi-lo em linguagem de equacdo algébrica e depois de simplificd-la a0 maximo, resolvé-la
geometricamente. Para isso deviam ser usados os meios simples de acordo com o grau da
equacgdo: retas e circunferéncias para equacdes quadraticas; sec¢des cOnicas para equagdes

cubicas e quarticas. Esse conhecimento ele ja demonstrara quando, em uma carta a um amigo



41

em 1628, deu uma regra para a construcdo das raizes de qualquer equacdo cubica ou qudrtica
por meio de uma pardbola, método que Omar Khayyam fizera por volta de 1100. Para
resolver equacdes quadraticas utilizava métodos geométricos, como os gregos antigos (fig. 2).

Assim, por exemplo, para a equacdo z° = az + b’ deve-se tracar um segmento LM de

. . . a
comprimento b e em L traga-se um segmento LN, perpendicular a LM, de comprimento 5

. . a . a
Com centro em N constréi-se uma circunferéncia de raio 5 e traca-se a reta por M e N que

interceptard a circunferéncia em P e O. Desse modo, z = OM € o segmento desejado.

(BOYER, 1998, p. 229; 233).

L M

Fig. 2. Resolugdo geométrica

Gracas a sua geometria analitica Descartes pode seguir além de onde os gregos tinham
alcancado. Os matemaéticos gregos discriminavam as curvas construtiveis somente com régua
e compasso e as que necessitavam de outros instrumentos na construcdo. Descartes
desenvolveu a idéia de que era necessario simplificar uma curva ao invés de simplificar sua
constru¢do. Para esclarecer esta no¢do de linha mais simples abordou a natureza das equacoes.
No livro III da "La géométrie" explica como se pode diminuir o grau de uma equacao quando
se conhece uma de suas raizes reais. "A soma de uma equagao que contém varias raizes, pode
sempre ser dividida por um bindmio composto pela quantidade incdgnita menos o valor de
uma das raizes verdadeiras [positivas], ou mais o valor de uma das falsas [negativas]." Dessa
forma, dado um polindmio P de R, se P(a) = 0, entdo P € divisivel por x — a. Na segunda parte
do livro III, Descartes ocupa-se com o estudo da reducao de equagdes quando o problema que
as originou é um problema plano, ou seja, € solivel por construcao com régua e compasso. Ao
buscar um critério de construtibilidade das raizes (reais) de uma equacgdo ctibica por meio de

régua e compasso, conclui que a equacao de terceiro grau deve ser divisivel por um bindmio
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de primeiro grau (reducdo da resolucdo de uma equacdo cubica para a resolu¢do de uma

equacgdo quadratica). Desse modo considera a equagao
yo -8y~ 12y* - 64 =0

que é do terceiro grau em y°. Ele pesquisa as eventuais raizes racionais e experimenta os
.. . . 2 L, 4. . . .
divisores 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 do dltimo termo 64. Assim, y~ — 16 € divisor do primeiro

membro da equacio e
yo = 8y* — 12y* — 64 = (y* — 16).(y" + 8y* + 4)

Descartes mostra explicitamente a maneira de efetuar a divisdo de y° — 8y* — 12y* — 64
por y2 — 16. Do ponto de vista algébrico, ndo aprofundou a questao da decomposi¢do de um
polindmio em fatores irredutiveis e ignorou o problema da pesquisa de um critério de
resolubilidade algébrica de uma equacdo por extracao de radicais. Descartes interessa-se pela
determinacdo do nimero de raizes reais positivas ou negativas que uma equacdo pode ter e
enuncia, sem demonstracdo, a seguinte regra denominada mais tarde de Regra dos sinais de
Descartes: "Em cada equacdo, pode-se ter tantas raizes verdadeiras quantas forem as vezes
que se encontra mudanca dos sinais + e —, e tantas as falsas quantas as vezes que se encontra

dois sinais +, ou dois sinais — que se seguem um ao outro."
Isto significa que dada a equacgdo geral
aX" +ax" + .. +ax+2a,=0

onde a; € IR (0 £i < n), o nimero de raizes positivas € igual, ou difere de um ndmero par, ao

nimero de varia¢Oes de sinal que a seqiiéncia formada por seus coeficientes
ap, A1 5 ... 5 An-1 5 dn

apresenta. (MAHAMMED, 1995). Assim, se considerarmos a equacdo x> + 0x” + x + 1 = 0
correspondente ao exercicio 3 da Seqiiéncia Didatica da experimentacdo, ndo hd mudanca de
sinal, logo, ndo h4 raizes positivas; o sinal + se mantém trés vezes, portanto sdo trés ou uma
raiz real negativa. E interessante ressaltar que a Descartes devem-se os termos "real" e

"imaginario" para os nimeros complexos.

Em meados do século XVII nasceu na Inglaterra aquele que consensualmente é
considerado um dos maiores génios da ciéncia: Isaac Newton (1642-1727). Antes de
completar 25 anos Newton havia feito quatro de suas principais descobertas: o teorema
binomial; o célculo; a lei da gravitacdo; a natureza das cores. Para a teoria das equacdes

algébricas Newton contribuiu com métodos algébricos aproximados para encontrar raizes
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reais, com um método nao algébrico (conhecido como método de Newton) e um conjunto de
critérios numéricos para a pesquisa de raizes como a determinacdo de ndmeros chamados

cotas inferiores e cotas superiores.

Newton adotou um método algébrico para o cdlculo aproximado de raizes, ilustrado
em Garbi (1997, p.84-85), a partir de uma equacgdo que ele proprio resolvera. Considerando a
equagao
X —2x-5=0
por inspecdo verifica-se que uma das raizes estd situada entre 2 e 3 (Teorema de Bolzano)

(grifo nosso). Fazendo x =2 + x; com 0 < X; < 1 substitui-se na equacao
Q2+x1)-2.24+x%x)-5=0
X1° +6x°+10x;—1=0

Os valores x13 € 6)(12 sdo pequenos em relagdo a 10x; pois x; < 1; considera-se que
10x; — 1 € aproximadamente zero e portanto x; é aproximadamente 0,1. Sendo assim x; = 0,1

+X,ex=2+X; =2,1 + X,. Substituindo X novamente temos
X2 +6,3%,” + 11,23x, + 0,061 = 0
e novamente desprezando as duas primeiras parcelas,

Xy = — (1)’102631 =—0,0054 e x =2 +0,1 —0,0054 + x5 = 2,0946 + xs.

O valor correto da raiz até a quarta casa decimal € 2,0945 de onde se percebe a boa

aproximacao obtida.

Os trés livros de Newton melhores conhecidos atualmente sao "Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica", "Methodus fluxionum et serierum infinitorum" e "Opticks", mas a
quarta obra "Arithmetica universalis" foi mais publicada que as outras trés no século XVIII. O
"Principia”, que chega a ser considerado o livro cientifico mais importante de todos os
tempos, foi o dltimo tratado a ser composto e o primeiro a ser publicado em 1687. Em o
"Método dos fluxos", escrito por volta de 1671, encontramos o método de Newton para a
solucdo aproximada de equacdes. Se a equagdo a ser resolvida € f(x) = 0, primeiro coloca-se a
raiz desejada no intervalo (a;; b;) em que nem a primeira nem a segunda derivada se anulam
ou deixam de existir. Entao, para um dos valores, por exemplo, x = aj, f(x) e f'(x) terdo o

mesmo sinal. O valor X = a, serd uma melhor aproximagao se
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aplicando-se iterativamente esse processo obtém-se uma aproximagao a, to precisa quanto se
queira. A importancia desse método € muito grande porque, em principio, aplica-se a qualquer
funcdo e ndo apenas as funcdes algébricas, embora somente as raizes reais sdo pesquisaveis.
O método foi simplificado por Raphson (1690) e continua sendo usado atualmente, as vezes
com o nome de método de Newton-Raphson. O livro "Opticks" inclui o tratado "Enumerativo
linearum tertii ordinis" escrito em cerca de 1676. Newton observou setenta e duas espécies de
equagdes cubicas e tracou uma curva de cada espécie usando sistematicamente de forma
inédita dois eixos e as coordenadas negativas sem hesitacdo. Entre as propriedades estdo o
fato de uma curva de terceiro grau ndo poder ter mais de trés assintotas e que todas as cubicas

sao projecdes de uma pardbola divergente
y? =ax’ + bx> +cx +d.

Em "Arithmetica universalis”, escrita entre 1673 e 1683, apresenta importantes
contribuicdes. Cardano sabia que a soma das raizes de

1

X"+ax" +...+ax+a,=0

€ — a;. Viete vislumbrou a teoria das fungdes simétricas e Girard avancou na descoberta das
relacOes entre coeficientes e raizes. Embora este conhecesse a soma dos quadrados, a soma
dos cubos e das quartas poténcias das raizes de uma equacgdo, foi Newton quem generalizou
isso para todas as poténcias. Na "Arithmetica universalis" hd ainda a generaliza¢do da regra
de sinais de Descartes para determinar o nimero de raizes imagindrias de um polindomio. Na
secdo mais longa dessa obra, Newton trata da resolucdo de questdes geométricas. Considerava
que construgdes geométricas que utilizasse outras curvas que niao fosse a reta e a
circunferéncia era parte da dlgebra e ndo da geometria. Nesse sentido ele apresenta a solucdo
de equacdes cubicas feita com a ajuda de conicas. Outra idéia importante foi a de cotas

inferiores e superiores. Seja o polindmio
P(x) = aox" + a1x" " + ... + ap_1X + an.
Dividindo-o por um bindmio x — L obtém-se
P(x) = (x = L).(box"" + bix"? + ... + byox + b, 1) + R.

Se for encontrado um valor de L que faca todos os coeficientes b; e o resto R positivos,

entdo P(x) > 0 para qualquer x > L e L é chamado de cota superior das raizes. Para encontrar
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cotas inferiores basta substituir x por — X. Na nova equagdo de cota superior das raizes L, as
raizes reais sdo x < L, ou seja, — x > — L e — L é chamado de cota inferior das raizes da

equacdo original e representado por 1. Admitindo por exemplo a equagio
X —2xt+3x° —7x* - 8x +23=0

o dispositivo de Briot-Ruffini para a divisd@o de polindmios permite encontrar o valor da cota

superior das raizes L partindo de um valor arbitrdrio 1 (grifo nosso).

1 -2 3 7 -8 23
1 1 -1 2 -5 -13 10
2 1 0 3 -1 -10 3
3 1 1 6 11 25 98

Para L = 3, os coeficientes do quociente e o resto sdo positivos sendo portanto a cota

superior das raizes. Substituindo X por — X na equagdo original obtemos
—x-2x 3P - 7x* + 8x +23=00u
X +2x 43¢+ 7x° -~ 8x - 23 =0.

Utilizando o algoritmo para obter a cota L dessa equagdo temos

1 2 3 7 -8 -23

1 1 3 6 13 5 -18

2 1 4 11 29 50 82
Sendo L = 2 a cota superior da nova equagio, | = — 2 € a cota inferior das raizes. As

raizes reais da equacdo x” — 2x* + 3x” — 7x* — 8x + 23 = 0 encontram-se no intervalo — 2 ¢ 3
(BOYER, 1998, p. 269-295; GARBI, 1997, p. 76-97). Newton possuia um rival intelectual,
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) que teria sido o primeiro a usar a palavra funcao
ja com o significado que este conceito tem na matemaética. Entre estudantes de Ensino Médio,
Newton é mais conhecido por suas contribuicdes a Fisica, mas a heranca que deixou a

Matematica € valiosissima.

No inicio do século XVIII uma figura importante foi um o suico Leonhard Euler
(1707-1783). Autor de "Introductio in analysin infinitorum", obra considerada 'chave de

abobada da andlise', assim como "Os elementos" de Euclides e "Al jabr wa'l mugabalah" de
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al-Kowarismi sdo pedras fundamentais da geometria e da dlgebra, Euler é responsdvel por
quase toda a notacdo simbdlica atual usada na matemdtica de nivel universitdrio. Foi o
matematico que mais produziu e publicou em todos os tempos. A ele se deve o uso da letra e

para 'aquele numero cujo logaritmo hiperbdlico € igual a 1'; o uso definitivo da letra © para o

ja conhecido nimero irracional; o uso em uma das primeiras vezes do simbolo i para J=1:e
a importante notacdo, f(x) para uma fungdo de x. No "Introductio” encontra-se a defini¢do de
funcdo de uma quantidade varidvel como "qualquer expressdo analitica formada daquela
quantidade varidvel e de nimeros ou quantidades constantes". Hoje a definicdo € inaceitavel
por sua imprecisdo, mas presume-se que Euler primariamente imaginava as funcdes
algébricas e as fungdes transcendentes. Na mesma obra encontra-se de forma generalizada o

equivalente a igualdade

e™+1=0,

considerada uma das mais célebres na Matematica.

Euler, ap6s Bombelli, Leibniz ¢ Abraham de Moivre, este, um amigo de Newton,
dominou os niimeros complexos de forma quase completa. E responsdvel pelos conceitos que
atualmente usamos sobre moddulo e argumento de um ndmero complexo e pela forma
trigonométrica. Descobriu a operacdo de multiplicagdo e conseqiientemente a de potenciagao
de complexos, atribuida posteriormente a de Moivre. Quando Euler tentou obter a operacdo
inversa da potenciacdo, a extragdo da raiz n-ésima (n inteiro) de um complexo descobriu que
qualquer nimero complexo ndo nulo tem exatamente n raizes n-ésimas. Ao aprender a extrair
raizes de nimeros complexos o problema que incomodou Cardano e Bombelli estava

resolvido (BOYER, 1998, p. 305;306; GARBI, 1997, p. 98-112).

Nesse mesmo periodo a Franca teve como seu principal matemético Jean Le Rond
d'Alembert (1717-1783). d'Alembert colaborou com Denis Diderot (1713-1784) nos vinte e
oito volumes da "Encyclopédie" escrevendo a maior parte dos artigos matematicos e
cientificos. Esfor¢ou-se intensamente tentando provar o teorema conjeturado por Girard que
toda equacao polinomial f(x) = 0, a coeficientes complexos e grau n = 1 tem pelo menos uma
raiz complexa. Devido a essa dedicagdo, atualmente na Franga o teorema € conhecido como

teorema de d'Alembert (BOYER, 1998, p. 303-310).

A demonstracdo do teorema coube a aquele considerado por muitos como o maior
matematico de todos os tempos, o alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Com dezenove

anos incompletos superou um conhecimento que durava dois milénios. Até aquela época
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sabia-se construir com régua e compasso alguns poligonos regulares com ndmero de lados
multiplo de dois, trés e cinco, mas nenhum outro com ndmero de lados primo. Gauss mostrou
que o heptadecdgono regular também pode ser construido com régua e compasso e ainda

provou que a constru¢ao pode ser feita quando os nimeros de lados dos poligonos sdo primos

da forma 22n +1. Quanto as equacdes, desde Cardano suspeitava-se que as cibicas tinham
trés raizes, as quarticas tinham quatro raizes e assim por diante. Euler descobriu que qualquer
nimero tem n raizes n-ésimas (n inteiro) e d'Alembert tentou provar sem sucesso o Teorema
Fundamental da Algebra. A tese de doutorado de Gauss apresentada em 1799, quando tinha
apenas 21 anos, € o mais importante alicerce da teoria das equacdes algébricas, expresso no
préprio titulo "Nova demonstragdo do teorema que toda funcdo algébrica racional inteira
[polinomial] em uma varidvel pode ser decomposta em fatores reais de primeiro ou segundo
grau". O proprio Gauss fez mais trés demonstragdes desse Teorema por maneiras diferentes, a
dltima quando ja tinha setenta anos de idade. Em Boyer (1998, p.345) reproduz-se o

pensamento do Gauss sobre o Teorema.

. - 2 . . - L .
Admitamos a equacdo x” — 41 = 0 cuja solu¢do € o nimero complexo x = a + bi.

Fazendo a substitui¢io temos
(a+bi)’—4i=0
(a*—b*) +(2ab-4)i=0
a’~b’=0eab-2=0
a+b=0oua-b=0; ab=2.

Interpretando a e b como quantidades varidveis e representando-as em um conjunto de

eixos esbocam-se duas curvas: a reta e a hipérbole conforme a figura® 3.

Fig. 3. Representacdo geométrica

3 Figura construida com o auxilio do software Winplot.
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Um dos ramos da primeira curva (a reta a — b = 0) afasta-se da origem segundo a

. 1 3 .
direcao Gz%eezf. Um dos ramos da segunda curva, a hipérbole, move-se

o o Om 2n . ~
assintoticamente para as direcdes 0 = 7 e0= T O ponto P de intersec¢do encontra-se

e o T .
entre as duas dltimas direcoes 0 =0¢ 0 = 5 As coordenadas a e b de P s@o as partes real e
imagindria do nimero complexo que € solu¢do da equagdo z* — 4i = 0. Para uma equacgdo de

.. . ) ) 1 37
grau n existird um ramo de uma curva de direcdes assintéticas 6 = 2— e0= 2— , enquanto
n n

PR g Om 2n
que um ramo da outra curva terd direcOes assintoticas 6:2—69=2—. Esses ramos
n n

. . ~ . T
necessariamente interceptar-se-ao no intervalo de 6 =0e 6 =— e as coordenadas a e b do
n

ponto de interseccdo serdo as partes real e imagindria do nimero complexo que satisfaz a
equacgdo. Gauss usava os gréficos das curvas em questdo para mostrar que se interceptam. Em
1920, A. Ostrowski deu provas rigorosas as suposi¢des geometricamente 6bvias que Gaus fez.
Utilizando o resultado encontrado, Gauss provou a tese da possibilidade de fatorar qualquer

polindmio em fatores de primeiro ou segundo grau. Desse modo, se r; € raiz do polindmio
P(x) = aox" + a;x" " + ... + ap_1X + an

entdo P(x) pode ser escrito como um produto do bindmio X — r; por um polindmio de grau

n-1:
P(X) = (X - I'1).(b()Xm1 + lem2 + ...+ bn_2X + bn—l)-

Se ao polindmio de grau n — 1 for aplicado o Teorema Fundamental da Algebra, sendo
1; a raiz, ele poderd ser decomposto tendo como um dos fatores um polindmio de grau n — 2.

P(x) = (X — 17).(X = 12).(cox" > + ¢ x™

+ ...+ Cph3X + Cph)
e assim sucessivamente. Dessa forma temos que

P(x) = apx" + a;x" + ... + @ 1X + an = 89. (X = 11)-(X = 2). .. . (X = [p_1)-(X = In).

Como existem n valores de r; que anulam um a um os n bindmios, o polindmio P(x) de
grau n tem exatamente n raizes, eventualmente repetidas (BAUMGART, 1992, p. 87-89;
BOYER, 1998, p. 343-345; GARBI, 1997, p. 113-131).
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A partir do Teorema Fundamental da Algebra podem-se demonstrar ainda outros
teoremas e propriedades ensinadas no Ensino Médio e relacionadas a Teoria das Equacdes
Algébricas: as chamadas relacdes de Girard entre coeficientes e raizes da equagdo P(x) =0, o
Teorema das Raizes Complexas e o Teorema de Bolzano. Pelo Teorema das Raizes
Complexas, "se uma equacgdo algébrica de coeficientes reais admite como raiz o nimero

complexo z = a + bi (b#0), entdo essa equacdo também admite como raiz o ndmero

z =a— bi". O matematico Bernhard Bolzano (1781-1848) demonstrou um teorema que pode

ser expresso como encontramos em lezzi (1993, p. 134; 135).

Sejam P(x) = 0 uma equagdo polinomial com coeficientes reais e ]Ja; b[ um intervalo
real aberto. Se P(a) e P(b) ttm mesmo sinal, entdo existe um ndmero par de raizes
reais ou nao existem raizes da equacio em ]a; b[. Se P(a) e P(b) tém sinais contrérios,

entdo existe um nimero impar de raizes reais da equagdo em ]a; b[.

Verifica-se pois que se a raiz r; € interna ao intervalo |a; b[ significa que a <r1; < b, ou

seja,

i< ( - )( - )
= (a-r1).(b-1;)<0.
b—I‘i >0

Se araiz r. é externa ao intervalo temos, por exemplo, a < b < r. € portanto

a-1, <0
= (a—-r¢).(b—1c)>0.
b-r, <0

Dada a equacdo P(x) = 0 e sendo rj as raizes reais e z; as complexas ndo reais € feito o

produto P(a).P(b) de tal modo que
P(a).P(b) = [ap.(a —11). ... (a—T1p).(a—2z1).(a— z1). ... .(a—2zg).(a— zq)].
Tag.(b=11). ... .(b=1,).(b=21).(b— z1). ... .(b—2g).(b— zq)]

P(a).P(b) = [aoz].[(a —rp).(b—rp]. ... .[(@—T1p).(b—T1p)].
Ia=2z).(a= zD].Ib=21).0b = z1)]. ...

[(a - 2zg).(a— 2g)].[(b = 29).(b = zq)]

Notemos que o produto (x — z).(x — E) € positivo para qualquer valor real de x pois,

sendoz=0o+ Pie z = a— Pi, segue que

(x—2).(x = 2) = [x — (0t + Bi)].[x — (00— Bi)] = (x — 0)> + B> > 0.
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Desse modo, a,> > 0 e [(a—2zy).(a— 21 ). ... (b —12zg).(b - Eq )] > 0, pois neste caso a
cada raiz complexa corresponde outra que € sua conjugada. O sinal do produto P(a).P(b)
depende da quantidade de fatores do tipo (a — rj).(b — 1;) que jd sabemos serem negativos,
sendo 1; raiz real interna ao intervalo ]a; b[. Logo, quando P(a) e P(b) tém mesmo sinal, isto &,
P(a).P(b) > 0, existe um nimero par de fatores negativos do tipo (a — r;).(b — 1;) e, portanto
existe um numero par de raizes reais em ]a; b[. Se P(a) e P(b) tém sinais diferentes, isto &,
P(a).P(b) < 0, existe um nimero impar de fatores (a — r;).(b — rj) € conseqiientemente existe
um ndmero impar de raizes em Ja; b[. O Teorema de Bolzano ndo indica qual é o nimero
exato de raizes reais no intervalo Ja; b[. Em 1829 o matemético suico Charles Sturm
apresentou um método para saber-se quantas raizes existem no intervalo utilizando técnicas

do Calculo Diferencial.

As equagdes cubicas e quarticas despertaram interesse de importantes matematicos ao
longo da histéria e foram matematicos italianos que demonstraram que as raizes das ctibicas e
quérticas se expressam em funcdo dos coeficientes e por meio das quatro operacdes
aritméticas e radiciagdes. A partir disso realizaram-se esfor¢os para demonstrar se 0 mesmo
valeria para equacdes de grau maior que quatro pois Gauss provou que toda equagao algébrica
admite ao menos uma raiz complexa. Outro matematico italiano, Paolo Ruffini (1765-1822)
apresentou em 1813 uma demonstracdo satisfatéria de que era impossivel resolver equacdes
de grau maior que quatro por radicais. No entanto, do ponto de vista matemdtico os
argumentos de Ruffini foram considerados vagos (HOOD, 1992, p. 49). Niels Henrik Abel
(1802-1829) tentou resolver a equacdo quintica geral e abordou o problema da resolugao da
equacdo algébrica geral de grau n. Acreditou que tivesse obtido a solucdo, mas ao descobrir
seu erro chegou a se questionar se era possivel uma solugdo algébrica declarando que
matematicos eminentes tentaram provar isso resolvendo equacdes sem saber se de fato eram
possiveis. Afirmou que "se por azar a solucdo fosse impossivel, poder-se-ia tentar por toda
uma eternidade, sem encontrd-la”. Em seu artigo "Sobre a resolugdo algébrica de equagdes”
expde a ndo resolubilidade da quintica definindo func¢des algébricas polinomiais. Depois
apresenta uma classificacdo de fungdes algébricas que sugere a formacdo de um corpo de
funcdes. Abel passou por Berlim e Paris em busca de reconhecimento para os resultados de
suas pesquisas. Voltou a Noruega, sua pétria, onde morreu de tuberculose. Dois dias apds sua
morte chegou de Berlim uma carta de August L. Crelle (1780-1855) oferecendo-lhe uma

posicdo em um periddico matemdtico (BOYER, 1998, p. 361-362).
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Outro matemdtico que nao recebeu o reconhecimento que procurava e que também
morreu muito jovem foi o francés Evariste Galois (1811-1832). Galois foi influenciado
diretamente pelo trabalho de Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Este, como outros
matematicos, também buscava uma solu¢do para a equacdo polinomial geral. No livro
"Reflexdes sobre a resolugdo algébrica de equagdes” de 1770, para a resolucao de equagdes
quadraticas, cubicas e quarticas, Lagrange fez uso das permutacdes das raizes da equagdo,
chave da teoria dos grupos de permutagdes. Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematico
considerado da estatura de Gauss, publicou em 1815 um artigo sobre teoria dos grupos. Mas a
Galois atribuem-se as maiores contribui¢cdes nesse tema. Os conceitos de grupo usados até
hoje se devem a ele e por esse motivo é considerado o pai da Algebra Moderna. Uma colegio
de elementos forma um grupo com relacdo a uma dada operagao se (i) a colecdo é fechada sob
a operagao; (ii) a colecdo contém um elemento neutro com relagao a operacao; (iii) para cada
elemento da cole¢do hd um elemento inverso com relacdo a operacdo; (iv) a operacdo é

associativa.

Consideremos, por exemplo, o conjunto G = {I; a; b; ¢; d; e} onde os seis elementos

correspondem as permutagdes dos trés elementos de E = {X;; X»; x3} tal que:
I = (x1, X2, X3), chamada de permutagdo idéntica, transforma cada valor em si mesmo;
a = (X1, X3, Xp), transforma x; em X, X, em X3 € X3 €m Xy;
b = (X2, X1, X3), transforma Xx; em X, X, em X; € X3 em X3;
¢ = (X», X3, X1), transforma x; em X,, X, em X3 € X3 em Xj;
d = (X3, X1, X»), transforma x; em X3, X, €m X; € X3 em Xp;
e = (X3, X2, X1), transforma x; em X3, X, em X, € X3 em Xj.

Para a operagdo de multiplicacdo, o produto a.b é definido como primeiro sendo
efetuada a permutacdo b e em seguida € efetuada a permutacao a sobre o resultado de b. Desse
modo, sendo b = (X, X;, X3), aplicando-se a em (X, X, X3), obtemos (X, X3, X;) que € igual a

c. Portanto, dizemos que ab = c. Todos os possiveis produtos sd@o dados na tdbua a seguir.
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I a b c d e
I I a b c d e
a a I ¢ b e d
b b d I e a ¢
c c e a d I b
d d b e I c a
e e c d a b I

A partir da tdbua verificam-se as seguintes propriedades.

1) O conjunto G € fechado com relac@o a operagao de multiplicacdo definida, isto €, o

produto de dois elementos quaisquer de G pertence a G.
2) O conjunto G tem um elemento neutro com relacao a operagdo (no exemplo, I).

3) Para cada elemento de G ha um elemento inverso com relacdo a operacdo; no
exemplo utilizado, vemos que o inverso de a é o préprio a; de b € o préprio b; de c é o

elemento b, etc.
4) A operagdo definida possui a propriedade associativa. De fato, (ab).c = a.(bc) pois
(ab).c =(¢).c =d;
a.(bc) =a.(e) =d.

Conclui-se, portanto que G € um grupo e como seus elementos sdo as permutacdes dos

elementos de E, dizemos que G é um grupo das permutacdes sobre E ou grupo simétrico.

A Teoria de Galois associa a cada equagdo algébrica um grupo simétrico. As
propriedades do grupo simétrico fornecem as condi¢des necessdrias e suficientes para que a
equacdo possa ser resolvida por radicais. Galois, em cerca de 1831, descobriu que uma
equacgdo € resoluvel por radicais se, e somente se, o grupo simétrico sobre suas raizes &
resolivel. A descricdo de um grupo resolivel envolve relagdes entre o grupo e seus
subgrupos. Como para equagdes de grau maior que quatro, ha equagdes cujo grupo ndo é
simétrico, ficou provada a impossibilidade da resolugdo geral de equagdes algébricas por meio
de radicais. A énfase do enfoque de Galois na teoria das equagdes se dirige mais a estrutura

algébrica que ao tratamento de casos especificos. Suas idéias s6 foram elucidadas muitos anos



53

mais tarde. Além de manter uma paixdo pela matematica Galois dedicava-se aos assuntos da
Franca e participava fortemente de movimentos politicos. Morreu em um duelo antes de
completar 21 anos encerrando precocemente uma trajetéria que mesmo curta o coloca entre os
mais brilhantes matematicos da histéria. O desenvolvimento da Teoria dos Grupos prosseguiu
com Cauchy, Arthur Cayley (1821-1895), Leopold Kronecker (1823-1891) e Camille Jordan
(1838-1922). Essa teoria, resultado dos estudos de Galois envolvendo equagdes algébricas, é
um campo bastante abstrato e constitui-se em um dos mais importantes pilares das ciéncias

modernas. (BAUMGART, 1992, p. 16; 17; 23; BOYER, 1998, p. 364-366; 379).

Uma sintese historica

A origem das equagdes remonta ao periodo das civilizagdes egipcias € mesopotamicas.
Para os babilonios as equacdes ndo representavam apenas problemas da vida cotidiana; eles
demonstravam interesse por calculo e aceitavam valores aproximados; hd indicios de
resolucdo de equacdes cubicas. Os conhecimentos mateméticos do Egito e da Mesopotamia
influenciaram os gregos que desenvolveram a "dlgebra geométrica". Os gregos apresentavam
métodos geométricos de resolucdo para equacgdes quadriticas. Os sdbios e filosofos gregos
que refugiaram-se no Oriente estenderam os conhecimentos mateméticos aos drabes. Quanto
as equagdes, os drabes dedicaram-se a resolucdo de equacdes quadriticas e cubicas e
empregavam métodos aritméticos para as primeiras e métodos geométricos para as ultimas.
Os conhecimentos sobre equacdes foram transmitidos do Oriente para a Europa. No inicio do
século XIII resolviam-se até equagdes cubicas. Até o final do século XV acreditava-se que as
equacgdes s6 podiam ser resolvidas geometricamente. Em meados do século XVI, na Itélia,
surgiram as solucdes algébricas para as equagdes cubicas e quarticas com Cardano-Tartaglia
Ludovico Ferrari respectivamente. No entanto a preocupacao principal continuava sendo em
encontrar a incdgnita em uma equacdo com coeficientes numéricos especificos. Viete deixou
uma grande contribui¢do a teoria das equacgdes e a dlgebra quando adotou o uso de letras
latinas para representar coeficientes (parametros) e incégnitas (quantidades desconhecidas).
Outras grandes contribui¢des para a resolucdo de equacdes nos séculos XVII e inicio do
século XVIII foram feitas por Descartes e Newton. Ambos empregavam métodos geométricos
como apoio na resolucdo como era feito pelos antigos. No método algébrico de Newton para
aproximacao do valor de raizes é feita uma inspecao ou uma verificacdo de valores arbitrarios

e apropriados para se determinar o intervalo em que se encontra a raiz; € no método algébrico
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de cotas superiores e inferiores € feita a tentativa de se descobrir os extremos do intervalo
também de forma arbitrdria. Destacamos as contribuicdes de Euler a teoria das Equacdes
Algébricas, com os conceitos apresentados sobre nimeros complexos; a Girard e d'Alembert
que perceberam a existéncia de ao menos uma raiz complexa para a equacdo polinomial
P(x) = 0. E principalmente devemos a Gauss a demonstracdo do Teorema Fundamental da
Algebra, teoria que permite o desenvolvimento de diversas tecnologias que justificam as
técnicas empregadas no estudo de resolucdes de Equacdes Algébricas no Ensino Médio. Abel
na tentativa em vao de obter a solucdo da equacdo quintica, abordou a questdo da
resolubilidade algébrica de uma equagdo polinomial geral. Galois o mesmo problema
concluiu que ndo era possivel a solu¢do de uma equagdo algébrica ou polinomial geral de grau
n por meio de radicais. Devido a seus estudos pode desenvolver importantes conceitos
ensinados atualmente na disciplina de Algebra em alguns cursos superiores, a Teoria dos

Grupos.

Concluindo, sendo dada uma equacdo algébrica ou se conhecem as férmulas
(envolvendo radicais e coeficientes e isto é possivel até as equagdes quarticas) ou o problema
transforma-se em obter uma melhor aproximagao possivel para o valor da raiz por meio de

métodos numéricos (métodos algébricos e ndo algébricos) como os de Newton.

A partir desse estudo histérico podemos observar o processo de Transposicao
Didética. Na transformacao do saber sdbio em saber a ser ensinado, o recorte feito na Teoria
das Equagdes Algébricas elementariza o conhecimento cientifico e enfatiza as regras e
algoritmos de resolu¢dao das Equacdes, assim como no passado as mesmas eram resolvidas
somente para casos particulares. Dentro dessa transposi¢ao preocupamo-nos em estudar de

que outras maneiras € possivel trabalhar o saber Equacdes Algébricas no Ensino Médio.

Além disso, esse estudo histérico mostra claramente como a Matematica nao é pronta
e nem ¢ imutdvel. A construcdo dos conceitos matemdticos pelo homem atende sua
necessidade em buscar solugdes para problemas relacionados as suas atividades e ao mundo
que o cerca, ou para solucionar questdes internas a prépria ciéncia, como o desenvolvimento
da teoria das Equagdes Algébricas que em tultima andlise resultou na Teoria dos Grupos em
Algebra. E para finalizar, como afirmou Boyer (1998, p. 208). "Nio é dado a um s6 homem

fazer toda uma dada transformacdo; ela deve vir em passos sucessivos".
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3.2 Equacoes Algébricas enquanto Saber a Ensinar na Academia

Vimos que a palavra dlgebra estd associada historicamente a resoluc¢do de equagdes. O
desenvolvimento das idéias na Algebra levou a Teoria dos Grupos, assunto atualmente

estudado nos cursos de graduacdo de Matematica do Ensino Superior.

Domingues e Iezzi (1982, p. 129), na Teoria dos Grupos, inicialmente definem anel
em relacdo a adicdo e a multiplicacdo, chamadas de leis de composi¢do interna, como sendo
um conjunto A, ndo vazio, em que valem as propriedades associativa e comutativa da adicao,
e a existéncia dos elementos neutro e simétrico para essa primeira lei. Para a multiplicagao,
valem as propriedades associativa e distributiva em relacdo a adi¢cdo. A definicdo para

polindmio € apresentada da seguinte forma por Domingues e lezzi (1982, p. 177):

Dado um anel A, uma seqiiéncia (ay, a;, a, ...) sobre A recebe o nome de polinémio
sobre A se existe um indice r € N tal que a,, = 0 para todo m >r.

Essa definicdo assegura que uma seqiiéncia (a;) € um polindmio quando os termos
posteriores a um certo a, sao todos nulos, nada impondo a0s termos anteriores; em resumo,
uma seqiiéncia é um polindmio quando apresenta um ndmero finito de termos ndo nulos.
Desse modo s@o dados como exemplos de polindmios as seqii€ncias

(4? 3? 2? ]‘? O? O? O? A 07"')’ (07 0’ 0’ ceey O?"‘)’ ((1’ 1)’ (17 1)’ (07 0)’ (O? O)’ ceey (O? O)’ "‘);
a segunda é chamada de polindmio nulo; ja as seqii€ncias
(1,1,1,...,1,..)e((1,0), (1, 0), ..., (1, 0), ...)

nao sao polindmios. Grau de um polindmio nao nulo é o nimero natural n tal a, #0 e a; =0

para todo i > n. A multiplicagdo de polindmios € definida da seguinte maneira:
Dadas duas seqiiéncias f = (a;) e g = (b;) sobre um anel A, chama-se produto de f por g
a seqiiéncia h = (¢y) tal que:

Co=agby; c;=agb; +ajby; ¢, =agb, + a;b; + aby; ...
k
Cck=aoby+ajby_ |+ ab o+ ... + aby isto é ¢, = Zaibk—i paracadak € N.
i=0
(DOMINGUES e IEZZI, 1982, p. 176)

Ainda, sendo A um anel, esse € isomorfo ao subanel L = {(a, 0, 0,...0,...) la € A}. Isso
implica em particular que 0 = (0, 0,...0,...) e 1 = (1, 0, 0,...,0,...). O polindmio
X=(@,1,0,0, .., 0, ...) é denominado indeterminada sobre A. A partir do produto de
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polindmios temos X* = X.X = (0,0, 1,0, 0, ..., 0, ...); X°=X>X=(0,0,0,1,0, ..,0,...) e
assim por diante; o polindmio X" é um polindmio em que os n primeiros termos sdo nulos,
a, = 1 e os termos seguintes a a, também sao nulos. Para finalizar, dado um polindémio

f =(ap, a, az, ..., ay, 0, 0, ...) temos que

f=(ay, 0, 0,...,0,..) + (0, a;, 0, 0,...0,...) + (0, 0, az, 0,..., 0, ...) + ... + (0, 0.,..., ay, 0...., 0,...)
f=ap+a;(0,1,0,...,0,..) + a0, 0, 1,...,0,...) + ... + a,(0, 0,...,1, 0,...,0,...)

f=ay+a X +aX +...+a,X"

Queremos destacar que esta notacdo, chamada de notacdo polinomial ou notacdo
usual, assemelha-se com a que encontramos nos livros didaticos de Ensino Médio quando o
assunto € polindmios. Prosseguindo, sendo f um polindmio de um anel A, a raiz de
f=ag+a; X+ 212X2 + ...+ a,X", é 0 elemento u, de um anel comutativo B do qual A € subanel
unitdrio, tal que f(u) = ap + aju + au” +.+ au" =0 (zero de B). Domingues e lezzi (1982)
fazem a distin¢do entre polindmios e fun¢do polinomial. Sendo A um anel comutativo com
unidade define-se a fun¢do polinomial fo : A — A, dada por fa (a) =f(a), V a € A; significa

que a funcdo fa associa a cada a € A o valor de f em a.

Nos cursos superiores de graduacdo, as equagdes algébricas sdo estudadas na
disciplina de Cédlculo Numérico onde se enfatizam os métodos numéricos de resolugdo.
Encontramos em Campos Filho (2001, p. 241; 242) os elementos bésicos de um

método numeérico.

O problema de calcular uma raiz pode ser dividido em duas fases:

1. Isolamento da raiz, isto é, encontrar um intervalo [a; b] que contenha uma, e
somente uma, raiz de f(x) = 0 [representando a equacio algébrica].

2. Refinamento da raiz, ou seja, a partir de um valor inicial x, € [a; b] gerar uma
seqiiéncia {Xo; X1; X2; ... Xi; ...} que convirja para uma raiz exata § de f(x) = 0.

Para isolar a raiz, ou seja, localiza-la, utiliza-se o Teorema do Valor Intermediério ou
Teorema de Bolzano: se os valores numéricos de um polindmio em a € em b tém sinais
contrérios, entdo haverd uma raiz entre a e b. Graficamente explica-se pelo fato de que a
curva que representa uma funcdo polinomial no sistema cartesiano s6 muda de semiplanos
determinados pelo eixo Ox se cruzar este eixo. Sobre essas idéias ndo vemos em livros
diddticos de ensino médio tentativas de se fazer conex@o entre os conceitos a serem

adquiridos em polindmios e os ja aprendidos em fung¢des polinomiais de 1.° e 2.° graus.
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Isolada a raiz, existem alguns métodos e aqui citamos 0 método numérico da bissecao
para resolu¢cdo de Equacdes Algébricas porque também existe a proposta de que seja estudado
no ensino médio como veremos adiante. Em Cdélculo Numérico o método da bissecao &

apresentado, por exemplo, em Claudio e Marins (2000, p. 144).

Seja [a; b] um intervalo que contenha uma raiz de f(x) = 0 [sendo f(x) um polindmio
de grau n] e f(a).f(b) < 0, ou seja, f(x) corta o eixo x num ponto em [a; b].
1. Calcula-se f(x) no ponto médio de [a; b]

_a+b
)
2. Se f(xn)# 0 e f(a).f(x,,) < 0 ou f(x,,).f(b) < 0, escolhe-se um novo intervalo de modo
que ftenha sinais opostos na extremidade.
3. Repete-se o processo, voltando para 1 até que tenhamos chegado "suficientemente
perto da raiz", ou seja, ter um critério de parada satisfeito.

X

No entanto, segundo esses autores, o0 método pode ter falhas apesar de teoricamente
seguro. Se houver um erro de arredondamento, ainda que pequeno, quando um software
computacional ou uma calculadora for avaliar o sinal do ponto médio pode haver um intervalo
em que efetivamente ndo exista uma raiz. Outra restri¢ao € a dificuldade de se encontrar [a; b]
tal que f(a).f(b) < 0, dentre outros motivos, no caso de raizes de multiplicidade par ou muito

proximas.

Assim temos que na academia estudam-se Equacdes Algébricas em Cdlculo Numérico
e elas sao apresentadas a partir da defini¢ao de raizes de Polindmios. Estes sdo estudados na
disciplina Algebra como seqiiéncias em um Anel. Ressaltamos no entanto que historicamente

a teoria das Equacdes desenvolveu-se dissociada dos Polindmios enquanto estrutura algébrica.

3.3 Equacoes Algébricas enquanto Saber a Ensinar no Ensino Médio

As Equacdes Algébricas enquanto saber a ensinar sdo tratadas em trés situacdes
distintas sob a influéncia dos noosferianos, as instituicdes e sujeitos que constituem a noosfera
definida por Chevallard. Primeiramente nas orienta¢des curriculares e documentos oficiais
que subsidiam o trabalho de organizacdo de curriculos conforme apresentamos em nosso
estudo. Como mostraremos a seguir, os proximos dois grupos noosferianos sdo os
educadores-matematicos e pesquisadores que propdem outras maneiras de se ensinar o objeto
Equacdes e os autores de livros didaticos participantes do processo de transposicao didética e

do ensino desse saber.
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3.3.1 Proposicoes noosferianas para o ensino de Equacoes Algébricas

Na andlise preliminar de documentos oficiais encontramos sugestdes para a
organizacdo curricular nos PNCEM, nos PCN + , nas Orienta¢des Curriculares do Ensino
Médio, nas Orientacdes Curriculares da Secretaria de Educacdo do Estado do Parand e na
Proposta Curricular de Santa Catarina. Nesses documentos encontramos referéncias quanto a

possibilidade de se estudar as Equacdes Algébricas no Ensino Médio.

Em 2004 foi lancada pela Secretaria de Educacao Basica do Ministério da Educagdo a
Colecao Explorando o Ensino. A colecdo, destinada aos professores, refere-se a drea de
Ciéncias da Natureza e Matematica e € constituida de trés volumes para cada disciplina. Com
0 objetivo de apoiar o trabalho docente, a cole¢do de Matemadtica apresenta varios artigos
adaptados da Revista do Professor de Matematica da Sociedade Brasileira de Matematica com
apoio da Universidade de Sdo Paulo. No volume 3, considerando-se a possibilidade de se ter
na organizagdo do curriculo da 3. série o estudo de Polindmios e Equagdes Algébricas ha
textos sobre esses saberes. Em "A solu¢do de Tartaglia para a equagdo do terceiro grau"
(BRASIL, 2004 b, p. 38-45) abordam-se os aspectos histdricos sobre a resolucio de equagdes
cubicas. Em "Uso de polindmios para surpreender” (BRASIL, 2004 b, p. 65-68) aborda-se a

manipulacdo de expressdes usando a aritmética dos polindmios. E no capitulo 6, "Problemas"

temos "Resolver a equacio x2 ++/x —18=0". Duas formas de resolucdo sdo apresentadas,

uma algébrica e outra gréfica. A resolucdo algébrica exige alguns artificios e consiste em
X"+ 4x —18=0
X+x —16-2=0
x> —16=2-+/x
(x—d)(x+4)=2-x
(Vx = 2)(Vx +2)(x +4) =2 -x
\/;—2:2—\/_ =0=x=4, ou

2-+x

(VX 42)(x + 4) = &_X -1
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Comox 20 = (\/; +2)(x + 4) > 0. Portanto, (\/; +2)(x + 4) = — 1 ndo tem solucdo

real.

Para a resolugdo gréfica é necessario reescrever a equagao do seguinte modo
2
X"+ 4x —18=0
X2 — 18 =—/x
e em seguida esbocar em um mesmo sistema de eixos os graficos das funcdes
2 [~
y=x"-18 ey=-+x

. - . .4
e procurar os pontos de interse¢do conforme figura 4 a seguir .

Fig. 4. Gréfico de funcdes

Mesmo a equacgao x>+ +/x — 18 = 0 ndo sendo uma equacao algébrica, a sugestio da

resolucao grafica vem de encontro com o propdsito de nossa pesquisa.

Além da "Colecdo Explorando o Ensino: Matemadtica", para professores em formacao
inicial ou continuada encontramos outras proposicdes noosferianas de educadores
matemdticos e matemadticos pesquisadores sobre "o qué" e "como" ensinar Equacdes

Algébricas.

* Grifico construido com o auxilio do software Winplot
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Atualmente nos livros didéticos para Ensino Médio, como mostraremos mais adiante,
as Equacdes Algébricas sdao estudadas como uma igualdade entre um polindmio e zero.

Caraca também apresentava esta proposta.

Chama-se polinomio inteiro em x a toda a expressao analitica da forma

2) P(x) = agx" + a,x"' + ... + a, X + a,

onde ay, a; ... , a, denominados coeficientes do polindmio, sdo ndimeros reais
quaisquer, e n, chamado grau do polinémio, € um nimero inteiro e positivo. (...) O
nome polindmio inteiro usa-se indistintamente para designar a expressao analitica 2) e
a funcdo definida pela igualdade

3) y = P(x).
A toda igualdade da forma
4) P(x) = agx" + a;x"' + ... + 4, X + 2, = 0,

obtida igualando um polinémio inteiro a zero, chama-se uma equagdo algébrica; o
grau do polinémio diz-se grau da equagdo. (...)

A todo nimero a que, posto em lugar de x, transforma a equagdo numa identidade, isto
é, tal que

6) P(a)=0

chama-se raiz da equagdo 4) ou um zero do polinémio 2).

(Caraga, 1970, p. 142-143, grifos do autor)

Determinar a(s) raiz(es) da equagdo algébrica constitui-se no problema fundamental

sobre o assunto. Esse problema dividir-se-ia em dois, conforme esse autor:
1.°) A equagdo tem raizes? Quantas?
2.°) Se tem, como determina-las?

Caraca ndo distingue polindmios de fungdes polinomiais da mesma forma que outros
autores fazem atualmente, diferente do que € feito por Domingues e lezzi (1982) quando
tratam do saber académico. Em outras duas obras destinadas a aprofundamento no Ensino
Médio ou formagao inicial de professores, ambas de Iezzi (1973; 1993) encontramos formas
diferentes de apresentacdo dos conceitos relacionados a Polindmios e Equagdes Algébricas

permitindo-nos um acompanhamento do processo de transposicdo didatica.

Em "'Algebra III", Iezzi e Dolce (1973, p. 52, grifos dos autores) sem se referirem aos
conceitos relacionados a Teoria dos Anéis, definem Polindmios como seqiiéncias quase-nulas,

semelhante a forma como se estuda tal objeto como saber académico.

Uma seqiiéncia f é quase nula se, e somente se, todos os termos que sucedem um
certo termo a, € f sdo nulos. Assim, a seqiiéncia f = (g;) é quase-nula se existe um
numero natural n tal que a ;= 0 para todo indice i > n.

f=(a)équase-nula3dIneNla=0,Vi>n"
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A seguir, em lezzi e Dolce (1973, p. 58, grifos dos autores) definem-se igualdade,

adi¢do e multiplicagdo de seqiiéncias e Polindmio de coeficientes reais.

Chama-se conjunto dos polindmios de coeficientes reais, e representa-se por P, o
conjunto das seqiiéncias quase-nulas para as quais foram definidas a igualdade, a
adicdo e a multiplicacdo. Assim, cada seqiiéncia quase-nula passa doravante a ser
chamada polinémio de coeficientes reais.

Da mesma maneira como foi feito em Domingues e Iezzi (1982), a partir do polindmio
notavel x = (0, 1, 0, 0, O, ..., 0, ...), também denominado indeterminada x, e da operagdo
multiplicacdo, de onde se obtém x* = (0, 0, 1, 0, ..., 0, ...), x> = (0, 0, 0, 1, 0, ..., 0, ...), etc,

apresenta-se a notacao usual dos polindmios
2 3 S i
f=ap+aX +aX" + a3x° + ... + apx™ = Zaixl .
2

Define-se também fung¢ao polinomial.

Dado um polinémio f na indeterminada X, isto é, f = ay + a;X + X+ ...+ a, X',
chama-se fun¢do polinomial associada ao polindmio f a aplicagdo de C em C definida
por f(X) = ap + a;X + ax” + ... + a,x". Isto quer dizer que a cada seqiiéncia quase-nula
de ndmeros complexos f = (ay, a;, az, as, ..., a,, 0, 0, 0, ...) estamos associando uma
fungdo f(x) = ap + axx + ax’ + ... + a,x" onde x pode assumir qualquer valor
complexo. (IEZZ1 e DOLCE, 1973, p. 87, grifos dos autores)

No processo de transposi¢ao diddtica vemos este saber a ensinar apresentado nos
atuais livros didaticos, como mostraremos a seguir, sem maiores detalhes sobre a diferenca
entre a defini¢do de fungdes estudadas pelos alunos geralmente na 1.* série do Ensino Médio e
esta definicdo de fungdo polinomial. Por isso, nessa obra que estudamos ressaltamos a
observacao feita pelos autores.

Procuramos destacar que na defini¢do o X do polindmio f = ay + a;X + X ¥ ..+
+a,X" e o x da fungdo polinomial f(x) = ap + a;x + ax’ + ... + a,xX" ndo ttm 0 mesmo
significado. De fato, lembremos que X = (0, 1, 0, 0, O, ..., 0, ...) é uma seqiiéncia
especial enquanto que x é uma varidvel complexa, isto é, ¢ um simbolo que pode ser
substituido por qualquer outro niimero complexo. Muitos autores consideram isso uma
'sutileza' sem importancia e preferem confundir os conceitos de polindmios e fungdes
polinomiais, inclusive em problemas de exames vestibulares. Com bom senso,
entretanto, € facil perceber a qual dos conceitos se referem.

(IEZZ1 e DOLCE, 1973, p. 88, grifos dos autores)

Considerando-se duas fun¢des polinomiais f(x) e g(x), as Equag¢des Polinomiais ou
Algébricas sdo definidas como uma igualdade entre elas: f(x) = g(x). A raiz é todo nimero r

que, substituido em lugar de x, torna a sentenca verdadeira: f(r) = g(r). Sendo possivel
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transformar qualquer equagdo f(x) = g(x) em uma equacgdo equivalente P(x) = f(x) — g(x) = 0,
toda Equacao Polinomial ou Algébrica é redutivel a forma

2

1 _
apX' + a1 X FapoX 4 ..4+ax+a=0

que € a maneira como se define tal objeto do conhecimento matematico na atualidade. Os
exercicios propostos pelos autores e os testes de vestibulares que constam em "Algebra II1"
sdo semelhantes aos exercicios cujos exemplos apresentaremos adiante como tarefas dentro da

Organizag¢ao Matematica dos livros didaticos que estudamos.

Em outra colecdo de lezzi (1993, p. 54; 55, grifos dos autores), destinada também a
aprofundamento pelos estudantes ou a formagdo inicial de professores, encontramos a

definicdo de polindmio e raiz assim como em Caraca.

Dada a seqiiéncia de nimeros complexos (a,, a;; az; ...; a,), consideremos a funcdo
f:C—C dada por f{x) = ap + a;x + axx’ + ... + a,x". A fungdo fé denominada funcdo
polinomial ou polindmio associado a seqiiéncia dada. (...) Em particular, se a é um
nimero complexo e f é um polindmio tal que f{a) = 0, dizemos que a é uma raiz ou
um zero de f.

Dessa mesma forma encontramos nos atuais livros didéticos. Resumindo, no atual
Ensino Médio as Equacgdes Algébricas ou Polinomiais, enquanto saber matematico, sio
relacionadas com Polindomios e estes com Func¢des Polinomiais. As Equacdes sdo obtidas
fazendo-se o polindmio P(x), de grau um ou maior, igual a zero e resolver uma equacgao
algébrica consiste em determinar suas raizes. Embora exista essa estreita relacdo verificamos
que, geralmente, o tema Fungdes Polinomiais é apresentado antes de Polindmios e sem
conexoes, por exemplo, de que a raiz de um polindmio, solu¢do da respectiva equagao
algébrica, é o zero da fungdo polinomial correspondente, o que possibilitaria ao aluno

imaginar o uso de gréficos na resolugdo de atividades.

Sobre os métodos de resolucdo, em Brasil (2004 a) héd a sugestdo de se fazer conexao
com o cdlculo numérico aproximado. Mateméticos pesquisadores apresentam algumas
proposic¢des acerca do ensino de métodos numéricos no ensino médio.

Carneiro (1999, p. 33, grifos do autor), por exemplo, cita a “necessidade de motivar os
temas da Matemadtica a partir de problemas interessantes e realistas” e alerta para o prejuizo
em se deixar de apresentar questdes que recaiam em equacdes algébricas de grau superior a
dois. Propde entdo quatro atividades e um método numérico, o método de Newton, para a
resolucao das equacdes que aparecem. Conforme vimos e aqui reapresentado por Carneiro, o

procedimento bdsico e geral de um método numérico, resumidamente, consiste em:
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D ter uma primeira idéia, ainda que vaga, de onde se encontram as raizes; ¢ o
que se chama de localizar as raizes;

) dentro do dominio onde se localizou uma raiz, escolher para ela um valor
inicial Xy (uma tentativa);

3 conceber um processo iterativo (ou seja, repetitivo) que gere, a partir de Xy,
uma seqiiéncia de valores xi, ..., X;, ... que convergem a raiz procurada, isto &,
aproximam-se tanto quanto se quiser dessa raiz.

Lima (1998) também apresenta métodos numéricos de resolucdo de equacdes. Um
deles € o da bissecao. Partindo do Teorema de Bolzano, conhecido o intervalo [a; b], ao qual
pertence a raiz, calcula-se m, o valor médio entre a e b, e a seguir compara-se o sinal do valor
numérico nesse ponto com o sinal do valor em a e em b para se determinar o novo intervalo
[a; m] ou [m; b]. O comprimento do intervalo teria se reduzido a metade. O processo pode ser
repetido indefinidamente obtendo a aproximacdo desejada para o resultado. Nos outros
métodos numéricos, o da secante e o de Newton, este apresentado por Carneiro, é necessdrio,
como dissemos anteriormente, localizar as raizes, conhecer o intervalo [a; b] que contém uma

raiz da equacao algébrica.
Lima mostra o seguinte exemplo.

Vamos usar o método da bissecdo para calcular a raiz ctibica de 10. A equacdo a ser
resolvida é p(x) = x> — 10 = 0. Temos p(2) = -2 e p(3) = 17. Isto indica que a raiz
desejada estd (como na verdade ja sabiamos) entre 2 e 3. O ponto médio do intervalo
[2; 3] € m = 2,5. Como p(2,5) = 5,625, a raiz estd no intervalo [2; 2,5] e assim
sucessivamente. A tabela abaixo mostra o resultado obtido em 5 iteracdes do método.

a[p(a) <0] | b [p(b)>0] m p(m)
2 3 2,5 5,625>0
2 2,5 2,25 1,390 >0
2 2,25 2,125 | —0,404<0
2,125 2,25 2,1875 | 0,467>0
2,125 2,1875 | 2,15625 | 0,025>0

Apds 5 iteragdes obtemos a aproximagao 2,15625 para a raiz cuibica de 10. Para efeito
de comparacdo, a raiz cuibica de 10 com 5 casas decimais ¢ 2,15443. Deste modo,
apos 5 iteragdes temos 2 casas decimais corretas.” (LIMA, 1998, p. 240).

Lima (1998, p. 240; 241) mostra ainda outro método numérico de resolugdo de

Equacdes, o método da secante.
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Para obter uma melhor estimativa para a raiz contida no intervalo [a; b], podemos
aproximar o grafico da fun¢do polinomial em [a; b] através do segmento de extremos
(a; p(a)) e (b; p(b)) (este segmento determina uma secante a curva que representa o
gréfico de p; dai a razdo do nome do método). A reta que passa por (a; p(a)) e (b; p(b))
tem equagdo

(x—a)

_ p(b) —p(a)
y=p@)+=——=—"

A abscissa x; de seu ponto de intersecdo com o eixo dos x fornece nossa primeira
aproximagdo para a raiz procurada.

Para se obter o valor de x; pertencente ao eixo Ox, a partir da equacao anterior, iguala-

S€ 'y a Zero.

b—a
b _
PP, ) —a) = -p(a)

« —a s TP@O-)
p(b) - p(a)

< = ap(b) —bp(a)
p(b) —p(a)

A figura 5 a seguir’ mostra a aplicacdo do método da secante.

p(b)

p(a) |-

Fig. 5. Gréfico de funcgdes

Convém representar os extremos do intervalo a e b por Xy € X; respectivamente.

Recursivamente obtemos a seqiiéncia de aproximacdes do valor da raiz.

5 P . . .
Gréfico construido com o auxilio do software Winplot.
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_ XoP(X1) —X1p(Xp) X3 = X1p(xp) — Xop(Xq) |
p(x))—p(xg) p(x5) = p(x})

Xi41 = Xi_lp(xi) _ Xip(xi_l) , para i= 1, 2,

p(x;) —p(Xj_1)

O Método de Newton (também conhecido por Newton-Raphson) mencionado por
Lima € o terceiro e ultimo método de resolucdo numérica de uma equagdo algébrica. As
aproximacdes lineares para o grifico de uma func@o polinomial p(x) sdo obtidas por tangentes
ao invés de secantes. Para a raiz procurada considera-se uma primeira aproximagao Xy como
um dos extremos do intervalo que contém a raiz. O coeficiente angular da reta tangente ao
grifico de p(x) no ponto (Xo; p(Xo)) € o valor da derivada de p(x) em x¢. Assim, a equagdo da

tangente é

y =p(o) + p'(X0)(X = Xo).

Novamente, para se obter outra aproximagaox; da raiz de p(x) se faz y = 0 e assim

_p(xp)

X1 =X .
p'(Xg)

Recursivamente chega-se a funcdo de iteracdo que fornecera aproximacdes cada vez

melhores da raiz procurada,

_ p(Xi-p)

Xi=Xi-1 ;
p'(Xi—1)

,parai=1, 2, ...

O que nos surpreende nesses métodos numéricos € o "mistério € o bom senso”
envolvendo a localizagdao de uma raiz. Por exemplo, para equagdes que representem situacoes
relacionadas a medidas de comprimentos, de 4reas ou volumes, ndo se adotam numeros
negativos e, nesse caso, "pelo bom senso" sé seriam admitidos valores positivos para

candidatos a raizes. Lima (1998, p. 244, grifo nosso) adverte para uma restricao dos métodos.

Apesar de seu desempenho, € bom frisar que o método de Newton, assim como o
método da secante, € um método local: exige que o ponto de partida esteja préximo da
raiz procurada. Se isso ndo ocorre, pode convergir para uma outra raiz ndo desejada
ou simplesmente ndo convergir.

Em geral, desconhecendo-se completamente a raiz, ndo é uma tarefa facil localiza-la e
isso pode ser feito, como sugere alguns autores, com o apoio de uma calculadora grafica ou

um software grafico.
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Utilizando um software para o esbog¢o do grifico do polindmio
P(x) = anx"+ an X" +a,_ox" C+ ..+ ap,

admitindo-o como uma fun¢do polinomial, torna-se possivel a determinacdo do intervalo
]a; b[, condi¢@o para o isolamento da raiz, uma das etapas para a resolu¢do numérica de uma

Equacdo Algébrica.

Assim, enquanto saber a ensinar, segundo proposi¢des noosferianas identificamos

algumas orientagdes.

a) Os polindmios sdo identificados com funcdes e ndo hd referéncia a Teoria dos
Grupos. As Equacdes Algébricas sdo igualdades de um polindmio com zero. Neste caso
poder-se-ia enfatizar que resolver uma equagdo corresponde a obter os zeros ou raizes da

funcao.
b) Devem ser valorizados os processos de aproximacao na resolucio de equacoes.

c) Ha propostas e possibilidade de se trabalhar métodos numéricos de resolugdo no

Ensino Médio: bissecdo e secante (o de Newton exige conhecimento de cédlculo diferencial).

Vejamos agora o que € proposto nos livros didaticos.

3.3.2 Estudo de Livros Didaticos

Além dos documentos oficiais (LDBEN 9394/96, os PCNEM, os PCN + , as
Orientacdes Curriculares) e das proposi¢des de matematicos noosferianos recorremos a outro
documento para conhecer a extensao da proposta de reforma do Ensino Médio. Desde 1985 o
Ministério da Educacdo - MEC, distribui livros didédticos aos alunos matriculados no ensino
fundamental da rede ptblica e, visando garantir a qualidade do ensino, a partir de 1993 passou
a analisar as obras distribuidas. Entusiasmado com a experiéncia no ensino fundamental, o
MEC decidiu ampliar a andlise e a distribuicdo de livros. Com esse propdsito surgiu o
Catdlogo do Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio: PNLEM/2005: Matematica
(Brasil, 2004 a). Para os livros didédticos de Matematica, o Programa estabelece a distribuicao
de uma colecdo composta de trés volumes, cada um dedicado ao contetido de ano, a alunos da
rede publica de ensino das regides Norte e Nordeste, para ser usada de 2005 a 2007. Apds

andlise por especialistas, foram aprovadas 11 cole¢des para escolha pelos professores. Sobre o
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aspecto metodoldgico das obras analisadas, a respeito de equacdes algébricas, os analistas

apontam que

Os processos de aproximacdo na resolucdo de equagdes assumem maior importincia
nas aplicacdes do que as férmulas, e podem ser tratados de forma acessivel ao aluno
do ensino médio. Mais amplamente o tema da aproximagdo pode ser estudado em
conexdo com o cdlculo numérico aproximado. Em especial, podem ser tratadas as
solucdes de equagdes algébricas de graus mais elevados ou mesmo de equacdes nao-
algébricas e, por fim, a determinagdo da drea ou do volume aproximado de figuras
geométricas, entre outros casos. (BRASIL, 2004 a, p. 73, grifo nosso).

No estudo dos livros didaticos, usando os conceitos de Praxeologia ou Organizacao
Matemitica, analisamos como vive tal objeto na institui¢do livro didético e no plano de aula

de professores.

Estudamos o livro "Matematica: ciéncia e aplicag¢des, volume 3" de Gelson lezzi et alli
por termos considerado o objeto Equacdes enquanto saber cientifico em um livro do mesmo
autor e porque a colecdo foi indicada no PNLEM/2005. Outra obra indicada no Programa que
também utilizamos em nosso estudo € "Matemdtica — volume 3 — ensino médio" de Smole e
Diniz (2003). Dante (2003) teve sua obra indicada no Programa e estudamos "Matemaética:
contexto e aplicagdes, volume 3" porque € o livro adotado pelos alunos que participaram da

experimentacao.

Estudo do livro ''Matematica: ciéncia e aplicacoes, volume 3" (Iezzi et alli, 2001)

O objeto Equacdes Polinomiais ou Algébricas é apresentado no capitulo 8 (p. 276-
309) dando continuidade a outro tema, Polindmios. Neste estudo explicitamos elementos
tedricos, ou seja, conforme Chevallard, elementos da tecnologia que vao justificar as técnicas

de resolucao dos exercicios.
A defini¢dao de Equacao Algébrica € a seguinte:

Equacgdo polinomial ou algébrica é toda equacdo redutivel a forma p(x) = 0, em que
p(x) = ax" + a, X" + ... + a;x + a; é um polindmio de grau n, n > 1, com
coeficientes em C e a varidvel x assume um valor qualquer em C.

(IEZZ1 et al., 2001, p. 277, grifos dos autores).
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Esta mesma defini¢do também foi dada por Caraca (1970). lezzi et al. (2001, p. 277,

grifos dos autores) apresentam o conceito de raiz:

Um ndmero complexo r € raiz da equagdo polinomial p(x) = 0, em que
p(x) = a,x" + a,x' + ... + a)x + a,, quando, substituindo x por r na equacio e
efetuando os célculos, obtemos p(r) = a,r" + a ™ + ... + a;r + ap = 0. Em outras
palavras, r € raiz de uma equacao p(x) = 0 se for raiz do polinémio p(x).

O Teorema Fundamental da Algebra, conforme vimos enunciado por D’ Alembert e

demonstrado por Gauss, também € citado sem demonstragao:

Todo polindmio de grau n, n>1, admite a0 menos uma raiz complexa.

Esse importante teorema na Teoria das Equacdes Algébricas permite a demonstracao
do Teorema da Decomposigao.
Seja p(x) um polindmio de grau n, n=1, dado por p(x) = a,x" + a, | x*' + ... + a;x + ap
(a,# 0). Entéo, p(x) pode ser decomposto em n fatores do 1.° grau sob a forma

px) =a,(x—r1y). (X —15) ... (X —1,), em que ry, 1>, ... , I, 20 as raizes de p(x) e a, € o
coeficiente dominante de p(x). (IEZZI et al., p. 278, grifos dos autores).

A conseqiiéncia imediata do Teorema da Decomposicao é que

Toda equagdo polinomial de grau n, n>1, admite exatamente n raizes complexas.
(idem, p.279, grifos dos autores)

Outras conseqiiéncias importantes sao observadas:
a) p(x) € divisivel por, individualmente, cada um de seus fatores;

b) para a divisdo de p(x) pelo fator (x — a) é possivel aplicar o dispositivo préitico de

Briot-Ruffini, estudado no capitulo 7 de Polindmios (p. 246-275) desse livro considerado.

A partir da defini¢do de raiz de uma equacdo algébrica e de propriedades dos nimeros
complexos, encontramos em lezzi et alli a demonstracdo para o Teorema das Raizes

Complexas:

Se um nimero complexo z = a + bi, com b # 0, é raiz de uma equacdo com

coeficientes reais, entdo z = a —bi também € raiz dessa equac@o. (idem, p. 288, grifo
dos autores).
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Como conseqii€ncia esse teorema traz a propriedade de que as raizes complexas ndo
reais sempre ocorrem aos pares e portanto, uma equagdo de coeficientes reais e grau impar

apresenta a0 menos uma raiz real.
Considerando-se novamente a definicdo de raiz demonstra-se o Teorema das Raizes
Racionais.
Seja a equagdo polinomial de coeficientes inteiros ax" + a X" 4 ..+ aXx + ay=0,
com a,# 0. Se o racional B, pe Zeqe Z*¥ (p e g primos entre si) € raiz dessa

equacdo, entdo p € divisor de ay e g € divisor de a,. (idem, p. 298).

O teorema nao garante a existéncia de raizes racionais de uma equagao de coeficientes

inteiros. No caso de existirem tais raizes o teorema mostra quais sdo os racionais possiveis.

H4 também nesse livro estudado outros conceitos: multiplicidade de uma raiz e
relacdes de Girard.
(...) dizemos que r é uma raiz de multiplicidade m (m = 1) da equacdo p(x) = 0 se

p(x) = (x —)".q(x); com q(r) # 0. IEZZI et al., 2001, p. 283, grifo dos autores)

As relagdes conhecidas por Relagdes de Girard, citadas em nosso estudo histérico, sdo

apresentadas da seguinte maneira em lezzi et alli (2001, p. 292)

Seja a equacdo a,x" + a, X" + ...+ ax +ay=0,coma, #0 e ry, 1, ..., I, Suas raizes
(...) vem:

an-1

4+t =— . (somadas nraizes)
n

)

Ij.Iy + 103+ Ty 0 g = (soma dos produtos das raizes tomadas2a 2)

n

apn-3

Iy 03 +1j.0p.04 +.oH Ty oIy Iy = — (soma dos produtos das raizes tomadas3a 3)

an

a
rp.Iy....r, =(-D" =0 (produtodas nraizes)
n

Com esses conceitos, defini¢des e coroldrios temos o que Chevallard identifica como
bloco tedrico-tecnoldgico [B,0] que se constitui de tecnologia representada por 0 (elementos
da teoria, resultados tedricos) e de teoria, neste caso a Teoria das Equacdes Algébricas,

representada por ©.



70

Com o objetivo de conhecer a organizacdo matemadtica referente ao objeto Equacdes
Algébricas no livro "Matemdtica: ciéncia e aplicagdes, v. 3" de Gelson lezzi et alli, fizemos o
estudo dos exercicios e resumimos as Tarefas, Técnicas e Tecnologia no quadro a seguir.
Apresentamos os tipos de tarefas propostas, a técnica de resolucdo correspondente a tarefa
bem como a tecnologia que justifica a técnica segundo a proposi¢do do livro didatico em

questao.

Estudo dos exercicios

Identificamos algumas tarefas e técnicas justificadas pela tecnologia correspondente

conforme apresentamos a seguir.

No livro ha um total de vinte exercicios resolvidos e oitenta e sete exercicios propostos
aos alunos, além de uma secdo com quarenta e dois testes de vestibulares e desafios.
Identificamos sete grupos de tarefas que denominaremos de T até T; e apresentamos a seguir
um exercicio do livro para ilustrar cada tarefa, e a nossa resolu¢do onde destacamos as

técnicas e tecnologias envolvidas.

Tarefa T, : Fatorar um polindmio ou escrever uma equagdo conhecendo-se as raizes.
Exercicio 5, p. 282: "Escreva uma equagdo do 4.° grau cujas raizes sdo 0, 2, — 3i e 3i".
Pelo Teorema da Decomposi¢ao podemos escrever

ap.(x —0)(x = 2)(x + 31)(x — 31) =0,

onde a, ¢ um nimero complexo nao nulo. Se arbitrariamente escolhermos a, = 1 e se

aplicarmos a propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adi¢do temos a equacao

x—2xP+9x2 - 18x = 0.

Tarefa T, : Resolver uma equagdo conhecendo-se uma ou mais raizes.

Exercicio 10, p. 282: "Resolva, em C, a equagdo x° — 3x% — 6x + 8 = 0, sabendo que

duas de suas raizes sao 1 e — 2."
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Conhecendo-se as duas raizes, pelo Teorema da Decomposicdo, o polindmio
correspondente a equacao ¢é divisivel por (x — 1)(x + 2) ou seja, por x> + x — 2. Efetuando a

divisdo pelo método da chave temos

X —3x*—6x + 8 X +x-2
- (x3+ X2—2X) Xx — 4
—4x*—4x + 8
(- 4x* - 4x + 8)
0

Assim,

X3—3x2—6x+8:(x2+x—2)(x—4):0:>X:IOUX:—Zoux=4.

Tarefa Ts. Escrever ou resolver uma equacdo conhecendo-se uma raiz de

multiplicidade maior que um.

Exercicio 28, p. 286: "Sabendo que a equagdo X -3 +2x —6x*+x-3=0

apresenta — i e i como raizes duplas, determine seu conjunto solugdo."

Pelo Teorema da Decomposicio temos que x° — 3x* + 2x> — 6x” + x — 3 é divisivel por
(x+i).(x—i)%, isto &,
(x+)2(x=1)? = [(x+).(x=D)]* = [P = )P = + D =x* +2x* + 1.

Fazendo a divisdo pelo método da chave e decompondo temos

X =3x"+2x° —6x* +x -3 =x*+2x*+ ).(x=3)=0 .. S={3; £i}.

Tarefa T4 : Resolver uma equacdo de coeficientes reais conhecendo-se alguma raiz

nao real (complexo imaginario).

Exercicio 43, p. 290: “(Vunesp-SP) Sabe-se que a unidade imagindria i € raiz do

polindmio real p(x) = x* = 3x% + 3x% + ax + 2. Nessas condigdes:

a) Determine o valor de a.
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b) Encontre o conjunto solucdo da equagdo p(x) =0."
Sendo i raiz do polindmio, deve verificar a igualdade p(i) = 0.

4 .3 .2 .

i'=3i"+3i"+ai+2=0 = a=-3€ IR

Como corolério do Teorema das Raizes Complexas, se a equagdo de coeficientes reais
tiver raizes complexas imagindrias, elas existirdo aos pares. Ou seja, — i, o conjugado de i,
também € raiz. O polindmio p(x) € divisivel por (X + 1 ).(x — 1), isto é, por x> + 1. Efetuando a

divisdo pelo método da chave temos:

xP =3} +3x2-3x +2 x>+ 1

- (x4 + xz) x> — 3x+2

3 +2x2—3x +2

- (=3%° ~3x)

+2x? +2

- (2% +2)

O quociente ¢ um dos fatores de p(x) e, portanto, suas raizes 1 e 2 também sdo raizes

do polindmio. O conjunto soluc¢io da equacdo p(x) =0¢S={ t1i; 1; 2}

Tarefa Ts: Resolver uma equagdo conhecendo-se alguma relacdo entre as raizes, cuja

técnica de resolugdo sao as Relagdes de Girard entre coeficientes e raizes.

Exercicio 61, p. 297: "Resolva a equagdo x” — 3x”" + 5x° — 15x” + 4x — 12 = 0, sabendo

que duas de suas raizes sdo i e 2i."

Pelo Teorema das Raizes Complexas, os nimeros — i € — 2i sdo também raizes da
equacdo de coeficientes reais. Sendo r a raiz que falta ser determinada, pela primeira das

Relagdes de Girard temos que

i+(—i)+2i+(—21)+r:—_T3:3 = r=3.
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Ainda relacionado a tarefa Ts, selecionamos o exercicio 74, um teste de vestibular, p.
298, devido ao fato de trabalhar com a representacdo grifica da funcao polinomial (fig. 5).

"(Vunesp-SP) O gréfico da figura® representa o polindmio real f(x) = — 2x>+ax’+bx+ c.

Se o produto das raizes de f(x) = 0 € igual a soma dessas raizes, qual o valorde a + b + ¢c?"

ol |

Fig. 6. Gréfico de fun¢do polinomial

Da andlise do gréifico observamos que f(0) = 3, o que implica em ¢ = 3. Se o produto e

a soma das raizes sdo iguais, entdo

O polindmio reescreve-se como

f(x) = — 2x° + 3x> + bx + 3.

. 3 . . .
Como o grafico mostra que 5 € raiz da func¢do polinomial f(x), entdo,

A A oo e

Portanto,a+b+c=3+(-2)+ 3 =4.

Tarefa Ts : Resolver uma equagao de coeficientes inteiros desconhecendo qualquer

raiz.

Exercicio 78, p. 302: "Resolva a equagdo 3x% +5x* +4x -2 =0."

® Gréfico construido com o auxilio do software Winplot.
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A tecnologia do Teorema das Raizes Racionais garante que as possiveis racionais da

equacao de coeficientes inteiros sdo do tipo p ,onde p € divisor de — 2 e q é divisor de 3:

pe {t1;42); qe (£ 1;+3); Be{i—l;iz;i—%;i—%}.
q

N

Fazendo a verificagdo no polindbmio P(x) correspondente a equagdo obtemos

P(—j = 0. Determinamos uma raiz e P(x) e efetuando a divisdo pelo dispositivo de Briot-

Ruffini temos que:

1 3 5 4 -2
3\ / ‘=
X A + v
3 6 6 0

Assim,
30+ 5x2+4x -2 = (x —%}(3# +6X+6) = 3.()( —%}(xz +2x+42).

Resta encontrar as raizes de x° + 2x + 2 = 0. Pela férmula resolutiva conhecida por

formula de Bhaskara obtemos

— 2+ = — 2471
Nt ke At AP R S R
2 2 3

Tarefa T; : Mostrar que uma equacdo de coeficientes inteiros ndo admite raizes

racionais.
Aproximando-se do objetivo da nossa pesquisa, ressaltamos o exercicio 80, p. 302:

"Mostre que a equagdo 2x° — X + 3 = 0 ndo admite raizes racionais".

Verificamos quais s@o as possiveis raizes racionais P
q
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pe {x1;£3}; qe {x1;£2}; Be{il;i?a;il;i'g}.
q 2 2

Nenhum dos valores racionais L verificados é raiz da equagdo, portanto ndo hd
q

racionais. Como a equagdo tem grau impar e um nimero impar de raizes, o coroldrio do
Teorema das Raizes Complexas garante que existe uma raiz real. A conclusdo imediata é que

se a raiz ndo € um ndmero racional s6 pode ser um ndmero irracional.
Analogamente selecionamos o exercicio 81, p. 302:

a3 ~ . .
"Mostre que a equacdo X~ — 4x + 2 = 0 ndo admite raizes inteiras."

As possiveis raizes racionais sdo os inteiros P {£1; £2}. De acordo com a defini¢ao

de raiz, fazendo a verificacdo observamos que nenhum desses valores torna a igualdade
verdadeira. Novamente, como a equagdo de coeficientes inteiros tem grau e nimero impar de
raizes e ndo ha raizes racionais, inteiras nesse caso, hd certamente uma raiz que é um nimero
irracional. Percebemos claramente que nio se pergunta se ha uma raiz real e a qual conjunto
numérico pertenceria; pergunta-se apenas se existe ou nao raiz racional. Consideramos que
isso ocorre porque as técnicas apresentadas restringem os métodos de resolugdo. Nao se
enfatiza a representacdo grafica associada a fun¢do polinomial correspondente ao polindmio e

a equacdo algébrica como ocorreu no exercicio 74 citado anteriormente.

Sintetizamos os sete grupos de tarefas, as correspondentes técnicas de resolugdo e a

tecnologia que justifica a técnica no quadro seguinte.
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Tarefas T

Técnicas T

Tecnologia

T;: Fatorar um polindmio ou
escrever uma equagio
conhecendo-se as raizes

Decomposic¢ao do polindmio
em fatores contendo as raizes

Teorema da Decomposi¢do

T,: Resolver uma equagdo
conhecendo-se uma ou mais
raizes

Decomposi¢do em fatores
contendo as raizes; divisao
pelo(s) fator(es)l; resolucao
de equacdes por métodos ja
estudados’

Teorema da Decomposi¢do;
Divisao de polindmios

T;: Escrever ou resolver uma
equagdo conhecendo-se uma
raiz de multiplicidade maior
que um

Decomposi¢ao e/ou divisao
pelos fatores contendo raizes
iguais

Multiplicidade de uma raiz;
Teorema da decomposicao

T4: Resolver uma equagdo de
coeficientes reais
conhecendo-se alguma raiz
ndo real (complexo
imaginario)

Aplicacdo do teorema das
raizes complexas;
decomposicdo do polindmio;
divisdo pelo método da
chave’

Teorema das raizes
complexas;

Teorema da decomposicao

Ts: Resolver uma equagdo
conhecendo ou aplicando
alguma relacdo entre as
raizes e coeficientes

Aplicacdo das relagdes de
Girard; aplicagdo do teorema
das raizes complexas

Relacdes de Girard; teorema
das raizes complexas

Te: Resolver uma equagdo de
coeficientes inteiros
desconhecendo qualquer raiz

Pesquisa das possiveis raizes
racionais; verificacdo em
p(x) = 0; divisao pelo fator

X —r sendo r uma raiz
racional; fatoracdo do
polindmio; resolucdo da
equacgdo de grau menor

Teorema das raizes racionais;
divisdo de polindmios;
teorema da decomposi¢do

T7: Mostrar que uma equagao
de coeficientes inteiros niao
admite raizes racionais®

Pesquisa das possiveis raizes
racionais; verificacdo em
p(x) =0

Teorema das raizes racionais;
defini¢do de raiz; teorema
das raizes complexas

Tabela 1. Tarefas, técnicas e tecnologia

Do quadro-resumo ressaltamos que: (1) Quando a divisdo for por um bindémio do 1.°

grau, € possivel aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini estudado na divisdo de Polindmios; (2)
Para a resolucao de equagdes de 1.° e 2.° grau (incluindo equagdes biquadradas e irracionais)
os métodos sdo estudados, respectivamente, na 6. e 8.* série do Ensino Fundamental; (3) A
divisdo pelo método da chave também € estudada em Polindmios; (4) Se uma equacgao de
coeficientes inteiros ndo possui raiz racional e for de grau impar, da conseqiiéncia do teorema

das raizes complexas, pode-se afirmar que pelo menos uma raiz € irracional; se o grau for par,
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nada se pode afirmar sobre as raizes: se sdo irracionais ou se sdo numeros complexos
imaginarios.
Caracterizando a Organizacdo Matemética dos outros livros diddticos estudados,

apresentamos os resultados a seguir.
Estudo do livro didatico '"Matematica — volume 3 — ensino médio'' (Smole e Diniz, 2003)

Na obra "Matemadtica — volume 3 — ensino médio" de Smole e Diniz (2003), o objeto
Equagdes Polinomiais (ou Algébricas) é apresentado como saber a ensinar na Unidade 10, p.
255-276. As definicdoes e teoremas (tecnologias) sdo apresentados em uma seqiiéncia
semelhante a da outra obra que estudamos: definicio de Equacdo Polinomial e raiz; teorema
fundamental da Algebra e teorema da decomposicdo; multiplicidade de uma raiz; relacdes de
Girard; raizes imagindrias (teorema das raizes complexas); pesquisa de raizes racionais.
Observamos que além da apresentacdo dos conceitos tedricos hd similaridade com a obra de
Iezzi et alii quanto aos exercicios. Ha treze resolvidos pelas autoras e quarenta e seis

exercicios propostos aos alunos.

Identificamos o mesmo conjunto de sete tarefas apresentadas na outra obra analisada e

uma nova tarefa que denominaremos Ts.

Tarefa Ts : Verificar se certos valores sdo raizes.

Exemplificamos com o exercicio 1, p. 257. "Quais dos seguintes nimeros: 0, — 1, 1,

l , 2, —1,1, 2i, sdo solugdes da equacao 2x° — (l+2i)x2 +@+1)x-2=07"

A técnica de resolucdo consiste em aplicar a definicdo de raiz, ou seja, substituir os

valores no polindmio correspondente a equagdo para verificar a igualdade P(x) = 0.

Dentre os exercicios apresentados como tarefas, devido a relagdo com o objetivo de
nossa pesquisa, mostramos a resolu¢do do exercicio 40, p. 272, referente a tarefa T;: "Mostre

que a equacdo X" + 2ax + 2 =0, com a€ Z e ne N, n>2, ndo admite raizes inteiras".



78

De acordo com a tecnologia do Teorema das Raizes Racionais, as possiveis raizes

racionais P s@o os inteiros {£ 1; = 2}. Nas condi¢des dadas, pela definicao de raizes, temos:

q

1"+2a+2=0 = a:—%e Z;

-D"-2a+2=0 = a:%eéz;
P 1424220 = a=— 212 ¢ 7.
2 —da+2=0 = a:#ez

O exercicio pede para mostrar a inexisténcia de raizes racionais inteiras € ndo exige
outras consideracdes. Por exemplo, no caso particular de n ser impar (n = 2), a equagdo nao
admitird uma raiz inteira mas admitird uma raiz irracional pois o grau serd impar (tecnologia
do teorema das raizes complexas e coroldrio). Observamos isso como uma restricdo imposta

pelos métodos propostos no livro didatico.

Assim como fizemos no estudo do livro didatico anterior elaboramos um quadro-

resumo com tarefas, técnicas e um exemplo de tarefa, conforme o anexo 1.

Outra obra que consideramos foi de Dante (2003) cujos resultados apresentamos a

seguir.

Estudo do livro didatico '"Matematica: contexto e aplicacoes, volume 3'' (Dante, 2003)

Escolhemos a cole¢do que é adotada na escola onde aplicamos nossa Seqiiéncia
Didatica e cujo autor foi indicado pelo PNLEM/2005. Trata-se do livro diddtico "Matematica:
contexto e aplicacdes, volume 3" de Dante (2003). As Equagdes Algébricas sdo apresentadas
como as se¢des 8 e 9 (p. 171-193) do capitulo 5. A definicio de Equacdo Polinomial ou

Algébrica e raiz nao difere dos outros autores que estudamos.



79

Denomina-se equagdo polinomial ou algébrica toda equagdo que pode ser escrita na
forma:

aX" + X"+ o+ X0 + 21X + a9 =0 (com a, # 0)

em que o0s a; (ay, ay 1, ..., a2, 4j, 3p) 30 elementos do conjunto dos nimeros complexos,
n € N*en é o grau da equacdo. (DANTE, 2003, p. 171)

A raiz o ou zero da equagdo é o valor que substituido em lugar de x satisfaz a
igualdade. Dante refere-se aos Polindmios ao afirmar que determinar as raizes de uma
equacgdo corresponde a resolver equacdes da forma p(x) = 0, em que p(x) € um polindmio.
Como em lezzi et alii e em Smole e Diniz, a seqiiéncia de apresentacdo dos saberes a ensinar
(tecnologias) referente ao objeto Equacdes é similar: Teorema Fundamental da Algebra e
Teorema da Decomposi¢ao; Multiplicidade da raiz; Relagcdes de Girard; Pesquisa de Raizes

Racionais; Teorema das Raizes Complexas; e métodos numéricos para resolucdes de

equagoes.
Em métodos numéricos, Dante (2003, p. 187) apresenta o Teorema de Bolzano.

Se, para o e P nidmeros reais, tivermos p(a) e p(B) com sinais contrarios, isto &,
p(a).p(B)< 0, entdo existe uma raiz real no intervalo Ja; B[. (...) Podemos melhorar a
qualidade da estimativa, calculando p(m) tal que m seja o ponto médio do intervalo
Joi; B[. Assim, p(m) = 0 ou p(m) # 0, de tal forma que p(m).p(a) < 0 ou p(m).p(B) < 0.
Entédo, podemos gradativamente reduzir o intervalo até obter a precisdo desejada.

Dentre os trés livros didaticos estudados, somente este apresenta uma proposta de
ensino de um método numérico de resolucdo de equacdes algébricas, embora de um total de
vinte e um exercicios resolvidos e sessenta e um exercicios propostos na se¢iao haja apenas
dois resolvidos e um proposto com esse método numérico, mesmo o autor afirmando que na
pratica, nem as equagdes de 3.° e 4.° graus sdo resolvidas por métodos algébricos, ou seja, por

férmulas e que o comum € utilizar métodos numéricos.

Observamos que as tarefas e técnicas utilizadas para a resolucdo dos exercicios sao
semelhantes as dos outros dois livros didéticos estudados. Os exercicios podem ser agrupados
no mesmo conjunto de oito tarefas da obra de Smole e Diniz. Nao aparecem as tarefas T,
(fatorar um polindmio ou escrever uma equacao conhecendo-se as raizes) e T; (mostrar que
uma equacdo de coeficientes inteiros ndo admite raizes racionais). O anexo 2 consiste no
quadro-resumo com as tarefas e técnicas encontradas no livro. Identificamos uma nona tarefa

que denominaremos To.
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Tarefa Ty : Resolver uma equagdo pelo método numérico da bissegao.

Para exemplificar a tarefa Ty resolvemos o exercicio 121, item b, p. 188:
"Descubra uma raiz real pelo método da bissecdo, usando uma calculadora ou planilha
eletronica: X’ — x> + 16 =0."

Inicialmente notemos que ndo foi dado o intervalo de localizacdo da raiz. Sendo

p(x) =x" — X° + 16 = 0 uma equacdo de coeficientes inteiros e grau impar isso significa que ha

pelo menos uma raiz real. As possiveis raizes racionais sao P e {£1;£2;+4;+£8;x16}. A
q

trabalhosa substitui¢do dos valores mostraria que nenhum deles é raiz. Portanto a equagao

admite uma raiz irracional que pode ser determinada pelo método proposto da bissecdo.

Consideremos alguns valores inteiros como possiveis extremos do intervalo onde se

encontra a raiz.

p(H)=p0)=p(=1)=16>0
p-2)=-8<0

H4é uma raiz no intervalo |- 2; — I[. O ponto médio do intervalo é — 1,5.
p(-1,5=11,78>0

Logo, hd uma raiz no intervalo |- 2; — 1,5[ e o ponto médio ¢é — 1,75.
p(-=1,75)=494>0

Entre — 2 e — 1,75 existe uma raiz; o ponto médio do intervalo é — 1,875.
p(-1,875)=-0,58 <0

Como p(- 1,875) < 0 e p(— 1,75) > 0, hd uma raiz no intervalo ]- 1,875; — 1,75[ e o
ponto médio é — 1,8125. Repetindo-se esse processo mais algumas vezes chegaremos ao valor

aproximado de — 1,863.
p(-1,863) = 0,02

Em primeiro lugar notemos as tentativas aleatérias de se obter os extremos do
intervalo onde se localiza a raiz substituindo-se valores no polindmio correspondente para se
comparar os sinais e aplicar o teorema de Bolzano. Em segundo lugar o método numérico da

bisse¢do é um processo trabalhoso. A préxima figura’ mostra tanto a possibilidade de

" Esbogo do grifico construido com o auxilio do software Winplot
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identificar o intervalo em que se localiza a raiz quanto o seu valor aproximado (menu “one” e

op¢do “zeros” do software Winplot; resultado — 1,86348).

EIEY
File Equa View ©One Two Btns Misc Help
x
x'5-x"3+16
¥ = -1.86348
next save | X as E
u
3
E*Ini(iarl“ = L‘s] m H Inbux-Mi...I Dissertagm | aTEmpUrériUs”HWinPIot 4]6@5 2050

Fig. 7. Gréfico da fun¢do polinomial e indicacdo de uma raiz real

Como o objetivo no ensino do objeto Equacdes € que o aluno desenvolva
competéncias relacionadas ao proprio cdlculo numérico valorizando o processo € ndo apenas
o resultado, o uso do software nesse caso ndo € para obter a raiz da equagdo ou o zero da

func¢do polinomial, mas deve ser para apoiar a técnica de resolucdo.

Conclusio sobre o estudo dos livros didaticos

O estudo que fizemos dos trés livros didaticos mostra que dentro do processo de
Transposicdo Didética os polindmios sdo relacionados indistintamente com as funcdes
polinomiais, no entanto a representacdo grafica dessas fun¢des nao € enfatizada. Resolver
uma equagdo algébrica corresponde a obter a raiz do polindmio ou o zero da fungdo

polinomial correspondente a equagao.
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Sabemos que nao hd método algébrico (férmula) para a resolu¢do de equagdes de grau
maior que 4. Na praxeologia matemdtica dos livros estudados, as tarefas e técnicas sobre a
resolucdo de equagdes remetem a situagdes especificas e ndo a situagdes gerais como
historicamente também ocorreu nas primeiras tentativas de resolu¢do de equacdes cubicas e
quérticas. Nesse sentido poder-se-ia explorar os métodos numéricos, apoiados por
representacdo grafica, para ampliar as técnicas de resolu¢do de equagdes. Nos trés livros
considerados, de um total de 54 exercicios resolvidos e 194 exercicios propostos encontramos
apenas 6 exercicios discutindo a existéncia de raizes reais fora do conjunto dos racionais ou
seja, admitindo a existéncia de raizes irracionais, sendo que apenas 1 exercicio resolvido e 1

proposto pede para se obter tal nimero irracional em equagdes de grau maior que 2.

Portanto, considerando o objeto Equacdes Algébricas nao houve a ampliacdo do
método e do conjunto numérico para a resolucao das Equacdes nos livros didaticos estudados,
conforme sugerem Carneiro (1999), Lima (1998), os PCN (Brasil, 1999). Sem a insercao de
programa computacional que auxilie a representacdo grifica das funcdes polinomiais
correspondentes as equagdes, a proposta de utilizacdo da tecnologia informdtica (Borba e

Penteado, 2001) também fica limitada.

Concordamos com a opinido da equipe de analistas do PNLEM/2005 em que se
reconhece que o livro didatico ndo € o inico, mas é um importante instrumento mobilizado no
processo ensino-aprendizagem. Os analistas sugerem que no livro haja atividades que
empreguem outros recursos, sejam materiais concretos, instrumentos de medicdo e construcao

de figuras, jogos e recursos tecnoldgicos como calculadora e computadores.

Um outro elemento tecnoldgico de importancia inegdvel € o computador. Num livro
didatico podem ser propostas atividades que empreguem o computador como meio
auxiliar na aprendizagem de conceitos e procedimentos matemadticos, bem como
atividades que auxiliem a formac@o do aluno para o mundo do trabalho. Algumas
dessas atividades podem ser apontadas: explorar a articulacdo entre a representacdo
grafica e algébrica de fungdes; utilizar a planilha eletronica para auxiliar a
compreensao de vdrios contetidos mateméticos, como férmulas, grificos, entre outros;
fazer uso dos programas de geometria dindmica nas construgdes geométricas e na
formulag@o de conjecturas de propriedades pela observacdo de padrdes geométricos.
H4 de se ter o cuidado de n3o impedir que o aluno que ndo disponha desse
instrumento tenha dificuldade em seguir a proposta pedagdgica do livro didatico.
(BRASIL, 2004 a, p. 78)

Em conclusdo, percebemos que o uso de recursos tecnoldgicos — calculadora e
computador — muitas vezes nem chega a ser cogitado nos livros diddticos, mesmo naqueles

recomendados pelo Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio — PNLEM/2005.
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Conclusao do Capitulo 3

No plano histérico da producdo intelectual dos conceitos inerentes a Equagdes
Algébricas pudemos perceber os problemas reais e as dificuldades na elaboragdo dos
conhecimentos. Na génese desses conhecimentos, em al-Khowarismi, estava a necessidade de
se resolver problemas praticos relacionados ao comércio e a particao de terras, por exemplo.
Na seqiiéncia, parece-nos que o desenvolvimento dos conceitos ocorreu de forma quase
espontianea e foram impulsionados novamente por questdes mais complexas como as da

astronomia.

Enquanto saber cientifico, em Algebra, os Polindmios sdo estudados como seqiiéncias
em um anel. As raizes r de um polindmio P(x) surgem no caso de se ter P(r) = 0. Nos cursos
superiores os métodos de resolugio de Equacdes Algébricas ndo sio estudados em Algebra
como seria de se supor at¢é mesmo pelo desenvolvimento histérico. Concluimos que da
maneira como se estudam as Equacdes Algébricas no atual Ensino Médio, elas sdo uma
criacdo didatica ao se definir P(x) = 0 e tornam-se um objeto de estudo em si mesmo sendo
suficiente alguma relacdo com polindmios sem ampliacdo de métodos (técnicas) e conceitos

(tecnologias).

Do saber cientifico para o saber a ensinar, estudando a Organizagdo Matemdtica em
livros didaticos constatamos como principal tarefa a resolucdo de equacdes em que as raizes
sd0 ndmeros inteiros ou imagindrios em detrimento dos nimeros racionais e mais ainda dos
nimeros irracionais. Estes estdo presentes em tarefas em que ndo se pede o valor aproximado
da raiz irracional, mas que apenas se confirme se existem ou ndo raizes racionais. Apenas em
Dante (2003) encontramos trés exercicios em que se pedia para determinar raizes irracionais
por aproximagdo pelo método numérico da bissecdo. As principais tecnologias que justificam
a aplicacdo das técnicas sdo o teorema fundamental da 4lgebra, o teorema da decomposicao
(fatoracdo), a divisao de polindmios, usando-se principalmente o algoritmo de Briot-Ruffini,

teorema das raizes complexas e pesquisa das raizes racionais.

Assim, pelo estudo realizado nesses livros diddticos encontramos o objeto Equacdes
Algébricas reduzido a um conjunto especifico de tarefas sem atender as proposicoes
noosferianas de ampliar métodos de resolu¢dao e de ampliar os conjuntos-solucdo dentro de

conjuntos numéricos. Havendo essa reducdo, consideramos que nesses livros ndo ha
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exercicios que efetivamente valorizem a utilizacio de recursos tecnoldgicos, sejam

calculadoras ou programas computacionais.
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Capitulo 4: EXPERIMENTACAO

Conforme consta nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, para a
Matemadtica vé-se a possibilidade de ir além da descri¢do da realidade e da elaboracdo de
modelos, evitando a simples memorizacdo dos algoritmos, valorizando a presenca dessa
ciéncia no desenvolvimento de habilidades de cardter geométrico, grifico e algébrico entre
outros. O ensino da Matemdtica relacionado ao uso do computador, por exemplo, enquanto
um instrumento relevante, devem possibilitar o desenvolvimento de habilidades e
procedimentos. Sobre o computador, este também ¢é indicado como meio auxiliar na
aprendizagem de conceitos matemdticos e sugere-se que sejam trabalhadas atividades em
livros didéticos que fagcam uso desse recurso (Brasil, 2004 a, p.78). Sobre a resolucdo de
equagoes, foi assinalado que os processos de aproximagdo assumem maior importancia nas
aplicacdes do que as férmulas (Brasil, 2004 a, p.73) e autores de obras dirigidas a professores,
em formacao inicial ou continuada, apontam métodos numéricos como outras formas de se

trabalhar a resolucio das equagdes como apresentamos no capitulo 3.

Lima (1999) j4 mostra a possibilidade de resolucdo de equagdes ctibicas utilizando as
conicas no método geométrico de Omar Khayyam, com as construcdes geométricas realizadas
em um programa computacional. Dentro dessas possibilidades ja mencionadas e aqui
reapresentadas, elaboramos a hipétese de que com o uso de um software gréafico € possivel
ampliar os métodos freqiientes de resolucdo de equagdes algébricas em geral, sobretudo as
equagdes cujas solugdes sejam nimeros irracionais, ou seja, valores ndo exatos, para os quais
nao ha métodos algébricos. Dessa forma se ampliaria o ensino das resolu¢des por meio de
propriedades e algoritmos encontrados nos livros didéticos, e seria possivel explorar outros

métodos numeéricos.

Elaboramos uma seqiiéncia didatica a qual apresentamos a seguir onde mostramos que
€ possivel introduzir o método numérico da bisse¢do no Ensino Médio com o apoio de um

programa computacional.
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4.1 Apresentacio da Seqiiéncia Didatica

A seqiiéncia didatica organizada e aplicada é constituida de trés exercicios listados a

seguir.

Seqiiéncia Didatica

1. Obtenha, no conjunto dos complexos, as raizes do polinémio P(x) = — 2x” + 3x* — 2x + 3.

. . ~ . . 3
2. Considere a seguinte equacio polinomial: x*+2x’ +x*—x-6=0.
a) Mostre que esta equagdo tem uma raiz racional e encontre esta raiz.
b) Mostre que esta equacio tem uma raiz irracional.

3. Teorema de Bolzano: "Seja a equacgdo P(x) = a,x" + a X" +..4a,X + ap = 0 com coeficientes
reais. O nimero de raizes reais situadas no intervalo aberto ]a; b[ é impar, se P(a).P(b) < 0, ou
seja, se o valor do polindmio para x =a e para x =b tém sinais contrdrios; € par (inclusive zero,
isto é, nenhuma raiz real no intervalo ]a; b[ ) se P(a).P(b) > 0, ou seja, se o valor do polindmio
para x = a e para X = b t€m sinais iguais."

Determine as raizes da equagio X + x + 1 = 0.

Os dois primeiros exercicios podem ser resolvidos por métodos rotineiros com a
aplicacdo das técnicas estudadas no Ensino Médio. O terceiro exercicio, em uma situacao que
caracterizamos como a-didédtica, segundo a teoria de situagdo de Brousseau, exige uma
informacdo (dado) que o aluno ird identificar usando o software grafico, cujo uso

apresentaremos na andlise a priori.

Para o estudo dos exercicios da seqiiéncia consideramos os elementos tarefa, técnica, e
tecnologia da Organizagdo Matematica de Chevallard. As tarefas apresentadas sdo resolver
equagoes algébricas de grau maior que 2 incluindo as subtarefas de resolver equagdes de 1.° e
de 2.° grau. As técnicas, justificadas pelas respectivas tecnologias, necessérias a resolugio das

tarefas sdo substituicdo de valores no polindmio P(x), divisdo de polindmios pelo algoritmo
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de Briot-Ruffini, fatoragdo, pesquisa de raizes racionais, teorema das raizes complexas e

teorema de Bolzano.

Constatamos a presenca, em livros diddticos e em exames vestibulares, de questdes

sobre equagdes algébricas cujas solugdes, na maioria delas, sdo os nimeros inteiros (— 1) ou

. Lo 1 1 o .. A
(1), Oou OS nNumeros racionais (—E ou 5 . No primeiro dos exercicios da sequencia,

~ ~ . 1 .
propusemos uma equagdo onde uma das solucdes fosse o nimero racional (E , diferente

daqueles costumeiramente encontrados.

No item (a) do segundo exercicio, novamente pedimos a solucdo racional, diferente
daquelas que sdo freqiientes; no item (b) perguntamos sobre a existéncia ou ndo de uma raiz
irracional, e ndo pedimos que o aluno descobrisse, no papel, algebricamente, qual seria essa

solucdo, da mesma forma que aparece em livros e vestibulares.

Finalmente, no terceiro exercicio pedimos a resolu¢do de uma equacgdo algébrica cuja
unica solucdo real € um numero irracional, apresentando o Teorema de Bolzano, uma
propriedade apresentada em livros didéticos e estudada pelos alunos da 3.* série do Ensino

Médio que participaram da nossa pesquisa.

Desconsideramos as tarefas onde se aplica a técnica de "relacionar coeficientes de uma
equacdo algébrica e as raizes" (complexas sejam reais ou imagindrias), apoiadas na tecnologia
"Relacdes de Girard". Privilegiamos as tarefas de resolver equagdes algébricas, discutir a
existéncia de raizes irracionais e, existindo tal numero irracional, encontrar um valor
aproximado para ele pois 0 objetivo de nossa pesquisa ¢ ampliar os métodos de resolugdo por
processos algoritmicos para resolucdo por um método numérico apoiado ainda por um

software gréfico.

Na andlise a priori apresentamos explicitamente cada técnica possivel de ser usada e a

tecnologia que justifica cada técnica.
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4.2 Coleta de Dados

A seqiiéncia didatica foi aplicada em inicio de dezembro de 2005 a cinco duplas de
alunos, estudantes do Ensino Médio, de um colégio particular em Curitiba, Parana.
Denominaremos as duplas da seguinte forma: dupla 1, alunos G e C; dupla 2, alunos A e M;
dupla 3, alunos J e Y; dupla 4, alunos E e D e dupla 5, alunos F e Ge. Os alunos J e Y
estudavam na 2.* série com o professor B de Matemdtica e ja haviam trabalhado com o
contetido; todos os demais foram alunos do professor B em 2004 quando estudaram o
conteddo referente a essa seqiiéncia didatica; em 2005 eram concluintes do Ensino Médio, em
turmas diferentes, onde revisaram e aprofundaram o conteido com o professor C. Na

resolucao dos exercicios foi permitida a consulta ao livro didatico.

Ao todo, a seqiiéncia durou cerca de trés horas-aula. Durante a aplicacdo da seqiiéncia,
cada dupla foi acompanhada por um observador, que designaremos por O. O professor fez o

papel de mediador durante a aplicagdo e suas intervencdes identificamos por P.

A resolucdo dos exercicios da seqiiéncia de cada dupla foi registrada em papel por um
dos alunos, conforme Anexo 2, e os didlogos foram gravados em fita cassete e depois
transcritos dando origem aos protocolos conforme Anexo 3. Na execucdo do terceiro
exercicio (duragdao de cerca de uma hora), primeiro deixamos que os alunos tentassem
resolver com papel e 1apis e depois permitimos que utilizassem, por dupla, um computador e o

software. Encerramos a aplicacdo da seqiiéncia ap6s as trés horas-aula.

4.3 Apresentacao do Software

Em nossa pesquisa pretendemos utilizar o software Winplot. Este é um programa
freeware, ou seja, é distribuido gratuitamente pois foi tornado publico por seus autores (Barufi
e Lauro, s/d). O seu criador, Richard Parris, tem controle de sua distribui¢cao e do direito de se
fazer novas versodes. O Winplot encontra-se disponivel na internet, sendo possivel efetuar um
download do endereco http://www.exeter.edu/~rparris, ou ainda na pdgina do Laboratério de

Ensino de Matematica do Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo,
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http://www.ime.usp.br/~leo/free.html . Em Brandao e Faria (2002, p.2) encontramos mais

algumas informacdes sobre o software.

Suas principais caracteristicas estdo agrupadas nas categorias 2D e 3D,
respectivamente, duas e trés dimensdes. O programa pode tracar graficos de fungdes
em coordenadas polares ou retangulares e também na forma paramétrica ou implicita
(do tipo f(x,y)=0). O Winplot ainda pode realizar animag¢des (variando parametros da
equagdo) e fazer graficos de derivadas ou integrais.

O programa foi escrito em 1985 em linguagem C e rodava no ambiente DOS. A versdo
para o ambiente Windows 98 foi criada em 2001 e escrita em linguagem C**. O programa é
numérico e nao algébrico e por isso utiliza-se de algoritmos aproximativos, o que implica em

alguma demora dependendo do microcomputador utilizado.

Um algoritmo pode ser conceituado como uma seqiiéncia de procedimentos que em
seu decurso fornece a solu¢do para um dado problema. Os procedimentos “devem aparecer
em um numero finito e serem executdveis mecanicamente com uma quantidade limitada de
esfor¢o.” (Claudio e Marins, 2000, p. 18) O computador sé pode auxiliar na solucdo de um
problema se for fornecida a seqiiéncia de etapas e operagdes de modo formal, se for fornecido
um algoritmo. Um programa numérico, como o Winplot, é constituido por algoritmos
numéricos, isto é, as operacdes aritméticas {+, —, *, / } formam a esséncia do algoritmo, cujo

objetivo € obter resultados numéricos.
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4.4 Analise a priori dos exercicios da seqiiéncia didatica

Apresentamos a andlise a priori de cada exercicio explicitando as técnicas utilizadas

freqlientemente.

Analise a priori do Exercicio 1

Exercicio 1

Obtenha, no conjunto dos complexos, as raizes do polindmio P(x) = — 2x° + 3x* — 2x + 3.

Essa atividade corresponde a tarefa "obter as raizes de um polindmio de grau maior

que 2" ou "resolver uma equacao algébrica de grau maior que 2".

Supomos a priori que os alunos tentardo resolver primeiramente usando a técnica de
"substituir valores freqiientes", que ndo levard a solucdo. Frente ao insucesso, outras técnicas
como a "fatoracdo" e a "pesquisa das raizes racionais", acompanhadas de outras técnicas de
resolucdo de equagdes quando os fatores da expressdo forem polindmios do 1.° ou 2.° grau,

serdo evocadas. Vejamos as resolugcdes possiveis a priori.

Técnica 1 - Substituicio de valores inteiros e racionais freqiientes

Supomos que essa técnica serd utilizada pela €nfase que é dada a mesma nos livros

didaticos.

"y 1 - e
Se forem substituidos os valores — 1, 1, —5 ou E ndo se verificard a igualdade

P(x) = 0. Portanto, segundo a definicdo, nenhum desses valores testados com freqiiéncia pelos

alunos, serd uma raiz do polindmio.
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Técnica 2 — Fatoraciao do polindmio

Pelo teorema fundamental da Algebra e pelo teorema de D'Alembert®, todo polindmio

pode ser fatorado em bindmios do primeiro grau.
Sendo dado P(x) = — 2x7 + 3%x% — 2X + 3, temos que P(x) =0, entdo,
—2xP+3x%-2x+3=0
Pela propriedade distributiva temos:
~x°.(2x =3)~ (2x—3) =0 e assim,
2x-3).(-x"= 1)=0
Portanto pela propriedade do anulamento nos nimeros reais temos que:
2x-=3=0 ou —x*-1=0
Considerando 2x — 3 = 0, pela condi¢ao da existéncia do simétrico e do inverso,
temos:

2x-3=0—>x= % (raiz racional)

Considerando — x* — 1 = 0, pela condicdo da existéncia do simétrico e da definicdo de

radiciacdo temos:
—x’— 1=0—->x"=—1->x==%i (raizes complexas imaginarias)

. A ~ 3 .
Portanto, as raizes do polindmio P(x) sdao 5 e i
Observemos que as solugdes sdo diferentes das rotineiras propostas nos livros

didaticos.

¥ Teorema de D’ Alembert: Se r é raiz de p(x) entdo p(x) é divisivel por x — .
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Técnica 3 — Pesquisa de Raizes Racionais, Divisao de Polinomios e Fatoracao

A terceira técnica é um conjunto envolvendo a Pesquisa de Raizes Racionais, a

Divisao de Polindmios e a Fatoragao.
Pesquisa de Raizes Racionais

Essa técnica € justificada pelo ja citado teorema das raizes racionais.

Seja a equag@o polinomial de coeficientes inteiros a,x" + a X"+ . +ax+a=0,
com a, # 0. Se o racional B, pe Zeqe Z¥ (p e g primos entre si) € raiz dessa

equacdo, entdo p € divisor de ay e g € divisor de a,. (IEZZI et al., 2001, p. 298).

Sabemos que obter as raizes do polindmio P(x) implica em determinar as raizes da

equagao algébrica P(x) = 0.

Sendo P(x) =— 2x% +3x2 = 2x + 3, consideremos a equagdo — 2x% +3x2 = 2x + 3= 0,
onde os coeficientes sdo ap = 3 e a, = — 2. Assim temos a relacao dos valores de p (divisores

inteiros de ap = 3): p € {* 1;+ 3}; e arelacdo de valores de q (divisores inteiros de a, = —2):

qge {f1;x2}. Desse modo obtemos ao conjunto de valores B, candidatos a raiz da equagdo:
q

P {il;if&;i
q

o | =
I+
N | W
%/_/

- 3 .
Substituindo alguns dos valores P temos que 5 é raiz da equacao

—2x>+3x*—2x +3=0 pois

Aol Ao
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Divisdo de polinomios

Aplicando o algoritmo da divisdo de polindmios obtemos o quociente, um outro fator
do polindmio, de grau uma unidade menor que o grau do mesmo. A divisao pode ser feita
pelo método geral da chave ou no caso particular do divisor ser um polindmio (ax + b) pode

ser usado o algoritmo de Briot-Ruffini.

1) Método da chave

S0P 4 3x% - 2x + 3 X_%
f ~
- (- 2x° + 3X2) —2x?
0 —-2x + 3
2+ 3x2 - 2x + 3 X

o
N TP w

- (- 2x° + 3X2) - 2X

0x> + 0x> — 2x + 3

- (- 2x + 3)

0x+ O



i1) Algoritmo pratico de Briot-Ruffini —

raiz obtida

coeficientes da equagdo de grau n

—— A~
3 2 3 -2 3
2 !
JE
A
) 0
3 -2 3 -2 3
2 Y
\~~~\‘~~ e ,/’ ;:
T-a
) 0 )
3 -2 3 -2 3
2 - ol
) N 0
N — _

Por qualquer um dos métodos, a divisao do polindmio (- 2x% + 3x% — 2x + 3) por

coeficientes do quociente de graun — 1

(x - %j resulta no quociente (— 2x% — 2).
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Fatoragao

A divisdo exata do polindmio P(x) por um bindmio (ax — b) resulta em um quociente
q(x) e, portanto P(x) = (ax — b).q(x). Assim, a equacdo algébrica P(x) = 0 equivale a
(ax — b).q(x) = 0. Novamente, utilizando a propriedade do anulamento nos nimeros reais, do

simétrico e do inverso e a definicdo de radiciacdo temos:

(x —%).(—2# -2)=0

3 3
x——=0—>x=—ou
2 2

2

22+ 0x-2=0 > xX*’=-1 - x=+1i

, oA _ 3 i
Portanto, as raizes do polindmio P(x) sao 5 =l

Conforme vimos, nesse nivel de ensino podem ser utilizadas trés técnicas das quais
duas levam a resolucdo: fatoragdo e o conjunto iniciando pela pesquisa de raizes racionais.
A técnica da fatoracdo € justificada pelos elementos da tecnologia: Teorema Fundamental da
Algebra e Teorema de D'Alembert com o apoio de propriedades como a distributiva, a do
anulamento, e da condi¢do de existéncia do elemento simétrico e inverso. A técnica da

pesquisa de raizes racionais justifica-se pela tecnologia: Teorema da Pesquisa de Raizes

Racionais.



96

Analise a priori do Exercicio 2, item a

Exercicio 2

. . ~ . . 4 3 2
Considere a seguinte equagdo polinomial: x™ +2x" +x —x-6=0.
a) Mostre que esta equacio tem uma raiz racional e encontre esta raiz.

Essa tarefa consiste na discussao da existéncia de raizes reais e a tarefa de obten¢ao da
raiz de uma equacdo polinomial ou algébrica. Em nossa andlise a priori, consideramos as

técnicas de substituicdo de valores e de pesquisa de raizes racionais.
Técnica 1 — Substituicao de valores

A partir da defini¢cdo de raiz busca-se, por tentativa, descobrir um valor que torne
verdadeira a igualdade P(x) = 0. Os valores racionais inteiros mais freqiientes sdo (— 1), 1,

(= 2), 2. Por substitui¢dao na equacao verifica-se que (— 2) € solu¢do da mesma.
Técnica 2 — Pesquisa de raizes racionais

Inicialmente buscamos os possiveis valores racionais utilizando a técnica da pesquisa

de raizes justificada pela tecnologia do Teorema das Raizes Racionais.

Relacionamos os valores de p (divisores inteiros de ap = — 6) e de q (divisores inteiros

de a, = 1) e determinamos o conjunto de valores R, que € relacdo de possiveis raizes

racionais.

pe{x1;£2;£3;+6}; qe {£1}; P e {x1;£2;£3;£6}
q

E possivel verificar se algum desses valores € raiz por substitui¢do ou pela divisdo

segundo o método da chave e o dispositivo de Briot-Ruffini que apresentaremos.
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1) Verificacdo por substituicdo
Pela técnica de substituir valores, apoiada na tecnologia da defini¢do de raizes,

verificamos no conjunto dos valores p que (- 2) é raiz da equacdo:
q

2" +2. (-2 +(=2*-(=2)-6=0 = oracional (- 2) é raiz.
ii) Algoritmo de Briot-Ruffini

O algoritmo de Briot-Ruffini para a divisao permite que se verifique se um valor é

raiz, apoiado no teorema de D'Alembert.

Analise a priori do Exercicio 2, item b

Exercicio 2

Considere a seguinte equagio polinomial: x*+2x* +x*—x-6=0.
b) Mostre que esta equagdo tem uma raiz irracional.

Ap6s termos encontrado a raiz racional (— 2), para obter as demais raizes, dividimos o
polindmio correspondente a equacdo por (x + 2). A divisdo pode ser feita pelo método da
chave ou por Briot-Ruffini, 0 qual apresentaremos. Obtido o quociente, um polindmio de grau
3, fatoramos a expressdo efetuando a multiplicagdo do divisor pelo quociente. As demais
raizes serdo as raizes do quociente e para obté-las repetimos as técnicas descritas

anteriormente: pesquisa de raizes e substituicao de valores.
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Técnica — Divisao, fatoracao e pesquisa de raizes racionais

Aplicamos a técnica do dispositivo pratico de Briot-Ruffini (divisdo de um polindmio
de grau n por um bindmio da forma ax + b), a partir da raiz racional que foi obtida, para obter

outro fator, de grau n —1, do polindbmio.

O quociente é o polindmio x° + 0x* + x — 3. Devemos resolver a equaco
X +0x°+x-3=0

Relacionamos os valores de p (divisores inteiros de ap = — 3) e de q (divisores inteiros

de a, = 1) e determinamos o conjunto de valores P , candidatos a raiz dessa nova equacao.

q

pe{t1;£3); qe {+x1): R e(x1;£3)
q

Verificamos, por substitui¢do, se algum dos valores P ¢ raiz da equagdo e conforme a

q

tecnologia da defini¢do de raiz, * 1; £ 3, ndo sdo raizes.
Conclui-se que ndo ha raizes racionais. Ou as raizes sdo irracionais ou sdo imagindrias.

A tecnologia do Teorema das Raizes Complexas apresenta uma importante

conseqiiéncia: se um nimero complexo z = a + bi com a, b € IR e b # 0 € raiz da equagdo
algébrica P(x) = 0, de coeficientes reais, entdo o seu conjugado z = a — bi é também raiz da

mesma equagdo. As raizes complexas ndo reais de uma equacdo algébrica de coeficientes
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reais ocorrem aos pares. Portanto, toda equacdo de grau impar, com coeficientes reais, admite

pelo menos uma raiz real.

A equacdo possui coeficientes reais e grau impar, portanto admite pelo menos uma
raiz real. Como verificamos pela técnica da pesquisa que a raiz real existente ndo € racional,

concluimos que ela é irracional.

Analise a priori do Exercicio 3

Exercicio 3

Teorema de Bolzano:

"Seja a equagdo P(x) = ax" + a, X" +...4a,x + ap = 0 com coeficientes reais. O ndmero de raizes
reais situadas no intervalo aberto ]a; b[ é impar, se P(a).P(b) < 0, ou seja, se o valor do polindmio
para x = a e para X = b tém sinais contrérios; é par (inclusive zero, isto €, nenhuma raiz real no
intervalo ]a; b[ ) se P(a).P(b) > 0, ou seja, se o valor do polindmio para x = a e para x = b t€m
sinais iguais."

Determine as raizes da equagio x° + x + 1 = 0.

Esse exercicio corresponde a tarefa "obter as raizes de um polindmio de grau maior

que 2" ou "resolver uma equacao algébrica de grau maior que 2".

Supomos a priori que os alunos tentardo resolver primeiramente usando a técnica de
"substituir valores freqiientes", que nao levara a solucdo. Frente ao insucesso, outras técnicas
como a "fatoracdo" e a "pesquisa das raizes racionais", acompanhadas de outras técnicas de
resolucdo de equagdes quando os fatores da expressdo forem polindmios do 1.° ou 2.° grau,

serdo evocadas. Vejamos as resolugdes possiveis a priori.
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Técnica 1 — Substituicao de valores

Supomos a priori que essa técnica serd utilizada pela énfase que é dada a mesma nos

livros didaticos.

.y 1 1 e
Se forem substituidos os valores — 1, 1, _5 ou E ndo se verificard a igualdade

P(x) = 0. Portanto, segundo a defini¢do, nenhum desses valores testados com freqii€ncia pelos

alunos, serd uma raiz do polindmio.
Técnica 2 — Pesquisa de raizes racionais

Essa técnica € justificada pelo teorema das raizes racionais, jid apresentado

anteriormente.

Consideremos a equacao dada X+x+1= 0, onde os coeficientes sdioag=1¢e a, = 1.
Assim temos a relagdo dos valores de p (divisores inteiros de ag = 1): pe {£ 1}; e arelagao

de valores de q (divisores inteiros de a, = 1): q € {£ 1}. Desse modo obtemos o conjunto de

valores B, candidatos a raiz da equagﬁo,B e {£1}.
q

q
A substituicao desses valores ja havia sido feita na aplicagdo da primeira técnica e

verificou-se que nenhum deles € raiz da equacdo, nenhum torna a sentenga verdadeira.

A equacdo possui coeficientes reais e grau impar, portanto admite pelo menos uma
raiz real. Como nenhum dos valores racionais, candidatos a raiz, verificou a sentenca
P(x) = 0, as possiveis raizes reais ndo sdo racionais e, portanto, hd pelo menos uma raiz

irracional.
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Técnica 3 — Teorema de Bolzano e método da bissecao

A equacio proposta € de grau 3. Como conseqiiéncia do teorema das raizes complexas,
sabemos que existe pelo menos uma raiz real. A pesquisa de raizes racionais indicou que as

possiveis raizes reais nao sio racionais.

Pelo Teorema de Bolzano procura-se determinar os extremos a e b do intervalo aberto
(a; b). A escolha dos extremos do intervalo pode ser arbitrdria ou a partir do esboco do grafico

da fun¢do correspondente ao polindmio.

Considerando-se a fungdo polinomial f(x) = x* + x + 1, com o auxilio do software

Winplot esbocamos o gréfico.

Primeiramente surge a tela para a escolha, no menu, de grafico em duas dimensdes

2-D ou trés dimensodes 3-D.

Diff
Seq

Open last

iilniciarl” 2 & =

Fig. 8. Tela do software grafico

(2] |J @Expe...l bMicr...l B Prat... | @Prot...l | Prat... | |2 Expl... ||HW| ||ﬁﬁ,!<ﬂéﬂm. 16:43
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Em seguida surge a tela com os eixos coordenados. No menu "Equa" escolhemos a
forma explicita para escrever y em funcao de x. (y = f(x) ).

B noname07_pl2 MmEE
File | Equa “iew One Two Bins Misc Help

1=f[t]...

=#=ft] ...

D=y 4.07

Librany...

Titles... 3.0

as+tby=c...

Foint... 2.04

Show/hide all »

v Al details
Irwentony... 1.0
Fant...
-4.0 -3.0 -2.0 1.0 1.0 2.0 3.0 1.0 5

-1.04
-2.0
-3.0
-4.0

iﬂlniciall“ & 4 = el |J @Expe...l QMicr...l & Prot... I & Prat... | B9 Prot... | (3] Expl.. ||-{’—tW| |%R§,!<ﬂ-ﬂ.m] 16:47

Fig. 9. Tela do software grafico

Digitamos a expressio da funcdo na janela que se abrird: y = x3 + x + 1.

Selecionamos o intervalo "lock interval" e o grafico pode ser visualizado na préxima tela.
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= noname07_pl2 =]
File Equa Yiew 0One Two Btns Misc Help

4.0

3.0

2.0

4.0 3.0 2.0 1.0 1.0 2.0 3.0 40 5

1.0

-2.04

-3.0

-4.01

Eﬁlniciall“ & L'$] @ @ |J @Expe...l bMict...l @Prot... | F'rot... I @Prot...l @Expl... ||-P1:W| | %%!(ﬂ%ﬂﬁ‘ 16:49

Fig. 10. Tela do software gréfico

Podemos identificar o intervalo (- 1; 0) onde se encontra uma raiz irracional.
E possivel verificar o que é proposto no teorema de Bolzano:
P-D=C-1’+CD+1=-1
PO)=0’+0+1=1
P-1).PO)=(-1)1=-1<0
Portanto existe uma raiz real irracional entre — 1 e 0.

Prossegue-se com o objetivo de se obter intervalos com amplitude cada vez menor.

Considera-se a média m dos valores extremos ae b ( — 1 e 0), inicialmente determinados.

_—140 1

2

()

[\

oo | W
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Considerando-se os valores (—%) e 0 temos:

1 3
Pl—|.PO)=—-.1>0.
EIECEE

. ] : 1 . < , ) .
O nuamero de raizes no intervalo (—5; 0 | é par. Ndo se pode afirmar que hd uma raiz

nesse intervalo.

Considerando-se (— 1) e (—%) temos:

1 3
P(- 1).P(—Ej = 1. 2<0.

. o 1
Portanto, existe uma raiz irracional entre — 1 e —E .

Na tentativa de se obter um novo intervalo, considera-se a média dos valores entre — 1

(2%

Considerando-se (— 1) e (—%) aplica-se o teorema de Bolzano.

3 11
P 1). P[—Zj =(1). [—aj > 0.
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. . . 3) ~ . ) .
O ndmero de raizes no intervalo (—1; ) € par. Nao se pode afirmar que hd uma raiz

nesse intervalo.

Agora, considera-se (—%) e (—%) e novamente aplica-se o teorema de Bolzano.

-

. . . 3
Portanto, existe uma raiz real irracional entre — 2 e — 3

Pode-se prosseguir com esse procedimento.

. ) . S 1), - . .
O ndmero de raizes no intervalo (—g; _Ej € par. Nao se pode afirmar que ha uma

raiz nesse intervalo.

) ) ) ) 3 5
Portanto, existe uma raiz real irracional entre _Z e ——.

8

) ) ) ) 5
Sabe-se que uma raiz real irracional encontra-se no intervalo [—Z; —g =

(- 0,75; — 0,625). O processo de obtengdo dos extremos do intervalo aberto, onde encontra-se

uma raiz irracional, pode repetir-se de acordo com o grau de aproximacao desejado.
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Notemos que com o uso do programa, a identificacdo do intervalo que contém uma
solucdo torna-se visivel a aplicacdo do Teorema de Bolzano consecutivamente assegura a

determina¢do aproximada da raiz.

4.5 Analise a posteriori dos exercicios da seqiiéncia didatica

Nessa secao apresentamos a andlise a posteriori das resolugdes dos alunos. De acordo
com o que descrevemos sobre a experimentagdo, dez alunos trabalharam em cinco duplas. Os
exercicios foram resolvidos por escrito, conforme o Anexo 2; os didlogos foram gravados em

fita cassete e depois transcritos gerando os protocolos, conforme Anexo 3.

Analise a posteriori do Exercicio 1

O estudo dos documentos produzidos pelos alunos e dos protocolos permitiu-nos

identificar as técnicas que eles utilizaram na realizacao da tarefa.

Exercicio 1

Obtenha, no conjunto dos complexos, as raizes do polindmio P(x) = — 2x° + 3x* — 2x + 3.

A primeira técnica da substituicdo foi tentada por duas duplas: Ge C e A e M, que
depois a abandonaram. A técnica 2 da fatoracdo foi usada por quatro duplas; s6 nao foi usada

pela dupla A e M. Esta dupla usou a técnica 3.
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As duplas G e C e A e M utilizaram primeiramente a técnica da substituicdo de

valores, como previsto na andlise a priori.

Didlogo da dupla G e C
1 G Aqui ndo da porque com —1 ndo da O ta ligado? Vocé tem que por em evidéncia

primeiro. Ou ndo? Pera ai. (...)
5 C 1 ndo €.

Didlogo da dupla A e M

1 M 220+ 3%+
2 A A soma dos coeficientes ndo € zero. Menos 1... o 1 ndo € raiz.

Técnica 2 — Fatoracao
Excetuando a dupla A e M, as demais quatro utilizaram essa técnica.

Resolugdo da dupla J e Y

Pb(\ = - '9\3&9 Y% Ao 5

v (e 425 (23 )

: =
vy ~ ¢ +5=0
%, S 4 o . 3
i )Q‘\—-A.\' J _j-_: C.'/\\(‘( :
. . j’ ‘:‘7( \

Fig. 11. Exercicio 1 - Resolugdo dos alunos

Didlogo da dupla J e Y

2 Y Obtenha as raizes do polindmio P(x) = - 2x° + 3x% - 2x + 3. Briot-Ruffini? Pde em

evidéncia. Tipo -2 e -2 aqui e 3 com 3.
3 J Pde x* em evidéncia. Fica - 2x +3.

4 Y x igual a 1 e -1 né? 3/2. Entdo dai x' € 1 e x" é —1. Dai o outro vai dar 3/2:
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-2x+3=0; 3/2

A dupla J e Y inicialmente errou a resolucdo da equacao x* + 1 = 0. Os alunos nio
aplicaram a defini¢do de raiz para validar o resultado encontrado, acreditamos que seja por
falta de habito, ou seja, por uma cultura estabelecida ja que o livro didatico e possivelmente o
professor ndo propdem essa estratégia. Se tivessem substituido os nimeros encontrados

perceberiam o erro o que os levaria a rever a resolugao.

Resolugado da dupla E e D

N Pay-Cares) (GHK)

-~ 'Q/ 7C) + 1 ;@
2143 =0 1 y71=0 =
a\fb=5 ‘70(.”)@,-1—1):0 : ) ,
_3 K‘S =K \0.5/.92,} = A
ok o =0 =
ep=A 5>{3/=2, l“‘:”‘k’}
Cps s
Fig. 12. Exercicio 1 - Resolugdo dos alunos
Didlogo da dupla E e D
1 E O melhor que tem € fatorar, porque tem o 2. Quer que eu escreva? Da para colocar
2x; menos 2x. Menos 2x, mais 3, vezes x> mais X.
2 D Um € raiz ndo é?
3 E Dai tem que fazer separado. Menos 2x mais trés igual a zero; x* + x igual a zero.
Aqui fatora de novo.
4 D x igual a menos 1 € raiz.
5 E x igual a zero ou x igual a - 1. (...)

A dupla E e D fez a fatoragio sendo que um dos fatores, (x> + X) estd incorreto.
Obtiveram a raiz racional correta, porém ao invés das raizes imagindrias, chegaram a valores
inteiros. Nao perceberam, por exemplo, que se zero for raiz, o termo independente do
polindmio seria zero. Adiante, enquanto resolviam o exercicio 2 perceberam o erro, refizeram
o exercicio 1 e obtiveram a resposta correta. Novamente os alunos ndo validaram o resultado

encontrado.
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Resolugdo da dupla G e C

A dupla G e C fez outras tentativas sem resultado, conforme apresentamos a seguir em
"Outras técnicas", até resolverem corretamente o exercicio por fatoracao.

G . L ab ><L'3\-ﬁ.:0
Ax =2 e
x"l:i/L fol: _)L ﬁg,fﬂ«

Fig. 13. Exercicio 1 - Resolu¢do dos alunos

Didlogo da dupla G e C

62 G
63 Obs
64 C
65 G
66 C

PGe em evidéncia! x” ...

O que vocés fizeram?

Pomos em evidéncia.

Ou esse € igual a 0 ou esse. Eu falei isso no comeco e ele deu risada da minha cara.
X+ 1 =0.x,=1ex3=-1.

Os alunos da dupla G e C ndo perceberam de inicio a possibilidade se fatorar o

polindmio da maneira como se aprende no ensino fundamental (em geral na 7.% série) e

revisado por Dante (2003). Uma vez que nao se ensinam métodos algébricos para resolugdao

de equacdes de grau maior que 2, tentaram as técnicas relacionadas ao objeto que aprenderam

mais recentemente. Ainda assim, quando fatoraram por agrupamento nao utilizaram o simbolo

de agrupamento (parénteses) mas concluiram corretamente. Nao sabemos se a0 denominarem

as raizes de x;, X, e X3 estariam empregando a conseqiiéncia do teorema da composicdo que

garante a existéncia de n raizes para a equagdo de grau n. Mais uma vez nido vimos a

validacao do resultado pelos alunos.
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Resolugdo da dupla F e Ge

A dupla F e Ge pensou em fazer pela técnica 2 (Fatoracdo) conforme aparece no

didlogo; pensaram também em usar a técnica 3 (Pesquisa, Divisdo e Fatoragdo) mas acabaram

optando pela técnica 2.

Fig. 14. Exercicio 1 - Resolugdo dos alunos

Observamos que logo no inicio os alunos multiplicaram o polindmio P(x) por (- 1) o

que resultaria no polindmio oposto [- P(x)], porém nido modificaram o sinal do primeiro

membro da igualdade, P(x), como indica a resolucdo. Esse erro nao impediu de obterem as

raizes corretas pois afinal P(x) =0 e — P(x) = 0 s@o equivalentes.

Didlogo da dupla F e Ge
3 F Eu acho que a gente podia fazer, sabe aquele de agrupar? Mas a gente podia
multiplicar por — lantes.
4 Ge Ou fazer por pesquisas de raizes para poder baixar o grau.
5 F E também d4 para fazer assim. Vou tentar fazer por fatoragio. (...)
7 F Fatoragdo deu tudo tranqiiilo aqui, olhe.
8 Ge Deu? Eu também estava pensando em fazer assim.
9 F 2x... 2x — 3. Veja se d4 a mesma coisa? Dai, x* + 1.
10 Ge Dai vocé faz separado e aqui vai dar — 1.
11 F Aqui vai dar 2x -3 =0; 2x = 3; x = 3/2.
12 Ge Dafi tem que tentar substituir para baixar o grau ndo é?
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13 F E, mas acabou ai. As raizes sdo essas nao sao?
14 Ge Sim, claro. 1; —1i.

O didlogo "4. Ge" indica que o aluno Ge prop0s as técnicas de pesquisar as raizes
racionais e baixar o grau (por fatoracdo). De fato, tais técnicas sdao as mais gerais para a

resolugdo de equacdes de grau maior que 2 quando as raizes ndo s@o nimeros inteiros.

Das cinco duplas, somente os alunos F e Ge conferiram a resolucao. Isso pode indicar
a falta do habito dos alunos em conferir a resolucao e a resposta. Os alunos F e Ge nao usaram
a defini¢do de raiz para verificar se acertaram, mas conferiram os cdlculos feitos como mostra

o didlogo.

15 F Pronto.

16 Ge Sao essas trés aqui.

17 F Deu, ndo deu? Vamos conferir as contas primeiro. 2x e fica x> + 1 daqui. Aqui eu
pego -3 e fica x> + 1 de volta. 2x — 3; x>+ 1; 2x — 3 igual a 0; 2x = 3; x = 3/2; x>=—1..
estd certo nao é?

18 Ge Acho que sim.
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Outras técnicas

A dupla G e C inicialmente tentou encontrar uma possivel raiz aplicando o teorema de

D'Alembert e o algoritmo da divisao de Briot-Ruffini.

Tentativa da divisdo por Briot-Ruffini pela dupla G e C

@ _C;ijb-r'bxl—c’ix 5, 3

Fig. 15. Exercicio 1 - Resolu¢do dos alunos

A dupla ndo fez a pesquisa de raizes racionais sendo teria percebido que as unicas

possiveis raizes inteiras sdo {*1; 3} e ndo teria tentado o valor 2.

Didlogo da dupla G e C

2 C Tenta dividir por 2.

3 G Como?

4 C Faz Briot-Ruffini.

5 G 1 ndo é.

6 C Ta. Faz 1.

7 G —2...3...5...=7...ndo é! (risos) Sem efeito?

10 C Dois ao cubo d4 oito, vezes dois d4 dezesseis. Dois ao quadrado d4 quatro... mais
dois; menos quatro... ndo dd também! (risos) Vamos tentar por meio.

11 G Meio?

12 C As vezes dd certo. Menos dois vezes meio... Como faz para achar as raizes
imagindrias?

13 G Quer usar i? Faz por 1/2 eu faco por -2.
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ApoOs as tentativas com os inteiros 1 (mentalmente), — 1 e 2 (usando Briot-Ruffini)
desistiram dessa técnica. Chegaram a pensar em usar o imagindrio i € o racional 5 mas

abandonaram a idéia porque, acreditamos, os cdlculos seriam mais trabalhosos. Os alunos

consultaram o livro e tentaram a técnica das Rela¢des de Girard.

Tentativa da dupla G e C usando as Relagoes de Girard

>
TS X "
L*‘K—!’

X 3
’ ‘KL&Kl‘(}K-‘T ‘)<,1')<}: % _L

s S ;
ey e 2 %/,
L

o

- X, —-x
i1 -

2

( 5@ ~ K =) Ml ('%—xg’xgﬁﬂ 2, ot

(3 hl.x}

+ L 453 =
2 ) 72

(?7 &L.'&’}) '*'Q?“J_J;ly,},': }

Bx;\ﬁﬁ5 _LD\(;(AJP?‘-}\;?)
a R ST A( 3/&,7(4

Fig. 16. Exercicio 1 - Resolu¢do dos alunos

Didlogo da dupla G e C

18 C a+Db...como é o nome disso? [consultando o livro]
19 G Relagdes de Girard. Sao trés raizes. X, mais X, mais Xs... igual a (— b) sobre a... vai



114

dar 3... 3/2

20 C X mais X, mais x; igual a 3/2

21 G Deixa isso ai.

22 C x um dois... X;Xs... XpX3 igual a — ¢ sobre a. X;XyX3...
23 G 3/2 também

Para expressar as relacdes de Girard os alunos ndo tiveram dividas que existem trés
raizes (reais ou nao, distintas ou ndo) para a equacao cubica. No entanto, a dupla nao percebeu
que quando o exercicio ndo fornece informagdes sobre as raizes, as relacdes de Girard levam
a um sistema de equacdes cuja resolucdo € muito trabalhosa, tanto que desistiram quando

perceberam isso. O professor fez perguntas aos alunos conforme indica o didlogo.

41 P Como voces estdo tentando obter a primeira raiz?

42 C A gente tentou Briot-Ruffini primeiro e a gente ndo conseguiu. (...)
43 G A gente tentou 2 porque era mais fécil.

44 C A gente jogou em Girard e tentou resolver o sistema.

Conforme a andlise a priori, reforcado pela afirmacdo 43. G, os alunos fazem

tentativas primeiro com nimeros inteiros porque na substitui¢do o cdlculo € mais facil.

Conclusoes sobre o Exercicio 1

As solugdes do exercicio foram um numero racional e dois imagindrios. Propomos

valores além daqueles que costumeiramente sdo solucdes dos exercicios apresentados nos
. e , o . T | 1 )
livros didaticos - certos nimeros inteiros (1 e — 1) ou certos nimeros racionais (E e _5) cujo

utilizagdo nos calculos durante a substituicdo como raiz € mais facil, conforme vimos no
didlogo 43. G. A técnica da fatoragdo foi utilizada por quatro duplas, e a técnica conjunta da
pesquisa de raizes racionais, divisao e fatoragao e algoritmo de Briot-Ruffini foi adotada por
uma dupla. Essa dupla fez a divis@o de polindmios pelo algoritmo de Briot-Ruffini e ndo pelo
método da chave o que nos leva a questionar se a op¢ao do uso do algoritmo de Briot-Ruffini
e nao do método da chave para a divis@o de polindmios é conseqii€éncia da pratica de ensino
do professor nessa escola ou é conseqiiéncia da caracteristica dos métodos apresentados nos

livros.
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Nenhuma dupla utilizou a defini¢do de raiz para conferir a resposta, ou seja, nenhuma
das duplas verificou se os valores encontrados eram de fato solugdes das equacdes algébricas,
tanto que a dupla J e Y inicialmente errou o exercicio. Apenas a dupla F e Ge conferiu os
calculos. Supomos que isso se deve ao fato dos livros diddticos e do professor ndo

enfatizarem esse procedimento.

A tarefa do exercicio 1 é obter as raizes do polindbmio e nenhum dos alunos teve
davidas sobre a equivaléncia dessa tarefa com a de resolver uma equagdo algébrica. Ao
encontrarem trés raizes nessa tarefa, nado sabemos dizer se os alunos associam a conseqii€éncia
do teorema da decomposicao que indica que seriam trés raizes para a equagdo cubica, ou se
simplesmente sentem-se seguros por terem resolvido o exercicio € ndo questionam se a

quantidade de raizes esta correta.

Analise a posteriori do Exercicio 2, item a

Considere a seguinte equagio polinomial: x*+2x* +x* —x - 6=0.

a) Mostre que esta equacio tem uma raiz racional e encontre esta raiz.

O estudo dos documentos e didlogos registrados das cinco duplas nos permitiu a

andlise que apresentamos a seguir.

Técnica 1 — Substituicao de valores freqiientes

Verificamos que as duplas A e M, F e Ge fizeram a substitui¢do pelo valor 1 e

verificaram se era raiz. Além desse valor, F e Ge citaram 0.
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Didlogo da dupla A e M

19 A Quarto grau. Mostre que esta equagdo tem uma raiz racional e encontre essa raiz.
Um mais dois, trés; mais um, quatro...
20 M ...menos sete... Um ndo da.
Didlogo da dupla F e Ge
20 Ge Esse ndo d4 para fazer pelo... ndo, ndo da.
21 F Pelo qué?
22 Ge Quando 1 é raiz.
23 F Ah, sim. 'Mostre que essa equacdo tem uma raiz racional e encontre essa raiz'.

Acho que vai ter que fazer... 1 nfo é raiz. Como tem termo independente, 0 também ndo é.
A gente tem que pensar no seguinte: como a gente vai fazer esse? Por fatoracdo ndo da.
Entdo vamos tentar fazer... t4 colocando em evidéncia também néo da.

A substituicdo por 1 mostra que os alunos ndo t€ém ddvidas sobre os nimeros inteiros

serem numeros racionais. Os alunos continuam tentando os valores inteiros cujo calculo apés

a substitui¢do na expressao € mais féacil. Quatro duplas fizeram a pesquisa de raizes racionais:

GeC; AeM;E e D; Fe Ge como supomos na andlise a priori e que apresentamos a seguir.

Técnica 2 — Pesquisa de Raizes Racionais

A pesquisa de raizes racionais foi utilizada por quatro duplas, excetuando a dupla J e

Y. As duplas G e C, A e M, E e D, cujas resolu¢gdes mostramos, verificaram quais dentre os

possiveis valores era raiz usando o teorema de D'Alembert e o algoritmo de Briot-Ruffini.
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Resolugdo da dupla E e D

O

2) p AN -2 2 -3,3-6,G 2
i { HimR, 73 306,0) ,wc,q +<;27_cj+7c—n-6;{)
q_,: J\("’ ll ‘}
P/q_,=<,~4 =223 ‘616]
34 2 4 - =@ A 2 A -y -6
[ & M ——— t 4 9
) A -G o |
1 0 } = O — - @ Womow oy
Fig. 17. Exercicio 2 a - Resolu¢do dos alunos
Didlogo da dupla E e D
6 E Acho que tem que fazer os... divisores do tltimo termo e os divisores do primeiro

né? -1; 1; -2;2;-3;3;-6;6; qés6-1e l.Dai vai ficar igual a p. Agora tem que escolher
desse aqui qual € divisivel. Um ndo é. Talvez menos 1 dé. Nao, menos 1 ndo vai dar. Eu
acho que vai precisar tirar com p.

7 D Vamos tentar com 3.

8 E D4 5; 15 mais 1 d4 16... 4... 8... Eu acho que tem que ser negativo para ir
balanceando.

9 D Tenta -2 que € o valor mais baixo.

10 E Entdo fica O, 1, -3...

11 D -2 é uma raiz. E a raiz racional.

A dupla E e D cometeu, dirfamos, um erro sintitico ao usar equivocadamente o

ao invés de "€" quando quis relacionar p, q e P com os conjuntos aos quais

n_n

simbolo

pertenceriam.

Os alunos da dupla F e Ge, a seguir, pesquisaram as raizes racionais e verificaram por

substituicdo conforme supomos na anélise a priori.



Resolugdo da dupla F e Ge

& $ o
Yo 42 £3,3¢¢
I e
T W C 2 \_"
Fig. 18. Exercicio 2 a - Resoluc¢do dos alunos
Didlogo da dupla F e Ge
29 F Entdo os multiplos de 6...
30 Ge Faz £ 1,+2, £3 e 16.
31 F ... £ 6. E os miiltiplos de 1...
32 Ge + 1. Vai dar a mesma coisa dai. Vai dar os de 6. (...)
35 F Entdo vamos colocar aqui: £ 1, £ 2, +3 e +6. Agora tem que... Briot-Ruffini?
36 Ge Vamos ver se uma dessas dd. Se uma dessas dd zero. 1 ndo vai ser de qualquer
forma.
37 F 1 ndodda; —1: +1 —2 + 1 + 1 — 6 ndo di. Agora vamos tentar 2; 16 + 16 + 4... ndo
vai dar, acho.
33 Ge E-16nd0é?
39 F Mais 16...
40 Ge Ah, vocé fez com 2. Eu fiz com 2.
41 F Tenta entdo — 2 e eu tento + 2. Eu acho que -2 vai dar. Nao deu, + 2 nio deu
também. -2 o que deu?
42 Ge Deixe eu fazer aqui... Deu, deu certo. Entdo € s6 fazer Briot-Ruffini junto.
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No didlogo os alunos diziam "multiplos" ao invés de "divisores". Conseqiientemente

. m(6
cometeram um erro ao denominar de "m(1)", "m(6)" e "L "

n w n
D(1)

ao invés de "D(6)", "D(1)" e

o conjunto dos divisores de 6, de 1 e o quociente entre os valores dos divisores. Apds

a pesquisa das raizes racionais, a dupla F e Ge fez a verificacdo dos valores por substituicdo e
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obteve a raiz racional (— 2). Aplicando o teorema de D'Alembert, para obter o quociente, cujas
raizes serdo raizes do polindmio, fez a divisdo por Briot-Ruffini. Ambas as maneiras foram

previstas na andlise a priori.

Divisdo por Briot-Ruffini pela dupla F e Ge

Fig. 19. Exercicio 2 a - Resoluc¢do dos alunos

Notemos pelas nossas indicacdes que os alunos erraram ao efetuarem — 2.0 + 1
obtendo — 1 quando o correto seria 1.

Didlogo da dupla F e Ge

43 F Tentar ja Briot-Ruffini?

44 Ge Eu vou fazer s6 para baixar...

45  F E melhor. x* +x -3 =0?

46 Ge Eu fiz alguma coisa errada.

47 F O que vocé fez de errado? —2... 0; 0 vezes —2 com +1...

48 Ge -1

49 F -1

50 Ge 2...

51 F Ué? Com calma! —2com 2 € 0; 0 vezes 2¢é -2 com+1é—1;é—x.
52 Ge Aha! Aqui é — x + Xx...

53 F —1...da +2; + 2 com — 3... aqui vai dar errado. Por qué?

54 Ge Boa pergunta. Acho que a gente fez alguma coisa errada aqui.

55 F Seré que € isso mesmo? x*+ 2% + x> = x = 6 = 0. Vamos tentar fazer de volta. — 2 é

mesmo, certeza absoluta? Pior que da. -2 esté certo. —2 € raiz mesmo.

Ap6s terem encontrado e confirmado a raiz — 2 pela pesquisa de raizes racionais, ao
tentarem baixar o grau pela aplicacdo do teorema de D'Alembert e Briot-Ruffini, os alunos F e
Ge erraram no célculo durante a aplicagdo do dispositivo e foi preciso confirmar pelo método

da chave.
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Divisdo pelo método da chave pela dupla F e Ge

]
Fig. 20. Exercicio 2 a - Resolucdo dos alunos )
Didlogo da dupla F e Ge
73 F A gente nio errou Briot-Ruffini. Muito estranho. Vamos comegar desde o inicio de
volta. Vocé achou alguma coisa? (...)
77 F Nao tem como errar isso. T4, vamos testar. Se deu resto € porque nao € divisivel.
78 Ge Por -2 teria que dar 0. Eu vou fazer por divisdo normal. Eu vou fazer por chave
mesmo que é mais garantido. (...)
80 Ge Eu vou dividir por x — 2... por x + 2. Se -2 € raiz, entdo divide por x + 2. (...)
86 Ge Vai dar.
87 F Beleza. Agora eu quero ver a partir daqui.
88 Ge A gente errou Briot-Ruffini.
89 F Ou a gente ndo pode fazer por Briot-Ruffini. Ter errado Briot-Ruffini é meio
dificil. Vamos pensar aqui. Como a gente vai fazer agora? Nao € 1 a raiz. Ah, chutar 6...
Nio vai dar.

Conforme o didlogo, a dupla F e Ge julga dificil errar o algoritmo de Briot-Ruffini e
chegou a afirmar em 89. F. "Ou a gente ndo pode fazer por Briot-Ruffini. Ter errado Briot-
Ruffini € meio dificil."

Uma vez descoberta uma raiz r isso indica que o polindmio correspondente a equacao
¢ divisivel por x — r (teorema de D'Alembert). Com isso, o algoritmo de Briot-Ruffini para a
divis@o por x — r é uma técnica prevista na andlise a priori. Como tal técnica é usada com
freqiiéncia, os alunos sentem-se seguros em empregi-la questionando até mesmo se outras

técnicas que adotaram foram utilizadas corretamente.

Outras técnicas
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Na andlise a posteriori das resolugdes do exercicio 2, item a, pelas duplas,

constatamos mais algumas técnicas empregadas.

Relagoes de Girard

A dupla G e C pensou em usar uma das relagdes de Girard, conforme o didlogo mas
nao perceberam que sem informacdes sobre as raizes, como no exemplo de tarefa do livro
didatico, as relagdes resultam em um sistema de equacdes ndo lineares cujo desenvolvimento

s6 comprovaria as igualdades das equagdes desse sistema.

67 G A soma das raizes € positiva quando a raiz é racional. Faz dar ai.
68 C - b sobre a é 2. E menos 2. Ndo € entdo. A soma d4 negativo.
69 G Tem alguma coisa relacionada com isso.

A dupla J e Y também pensou nas relacdoes de Girard, assim como G e C, e na
pesquisa de raizes racionais, mas ndo chegou a tentar resolver de nenhum desses modos. A
dupla decidiu tentar a resolugdo pela divisdo por Briot-Ruffini chamando a raiz genericamente

de a.

Tentativa de resolucdo da dupla J e Y

e

Fig. 21. Exercicio 2 a - Resolu¢do dos alunos
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Didlogo da dupla J e Y

27 J (...) Mostre que esta equagdo tem uma raiz racional e encontre esta raiz. T4, vamos
tentar o Girard de novo.
28 Y Ndo, quer dizer vocé tem quatro incégnitas. D4 para tentar Girard, mas eu acho que

ndo € assim, sei ld. Pesquisa de raizes, td aqui. Seja p/q com p e q inteiros, p/q € uma raiz
racional. (...)

30 Y Precisava ter uma raiz para fazer aquilo. Serd que tem como fazer o inverso? Partir
do zero assim?

31 J Tem que ter alguma raiz ou alguma coisa que se divida.

32 Y Té e se a gente fizer assim: usar 14 o 'carinha' Briot-Ruffini s6 que botar tipo a a

raiz? Tentar dividir. Tem que chegar no zero. Vamos tentar fazer isso aqui. 1, +2, +1, -1, -
6; a vezes 1, a. Mais 2, é 2+a. a vezes 2+a, 2a + a... é a’ + 2a mais 1. Vezes a: a° + 2a° + a
- 1 - 6 tem que ser igual a zero.

A expressdo a’ + 2a> + a — 1 — 6 foi igualada a zero incorretamente. Admitindo-se a
raiz a, na continuagdo do algoritmo de Briot-Ruffini usado pela dupla J e Y, o resto a* + 2a +
a’ — a — 6 é que deve ser igual a 0, 0 que equivale 2 equacdo inicial. Os alunos J e Y

continuaram pensando na divisdo, agora pelo método da chave, como indica o didlogo.

38 Y E se a gente fizer aquele jeito de dividir 14: q(x), p(x)
J Como? Pelo o qué a gente estd dividindo entendeu? Se a gente tivesse pelo o qué
39 dividir a gente teria uma raiz, esse é o problema!

Como percebeu o aluno J, € necessario que se tenha uma raiz do polindmio, que € a
raiz do divisor. As demais raizes do polindmio sdo as mesmas raizes do quociente obtido pela

divisdo exata.
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Resolugdo da dupla J e Y

' B L
2“;’*%( 4 X px»g;o

W\%V\*(’Jr@(
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w7

Fig. 22. Exercicio 2 a - Resolu¢do dos alunos

. vy eqe oA ~ 4
A dupla J e Y viu a possibilidade de fatorar o trindmio de 2.° grau e entdo para X~ +

3 . A . 2
2x> colocou x* em evidéncia e lembrou que ax” +bx +c=a.(x —xy).(Xx —xp), onde a# 0 e x; ,
X, $30 raizes do trindmio e fizeram x° — x — 6 = (x = 3).(x + 2). Nao supomos essa técnica na

andlise a priori.

Didlogo da dupla J e Y

43 J Olhe Y. Nio sei se é certo fazer isso aqui: x° + x - 3 vezes X + 2, igual a 0.

44 Y X + 2 igual a 0; -2 vai ser uma raiz. Pi4 é bem isso. Uma raiz é -2. Como € que vocé
fez isso?

45 J Fiz em duas partes. Coloquei x’ em evidéncia. Daf ficou x’ vezes x + 2; mais... daf
eu resolvi isso aqui. Eu fatorei: x - 3 vezes x + 2.

46 Y E eu tinha pensado em fazer tipo 2x + 2 mas eu nio me lembrei... Dai o outro vai

ser... 3 ndo é? E melhor a gente resolver aqui. Uma raiz é -2 e a outra é 3.
47 J Como é 3?
48 Y xé-3.
49 J Ndo, no, ndo. Esse aqui a gente tem que resolver. Uma raiz € x... -2.

A dupla quis verificar pelo dispositivo de Briot-Ruffini se -2 era raiz da equacdo. Em
seguida verificaram se -2 era raiz novamente (se fosse raiz teria multiplicidade 2) e

concluiram que ndo, chegando ao quociente X +Xx-3.
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Fig. 23. Exercicio 2 a - Resoluc¢do dos alunos

Didlogo da dupla J e Y

50 Y Agora dé para fazer Briot-Ruffini: -2, 1, +2, +1, -1, -6. Um vezes -2 € -2, mais 2 é
0;-2vezes0€é0mais 1 é 1; -2 e - 1 € -3; 6... deu bem certinho aqui t4! Faz Ruffini aqui: 1,
0, 1, -3... resto 0. Menos 2 é raiz mesmo. (...)

53 J A gente chegou aqui, no mesmo lugar; em x ao cubo. ... Ah aqui. Divida essa aqui
por -2.
54 Y Daquele jeito 1a. Ndo ao contrdrio. Na equagdo é que pde -2. Tem que ver se essa é

raiz: ... +2-3=0. 2 ao cubo é 8. T6 provando que nao € raiz.
5 1 E-2.

56 Y Entdo, -2; -5. Dessa equacdo nao é raiz.
57 J Mas se € raiz desta aqui, € raiz dessa também.
58 Obs  Vocé poderia explicar quando diz 'raiz desta aqui', qual 'desta aqui'?

59 Y Ah, € da equacdo inicial.
60 Obs  E depois, da outra?

61 J A mesma da fatorada. Vocé pode usar a mesma. Vamos tentar né?

62 Y Tem que ver. Se nao der zero ndo € raiz. - 2 mais 0, -2; 4 mais 1, 5; -2 vezes 5 da -
10; menos 3 da -13.

63 J N3ao deu entdo.

64 Y Bom a gente provou que tinha uma raiz racional e encontramos ela. Metade esta

feito; € a letra a. Mostre que essa equagdo tem uma raiz irracional.

Ao aplicarem Briot-Ruffini pela segunda vez para verificar se — 2 era raiz, os alunos J
e Y ficaram uma ddvida quando perceberam que nao era. Se fosse raiz do quociente obtido,
entdo a raiz — 2 teria multiplicidade 2. Como estavam seguros da técnica que utilizaram para
descobrir essa raiz racional, permaneceram na duvida e seguiram na resolu¢do da préxima

tarefa.
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Conclusao da analise a posteriori do Exercicio 2, item a

Todas as cinco duplas de alunos chegaram a solug¢do correta da equacdo. Quatro
duplas usaram a técnica da pesquisa de raizes racionais seguida pela verificacdo por
substituicdo ou por divisdo como supomos na andlise a priori. A dupla dos alunos J e Y
utilizou uma técnica que ndo supomos que foi a fatoragdo do trindmio de 2.° grau e a
fatoragao do polindmio correspondente a equagao. Como os alunos descobriram que a raiz € o
nimero inteiro — 2 € ndo questionaram que ¢ também um numero racional de acordo com a

tarefa, acreditamos que eles sabem da inclusdo de Z em Q (Z < Q).

Analise a posteriori do Exercicio 2, item b

Considere a seguinte equacio polinomial: x* + 2x* + x> —=x -6 =0.

b) Mostre que esta equagdo tem uma raiz irracional.

O estudo dos documentos e didlogos registrados das duplas de alunos nos permitiu a

andlise que apresentamos a seguir.

Técnica — Divisao pelo algoritmo de Briot-Ruffini e pesquisa de raizes racionais

A dupla G e C concluiu que poderia existir raizes imagindrias e que portanto haveria

mais uma raiz real. Porém nao admitiram de inicio que poderia ser um nimero irracional.

Didlogo da dupla G e C

91 G Mostre que essa equacdo tem uma raiz irracional. T4 a gente poderia continuar
usando uma dessas daqui para poder continuar usando para poder abaixar o grau. Se -2 é
raiz, o 2 também nao é?

92 Obs  Como é que é G? O que voce falou ai?
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94
95
99
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G A gente vai tentar achar a outra raiz para abaixar o grau para do segundo. Dai como
0 -2 é raiz, o conjugado € raiz, no €? Dai 2 é raiz!

C Imaginério!

G Ah, imagindrio! T4 mas vamos tentando do mesmo jeito! [risos]

C E do 3.° grau. Se uma raiz é imagindria a conjugada também &; entdo tem mais de

uma raiz racional. (grifo nosso)

A seguir, como supomos, verificaram as possiveis raizes racionais pelo algoritmo da

divisao de Briot-Ruffini.

Verificacdo das possiveis raizes racionais pela dupla G e C

Fig. 24. Exercicio 2 b - Resolucao dos alunos
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Didlogo da dupla G e C

100
101
102

103
104
105

106
107

108
109
110
111

G Tenta o 2. Nao é. Agora tenta o 3. Vai tentando!

Obs O que voces estdo tentando achar?

C E que é assim né: tem quatro raizes; uma é racional e aqui pede para mostrar que
tem uma irracional. Se ela tem uma irracional a conjugada também € raiz.

Obs  Entdo leia bem. Concentracio na leitura e naquilo que fala.

G Entdo baixa ai!

Prof. Vocés testaram todas as raizes racionais? Vocés testaram todas as possiveis raizes
racionais?

C Sim.

G Porque p sobre q deu todos os valores possiveis. Daf a gente testou e s6 — 2 € que
deu.

Prof. O que vocés podem concluir entdo?

C Que s6 tem uma. Uma raiz racional.

Prof. E as outras?
G/C  Saoirracionais... Nao! Duas...

Nota-se aqui a confusdo entre irracionais e imagindrios conjugados, conforme as frases

de nimero 102 a 111 do didlogo. Isso ocorreu porque havia sido ensinado pelo professor da

turma o Teorema das Raizes Irracionais: "Se uma equacgao algébrica de coeficientes racionais

admite a raiz irracional a++b , entdo admite a—+b como raiz também." Para esclarecer

isso, o professor faz perguntas a fim de que os alunos cheguem a uma conclusao.

113
114
115
116

117
118

119
120
121
122
123
124

125

126

127
128

C Nio pode ter trés raizes irracionais.
G Se ela tiver uma entdo ela tem duas. (risos)
C Tem algo errado aqui.

Prof  Vocés estdo apontando para um teorema do livro: das raizes irracionais. Como tem
que ser essa raiz irracional?
G a++4b e a—-4b

Prof. Vocés descobriram que os outros valores racionais ndao sdo raizes. Qual é a
conclusdo a partir disso?

C S6 tem uma racional. Que as outras sdo irracionais.

Prof. Essa € a conclusdo ou vocés estdao em divida?

G A gente estd em duvida.

Prof. Qual a ddvida sobre isso?

C Se as outras sdo irracionais mesmo. Porque ela tem que ter quatro raizes.

G A raiz -2 é de multiplicidade um. Entdo ela ndo vai se repetir. Uma raiz irracional

tem o conjugado que também € uma raiz. A gente estd em diivida sé sobre essa outra.
Prof. Vocés estdo falando "o conjugado da raiz irracional". Toda raiz irracional apresenta
o conjugado como raiz também?

G O teorema aqui diz. "Se uma equagdo admite a raiz a+\/g entdo admite

a—+/b como raiz".

Prof. Todos os nimeros irracionais tém a forma a + \/E ?
G Nao!? Hum!
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129 Prof. Quantas raizes ainda tém para vocé€s acharem?

130 C Trés.

131  Prof. Alguma dessas trés é racional?

132 G/C Nao.

133 C Nao porque a gente ja tentou todas as possiveis racionais.

134 Prof. Alguma dessas trés é complexa ndo real ou real? Voc€ pode afirmar isso?
135 G Nao!? Nao sei. [risos]

136 Prof. Continuem. Podem continuar.

137 C T4, olha aqui. Se tem uma raiz irracional e a gente ndo tem certeza que sio
racionais, entdo elas sdo irracionais... nao €?
133 G Entdo a gente pode afirmar que tem uma raiz irracional mostrando que as outras ndo

sao racionais. Nao pode?
139 C Ele nao pediu qual.
140 G E, entdo poe ai.
141 Obs  Qual é a conclusdo 1B?

142 C Se a gente tem sé uma raiz racional, as outras raizes sao irracionais.

143 Obs  Quer dizer que as outras sdo irracionais. Mas pede para mostrar ndo é.

144 C E. "Mostre que"!

145 G T4 entdo pde ai 6.

146 C Ta mas "mostre que" ndo diz que voc€ tem que mostrar a raiz certo?

147 G S6 "provar que..."

148 C Mostre que tem uma raiz irracional. Vocé tem que provar que...

149 G Porque de todas as racionais possiveis s6 tem uma. Como é uma equagéo de 4.°
grau, ela tem que ter quatro raizes. Como uma € racional e mais nenhuma € racional, as
outras sdo irracionais.

150 C Sera que isso basta?

A dupla G e C chegou a conclusdo correta de que ndo existia mais nenhuma raiz
racional. Como mostramos na andlise a priori, supomos que a dupla chegasse a conclusdo de
que das trés raizes restantes, como conseqiiéncia do teorema das raizes complexas, no
maximo duas poderiam ser raizes imagindrias, logo haveria uma raiz irracional. O teorema
das raizes irracionais para equacdes de coeficientes racionais ensinado pelo professor da
turma como uma nova tecnologia, fez com que os alunos G e C admitissem todos os
irracionais como sendo da forma a++/b. Com a intervencdo do professor perceberam esse
erro e concluiram que poderia ser de outras formas, no entanto precipitaram-se ao admitir que
as raizes restantes por ndo serem racionais seriam irracionais, esquecendo a possibilidade de
existirem duas imagindrias. De fato, conforme mostramos no estudo de livros didéticos, os
exercicios envolvendo raizes racionais, irracionais e possiveis raizes imagindrias nao sao
freqiientes, lembrando que os nimeros negativos, os irracionais € os imagindrios ndo eram
aceitos quando surgiram durante o desenvolvimento histérico dos conceitos relacionados ao

objeto equagdes.
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Resolugdo da dupla G e C

Ouionde W;MWM . Joy
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Fig. 25. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

A dupla A e M concluiu rapidamente que ndo havia mais raizes racionais. Logo, as

demais seriam irracionais ou imagindrias.

Didlogo da dupla A e M

26
27

28

29

30
31

M (...) Letra b: Mostre que essa equacdo tem uma raiz irracional.

A Uma raiz irracional. Vai ter mais entdo. Da para escrever um texto aqui. Porque de
acordo com a pesquisa da... se com o método da pesquisa ndo foi encontrada outra raiz
racional s restam outras raizes irracionais.

Prof. Como vocé sabe que t€ém mais raizes reais e que devem ser irracionais?

A Bom, nés chegamos e reduzimos esta de quarto grau do enunciado para uma de
terceiro. Entdo tem trés raizes. Repetidas ou ndo. Seguindo o método da pesquisa de
raizes...

M Nenhuma mais € racional.

A Nenhuma mais vai ser raiz do problema, entdo s restam raizes irracionais.

O professor, percebendo a conclus@o precipitada de que as raizes restantes seriam

todas irracionais, intervém e pergunta porque nao poderiam ser imagindrias.

32
33
34
35

Prof. Vocé disse que € de grau trés e tem mais trés raizes.

M Isso. A gente reduziu.

Prof. Como vocés sabem que elas ndo sdo todas complexas?

A Porque mais nenhuma possibilidade da pesquisa de raizes apresentou-se como uma

raiz propriamente dita.



130

36 Prof. Vocés disseram que tem mais trés raizes. E concluiram que uma € irracional. Por
que as trés nao podem ser complexas?
37 A Porque a complexa tem... Bom, se hd uma complexa, ha outra... como é o nome?

Aquela que tem um traco em cima? Conjugada!?
38 M Conjugada!

39 A Uma irracional tem que ter conjugada. (grifo nosso)

40 M Tem que ter duas. Pode ser duas.

41 A N3ao pode ter a terceira separada.

42 Prof. Estd bem.

43 M Escreve entdo. Como s6 tem a possibilidade de ter duas imagindrias complexas,
uma tem que ser irracional.

44 A Entdo eu vou escrever um testamento. (...)

Nota-se na frase nimero 39 que o aluno quis dizer imagindrio, confirmado pela frase
nimero 43. A dupla apresentou a resposta a seguir, onde se percebe uma pequena confusao

entre irracionais e complexos imagindrios, mas corrigido ao final.

Resolugdo da dupla A e M

- ¢ L dwvenlado ) polh K Ry
i? 5%<MWM@W&,3 Jorma,
(5 )W? % ‘ g P /LUTY\PE N

Fig. 26. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

Apés encontrarem a raiz racional e terem feito a divisao do polindmio correspondente
a equacdo, a dupla E e D procurou as raizes do quociente x° + x — 3. Para isso continuaram
verificando os possiveis valores racionais, obtidos pela pesquisa de raizes, no algoritmo da

divisdo de Briot-Ruffini.
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Resolugdo da dupla E e D

-
'7(3,34-0”)(‘) + 7C/t5 ‘:O

=3

Fig. 27. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

A dupla verificou que nio havia mais raizes racionais e admitiu a existéncia de raizes

irracionais. Na realidade ndo necessitava utilizar — 2 como mostra a resolu¢do pois 0s tnicos

valores inteiros possiveis de serem solucdo de X +x-3=0sdo {+]; +3}. A dupla ndo usou a

conseqiiéncia do Teorema das Raizes Complexas e procurou obter a raiz irracional.

Didlogo da dupla E e D
51 D Temos trés raizes: x; , X, € x3. E se a gente usar Girard? S6 que vai ficar muito
grande.
52 E Se ela tiver uma irracional ela vai ter que ter uma oposta a outra. Ela ndo pode ter

53
54

imagindria também sendo ia ter que ter duas imagindrias. Entdo ela deve ter uma raiz de
multiplicidade 2. Deve ter uma raiz que seja dupla. Bem, talvez por Girard dé para a gente
fazer. T4 entdo vamos chamar as raizes de a + ...

D Nao. Chama de x; , X, € X;.

E Nio. E na forma irracional. Que a gente coloca a raiz e ja vai anular. Se a gente

tiver uma raiz que seja a + Vb a outra raiz com certeza vai ser com certeza a — /b . E na
hora de somar a gente j4 vai anular a raiz; na hora de colocar na relagdo de Girard. S6 que
tem uma raiz que a gente ndo conhece. Nao, mas vamos fazer entdo. T4, e a outra raiz a
gente vai chamar de...

Para obter a raiz irracional, chamou-a de a + \/E e admitiu a existéncia da conjugada,

como fez a dupla G e C, indicando a confusdo existente entre o teorema das raizes irracionais

e o teorema das raizes complexas imaginarias.

A dupla E e D prosseguiu utilizando as Relagdes de Girard agora com as raizes

irracionais.
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Resolugdo da dupla E e D
| I % Qv le o 1 = —-—Q/T
Q1
LU +0z=0
30 B =
EL A . Wa= 20U
Ko

T+ @) (@ dB)cs=-2L
(0515 ) (-2e) =3

Fig. 28. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

Didlogo da dupla E e D

55
56

58

59
60

64

66

74

D Chama de x;. Fica 2a... T4 pde a + \/B +a-— \/B + X3 igual a menos...

E E. Af vai dar zero. Menos 0 sobre 1; 0. Vai ficar 2a + x; = 0. T4. Entdo aqui ja d4
para colocar que x; = — 2a. Porque na hora de usar x; ja poe 2a.
E Multiplicagdo se a gente fizer vai ficar com b também né. Mas olhe, dai a gente

faz... se a gente for multiplicar tudo vai ficar a + \/B vezes a — \/B vezes X; vai ter que ser
igual a — (— 3 ) sobre 1. Entdo vai ficar o quadrado do primeiro menos o quadrado do
segundo menos b, vezes — 2a que € 0 X3 ...

D ...igual a 3. Vamos ter que fazer a outra.

E a+ \/E vezes a — \/E mais a + x/B vezes X3 mais a — x/B vezes X3 vai ser igual a 3
sobre 1.
E Aqui a gente pode chamar de — 2a e aqui também de — 2a. Dai vai ficar —2a° —

2a\/E . Af vai ficar — 2a°, cubo ndo, ao quadrado... mais 2a\/E ...igualal.

E E. Esse com esse, 0 2a\/6 ... Esse também vai cancelar... ndo, aqui fica mais.
Continua igual. Entdo vai ficar a* - b...
E Entdo aqui é a’ — b vezes — 2a igual a 3. Vai ficar 1 + ... Sabe onde a gente vai

chegar, eu acho? Em uma equagio do 3.° grau comum. Vamos ver. 4a” vezes —2a igual a 2.
Vai ficar — 2a — 8a’ = 3 (grifo nosso).  8a’ + 2a— 3 = 0. Chegamos em uma equacio do 3.°
grau igual.

Logo no inicio da aplicagdo das relacdes de Girard, a dupla ja havia chegado em x3 = —

2a. Substituindo na equagao X +x-3=0, para a qual se busca solugdo, obtém-se 8a’ — 2a -

3 =0, semelhante a grifada por n6s na frase ndmero 74.

Os alunos E e D obtiveram a equacdo — 2a — 8a’ = 3. No momento de explicitd-la

erraram os sinais e escreveram 8a° + 2a — 3 = 0 ao invés de — 8a° — 2a — 3 = 0. Para solucionar
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- 3 . , . . .
a equacao 8a’ + 2a — 3 = ( tentaram novamente a pesquisa de raizes racionais e o algoritmo

de Briot-Ruffini.

Resolugao da dupla E e D
(-4 ) -2y = 3
(J+rae3)(-Ra)=3
—20,-Bad> =3
'80?—t- a3 =0
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Fig. 29. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

~ ~ 3 ~
Percebemos que a dupla ndo notou que resolver a equacdo — 8a” — 2a — 3 = 0 ndo
PN . . 3 .
levaria a raiz irracional de x” + x — 3 = 0 mas a faria obter somente o valor de a, parte do
nimero a + b, que admitiu equivocadamente como a forma geral dos ndmeros irracionais, a

. - 3 s .3
mesma raiz procurada para a equagdo X” + 2x” + x —x — 6 =0 e para a equacdo x” + x — 3 =0.
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Constatamos na frase nimero 92 do didlogo adiante, que depois os alunos entenderam que

ndo estavam efetivamente obtendo a raiz mas parte do nimero irracional que eles admitiriam

ser a solugdo.

Didlogo da dupla E e D
80 E A gente jafez aqui. pvaiser—lel;—-3e3; q-—lel;—2e?2..
81 D w.—4ed;—8e8.(...)
86 E Vamos colocar no Briot-Ruffini: oito, dois, menos trés. Aqui nenhum inteiro pode
ser.
87 D Chuta 1/2.
88 E 1/2, mas dai s6 vamos ter valores pares. Multiplicar par e somar par vai dar, e daf o
-3 ? Tem que ser um desses aqui: 3 dividido por alguma coisa.
89 D Entao vamos tentar 3/2.
90 E Oito vezes 3/2 vai dar 4... 12; ndo vai dar... 7 vezes 3... Vamos tentar com 4... 3/4;
8 dai da 6 com mais 2, 8 de novo, dai da 6 com — 3... ndo vai dar. 3/8! Vai dar 3 com mais
2, 5. Ai vai ficar 15/8. 3/4 negativos. E, eu acho que vai dar certo. 8, 2, —6... com mais 2
da —4, vezes... vai dar zero. Certo!
91 D —3/4 é uma raiz.
92 E Nao, é um valor de a.
A dupla E e D esqueceu do coeficiente 0 de x°. Resolveram novamente a equagao x>+
x —3 =0, com x3 = — 2a, mantendo o erro anterior quanto ao sinal.

1

§cc +OcZ + Ro-30

S ® O 2 "3 e o a =3
B ~le XKD 8 -

2 6 o A -3
8 -6

g wil= A5
2 2

Fig. 30. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos



135

Didlogo da dupla E e D
94 E aigual a —3/4. Mas aqui a gente vai ter mais dois valores para a. Aqui a gente ficou
com... Ndo! Deu errado. Porque a gente esqueceu do x> do a’.
95 D Puxa. Entdo escreve de novo.
96 E 8,0,2,-3.
97 D Comeca por aqui: mais 3/4. Nao comeca pelo niimero negativo.
98 E Vamos comecar por —3/2. Aqui vai ficar 8, —12... hum, j& ndo vai dar.
99 D =3/4.
100 E Acho que -3/8 porque se —3/4 deu aqui provavelmente ndo dé agora.
101 D .. 9/8
102 E 9/8 com mais 2...
103 D Naio vai dar.
104 E Entdo vamos fazer com —3/4. 8, aqui vai dar —6... vai dar 9/2 mais 2, igual a 13/2.

Também ndo vai dar certo. Olhe aqui no nimero 3 ele vai pedir a raiz de uma equagio do
3.° grau mas ele estd dando uma explicagdo. Vamos passar para o ndmero 3 e depois a
gente volta para o ntimero 2. (...)

Os alunos E e D observaram que no exercicio 3 havia uma equagio do 3.° grau para

resolver, assim como a que estavam tentando solucionar, com uma orienta¢do: o Teorema de

Bolzano. Por esse motivo deixaram o exercicio 2, item b, e passaram ao exercicio 3.

Para provar a existéncia da raiz irracional, a dupla J e Y tenta obté-la admitindo a

existéncia da irracional e da conjugada. Os alunos J e Y ndo denominam o nimero irracional

de forma geral e tentam utilizar as relagdes de Girard.

Resolugdo da dupla J e Y

N N A T
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A
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Fig. 31. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos
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Didlogo da dupla J e Y

64 Y Bom a gente provou que tinha uma raiz racional e encontramos ela. Metade esta
feito; € a letra a. Mostre que essa equagdo tem uma raiz irracional.
65 J Se a gente achar uma raiz irracional, a gente vai ter as duas que € o conjugado.

Agora tem que achar a raiz irracional.

66 Y A gente tem a equagdo fatorada.

67 J Se a gente tem uma aqui... m, n, p, q... da para fazer por...

68 Y  Girard! E trabalhoso!

69 J Faz af por Girard.

70 Y Deixa eu s6 pegar [; € mais rapido.

71 J Vocé vai ficar com trés equagdes. Nao. Quatro equagdes. Falta uma aqui.
72 Y d/a. Que é -6. Agora sabe que uma das raizes é -2.

A dupla J e Y tinha encontrado a raiz racional — 2 e utilizou-a para reescrever as
relacdes e tentar resolver o sistema de equagdes ndo lineares que surgiu. Os alunos ndo
percebem que, se nao for dada no exercicio uma informacao das raizes, as relagdes de Girard

ndo sdo uma técnica adequada para resolucgao.

Resolugado pela dupla J e Y
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Fig. 32. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos
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Didlogo da dupla J e Y

73
74
75
76

77
78
79
80

81
82

&3
84
&5
86

87
88
&9
90
91
92

Pée -2 em alguma: m, n, p ou q.

Como n; —2mpq... mpq sabe que é 3. E agora...

Nas outras também.

—2m + mp + mq + (—2p) — 2q + pq =—1. Vamos deixar o —2 em evidéncia. -2mpq.
D43, mpq; + mp+mq+pqg=-1; -6+ mp+mq+pq=-1; mp+ mq+ pq=>35. Agora
vamos para a 3.

J mp + mq + pq da 5.

J
Y
J
Y

Y Espera ai. Vamos fazer nessa aqui. Eu chamei essa de I, essa aqui eu chamei de II.
J mpq substitui 3 aqui ndo &, na terceira?
Y mnp + mnq + 3 = 1. Agora sabe que... o coisa aqui, como é o nome? -2 € raiz, € o n.

—2mp + mpq + 3 =1. D4 para deixar mp em evidéncia. S6 deixa eu passar esse 3 para l4.
Deixa eu fazer de volta... + mpq dai o 3 vai para 14 fica —2.

J Isso, —2. Pde mp em evidéncia.

Y Fica -2 + q igual a —2. Agora 0 4.° que é esse aqui. Nesse a gente jd sabe que n é o
—2;m+p+qéigualal.

J Entdo m vai ser igual...

Y A p + q. Quer dizer — p — q. ...-q vezes p... —2+q = -2

J Ndo sei se vai dar certo. Vai tentanto af.

Y —p> = pq... =2 + q. Espera af cara. Estd muito confuso. Eu vou substituir esse daqui
aqui. E melhor. —p vezes p, p’; —pq; —qp... —pq de volta; —q° = 3. Entdo, —p* — 2pq...

J Acho que € um produto notavel isso.

Y 29> =3.

J Espera ai. Vocé tem o valor de p+q?

Y p +q? —m... n = 2! (risos) Est4 suado este.

Prof. Vocés descobriram alguma raiz?
J/7Y  Descobrimos. Estamos atrds da irracional agora. S6 que estd dificil. A gente vem
tentando por Girard agora mas € bem trabalhoso.

A dupla tem dificuldade porque tem que resolver um sistema de equacdes nao lineares

de trés incognitas. Em certo momento confundem a raiz irracional com as raizes imaginarias

citando o conjugado; os alunos J e Y também t€m a idéia de substituir x pelo nimero

imagindario i. Observamos que além dos valores inteiros, os imagindrios i € — 1 também sao

utilizados freqiientemente.

93
94
95
96

97
98

99

Prof. Como vocés sabem que existe mais uma raiz?

Y x* sdo quatro raizes. Pode ter multiplicidade...

J Se tiver uma irracional, o conjugado € a outra.

Prof. Como vocés estdo procurando essa raiz irracional? Por qual método vocés estdo
tentando fazer?

J A gente tentou por Briot-Ruffini e por Girard.

Y E se gente tentar fazer uma loucura e tentar no chute mesmo e botar um i ali. Se a
gente achar montando a equagdo ali... Nessa aqui tem que ter...

J Tem que ter. E ao cubo. Tem que ter uma real. Tem que ter duas irracionais. Nao.
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101

138

Real ou racional. Tem que ter duas irracionais né? Se a gente pegar essa daqui e dividir
essa aqui.

Obs  Vocé poderia explicar de novo quando diz 'dividir essa por esta daqui', quem &
essa...

J Aqui olhe. A gente vai pegar x + 2 vai dividir a equagdo x’, vai dividir por x+2. Ndo
sei se € certo fazer isso. Eu vou tentar né. —2 + 1 € —1; mais 2... da —1. O resto é —1.

A dupla J e Y utiliza as estratégias e técnicas de resolu¢do que recordam. Quando

consultam o livro diddtico encontram a conseqiiéncia do teorema das raizes complexas,

conforme mostra o didlogo mas nao chegam a conclusio correta.

102

103
104
105
106
107
108

109
110

111

112

Y Estd aqui. Teorema das raizes irracionais. Estd aqui, olhe. Se uma equacdo de
coeficientes reais tem grau impar, entdo essa equagdo admite pelo menos uma raiz real.
Essa equagdo tem grau par. Vamos pensar se tem mesmo raiz. Ndo pede para achar a raiz.
Pede para mostrar que tem. E ela tem né; t4 afirmando isso. Deixa eu fazer uma coisa... i
ndo € raiz.

A soma nao deu 0 né?

Dos coeficientes? Nao! 4 — 7: —=3. Se fosse 0, O também seria uma raiz.

Espera ai. E i aqui. E i aqui. Ndo 1. Resolva Bhéskara.

Ah sim! Nossa!
bs O que vocé tentou ali?

Eu peguei x° + x + 3 que era a equagdo né, daf tentei compor ele. Deixando x em
evidéncia. Nao sei se estd certo isso.
Obs  Para que vocé fez isso?

KO —T~—

Y Para ver se achava as raizes dessa equacdo. Daria x = 1 e x = —=3. Viu J. Pondo
3 .

X +x+3... decompondo aqui...

J Ndo, mas tem que ter um... tem que deixar algum em evidéncia para ser 0 mesmo.

Eu acho que ndo dé para fazer assim nao.
Obs Deixem essa se vocés esgotaram as estratégias e voltem para a atividade 3 entio.

Na frase nimero 102 do didlogo constatamos que se os alunos J e Y ndo perceberam

que o polindmio x* + 2x> + x> — x — 6 tem como um dos fatores o polindmio x> + x — 3.

Poderiam ter concluido que sendo este um polindmio de 3.° grau, grau impar, admite pelo

menos uma raiz real, que ja se sabe que ndo € racional, portanto seria irracional.

Se considerarmos o que foi escrito pela dupla J e Y, conforme resolucio que

apresentamos, poderiamos concluir o que segue.

Em [, a dupla obteve mpq = 3, ou seja, pq = i E em IV obteve —m = p + q. Em III
m

encontraram mnp + mnqg + npq = 1 enquanto o correto seria mnp + mnq + mpqg + npq = 1.

(grifo nosso) Substituindo-se I e IV na expressao III correta e sendo n = — 2 temos:

mnp + mnq + mpq + npq = 1
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mn.(p +q) + mpq + n.(pq) = 1

—2m.(—m)+3+(—2).i =1
m

m>— 2 4220
m

m +m-3=0
que equivale a equagdo X +x-3=0 cuja solugdo se procura.

Como afirmamos anteriormente, as Rela¢des de Girard ndo sdo a estratégia adequada
para a resolucdo de uma equagdo se ndo se conhece uma informacao sobre as raizes. Apos ter
tentado algumas estratégias a dupla J e Y deixou o exercicio 2, item b, para resolver o

exercicio 3.

Considerando a equacdo x* + 2x° + x> —x — 6 = 0, a dupla F e Ge encontrou a raiz
racional — 2 e dividindo, pelo método da chave, o polindmio x* + 2x” + x> — x — 6 por X + 2
obteve o quociente X° + X — 3. A raiz desse quociente também serd raiz do polindmio e da
equacdo. Por isso a dupla continua tentando resolver a equagao x> + X — 3 = 0 e mostrar que a

raiz € um numero irracional.

Resolugdo da dupla F e Ge

Fig. 33. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

Na pesquisa de raizes racionais assim como ocorreu no exercicio 2, item a, os alunos
representaram os divisores de 3 por m(3); também usaram m(1) e o quociente no sentido de

divisores.
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Didlogo da dupla F e Ge

91 F E agora como a gente vai fazer a partir dai?

92 Ge Tentar substituir essas raizes aqui.

93 F Que raizes?

94 Ge Fazer a pesquisa dessa daqui.

95 F Ah t4, fazer a pesquisa dessa parte.

96 Ge +1;+3. —1ndoé; -3...

97 F 3 a gente j4 viu que ndo era.

98 Ge Nao, mas desse aqui acho que € diferente.

118  Prof. Uma vocés ja acharam?

119 Ge Deu -2.

120 F -2 porque se deu resto 0 aqui...

121  Prof. Essaé aracional.

122 F A racional. Uma das.

123 Prof. Uma das. Entdo qual vocés estdo procurando agora?

124 F E que s@o mais irracionais ndo €? Ah ndo, tem uma irracional s6. Ah, achamos a
racional ja. A gente tem que achar a irracional.

125 Ge Beleza, entdo o problema € esse.

126 F E. Achar a irracional. Como? Se ela é irracional... Tentar de volta? Podia tentar
com essa de cima com x°. Aqui tem uma irracional e agora?

127  Ge x* primeiro ...

128 F Agora vai ser um problema porque... Vamos pensar. Ela € irracional por qué?
Porque vai dar nimero imagindrio, correto ndo é?

129  Ge Sim.

130 F T4. Mas ela tem uma raiz.

131 Ge Porque provavelmente vai ser uma raiz, um nimero... ndo vai dar um nimero certo;

um ndmero exato ali.

Os alunos F e Ge, pela frase nimero 128 do didlogo, confundem nimero irracional

com imagindrio. O aluno Ge, conforme a frase nimero 131, concluiu corretamente que o

irracional algébrico ndo € exato e apresenta um radical. Assim como as duplas Ee D,Je Y,

esta também decide usar as relacdes de Girard.
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Resolugdo e didlogo da dupla F e Ge

136

137
138

139
140

141
142
143
144

145
146

147
148

—

Fig. 34. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

F (...) O que vocé fez? Girard? Ndo d4? Girard tem que ter as raizes! Mas se a gente
chutasse as raizes? Ai! Girard e a gente faz raiz o sabe?

Ge Sei.

F A gente faz o, 0, 03... Vamos ver direitinho. Vamos ter que fazer Girard de
quatro. Vamos tentar. Vamos chamar aqui as raizes...

Ge A soma, mas nao vai dar certo isso.

F Calma, tem que ter calma. Vamos tentar. Sao quatro raizes: 0, 0, 03 € 0. Comeco
somando todas né?

Ge Soma € igual a menos b sobre...

F ...tracinho 1... 2 Af a;... af dois a dois agora né?

Ge Sim.

F O .0+ 0 .03+ 0 .0y+0,.0;+ 0.0+ 03 . 0y igual a traco de fracdo...1

sobre 1 que é 1 né? Agora tem que fazer... trés a trés. o;0L0; + 0l 0L0ly + ...
Ge Nao vai dar certo!

F Calma! Vamos tentar! E ndo vai certo... 0,030 ... igual a —6 sobre 1, e o dltimo é
todos juntos: 1 sobre —6. Fazemos um sistema desse com esse.

Ge E muita coisa. Ndo vai ter sistema suficiente para fazer.

F Tem quatro equagdes e quatro incognitas. Eu acho que errei mesmo essa parte aqui.

A gente estd tentando usar Girard, ndo tem que usar. Teorema de Bolzano...

Assim como fez a dupla J e Y, na terceira relagdo correspondente a soma dos produtos

das raizes, multiplicadas trés a trés, escreveram o;0L03 + 000y + 00304 ao invés de

010003 + 0L 000y + O 030y + 0030y (grifo nosso). A dupla F e Ge percebeu que as relagdes
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de Girard levam a um sistema de equacdes ndo lineares de resolucdo trabalhosa. Se

prosseguissem na resolugdo do sistema chegariam a equacdes equivalentes as ja obtidas.

Ap6s tentarem algumas estratégias os alunos F e Ge consultam o que foi ensinado pelo

professor da turma e encontram o teorema das raizes irracionais: "Se uma equagao polinomial
de coeficientes racionais admite o nimero a + \/E como uma das raizes, entdo admite o

nimero a — +/b como raiz também." A partir disso tentam novas técnicas para resolver a
equacdo x* + 2x> + x> —x — 6 = 0, para a qual jd conheciam a raiz — 2 e ndo percebem que

bastaria resolver a equaco x” + x — 3 = 0.

Resolugdo da dupla F e Ge

Fig. 35. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

Como a tarefa do exercicio 2, item b, consiste em mostrar que existe uma raiz

irracional para a equacdo dada, os alunos admitiram como os outros que o irracional é da

forma a++/b .
Didlogo da dupla F e Ge
154 F Nao da para fazer por fatoragdo; ndo da para fazer por pesquisa; ndo d4 para fazer

por Girard. Como a gente vai encontrar essa raiz irracional? Tem que ter alguma
conseqiiéncia légica esse teorema.

155  Ge Mas por que ele estd falando: 'tem uma'? Por que ele estd falando 'uma' exatamente
'uma raiz irracional'?
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ocorreu com a dupla E e D: 1) o teorema diz "Se o nimero a + Jb é raiz ...

143

F Nao sei. Eu acho que ele s6 quer uma, ndo sei. Vamos pensar: 'teorema das raizes
irracionais: Se uma equagd@o polinomial de coeficientes racionais...' todos os coeficientes
sdo racionais...

Ge Huhum...

F ...admite o nimero a + vb como uma das suas raizes, entdo admite... E se a gente

usasse esse genérico tipo a + \/6 , usasse a — \/6 e fizesse Briot-Ruffini com elas, com
isso, serd? Vamos tentar! Ndo vai dar muito certo eu acho. S6 que vou multiplicar por 1
sendo fica muito ruim de fazer, ou fatoramos algo errado. 1,2, 1,-1,-6.

Obs  Qual o método que vocés estdao usando?

F E o teorema das raizes irracionais que € do tipo se voce tem a + \/6 ,tem a — \/6
daf a gente vai tentar fazer por isso. S6 tentar por enquanto.

Ge Para fazer um método...

F Olhe s6! Aqui vai um nimero igual a zero e com a — \/B vai outro nimero igual a
zero e a gente faz um sistema.

Ge E. Tente por esse mais esse.

F Vai ter que ser a + \/6

Ge Vezes...

F ..a +\/E. Vai ser igual a a vezes a... a’+a+vb +2a+ a\/E+ b+ 2\/E+ 1; a*+
2a+/b + 1. Calma. a’ + 2a+/b + 2a ...

Ge Eu acho que vai dar na mesma: uma equacdo de quarto grau ou maior.

F Vamos tentar. Este daqui corresponde a esse aqui. Vamos fazer o outro. Vai ficar:
meu Deus, vou ter que multiplicar tudo isto por isso dai?

Ge Sim, vai dar um grau maior sendo que vocé tem dois sistemas.

Constatamos que os alunos F e Ge ndo ficam em duivida sobre duas situagdes, como

"

; ndo se tem

certeza sobre sua existéncia e o nimero ja é tomado como uma solugcdo da equacdo; ii) a

representacao geral dos nimeros irracionais como nimeros da forma a * Vb éincorreta.

A dupla F e Ge tenta encontrar uma nova estratégia como mostra a frase nimero 180

do didlogo.
Didlogo da dupla F e Ge

170 F Chamo de o igual a trigonometria entendeu? Depois substituo.

171 Obs O que voce estd tentando fazer agora?

172 F A gente estava tentando fazer por Briot-Ruffini com esse a + Jb 56 que daf
comegou a ficar muito grande ai chamei esse a + Jb de niimero o como se fosse uma raiz
genérica e estou tentando fazer por isso agora, estou fazendo as contas para ver se cai em
alguma coisa que dé€ para a gente usar.

173 Ge Como se faz na trigonometria.

174 F Como depois vai dar o, quando a gente achar a raiz, der um nimero aqui a gente
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vai substituir no final por a + \/6 . Aluno Ge cheguei ao seguinte: o + 20 + o — 0t — 6 =
0. Voceé tem que usar isso para alguma coisa.

Ge Naio vai dar.

F Chegou na mesma coisa.

Ge Entao.

F Por qué?

Ge Porque na verdade vocé substituindo... a raiz genérica... a Gnica coisa que voce fez
foi ao invés de chamar de x vocé chamou de o.

F Colega Ge n6s temos que achar outro método. (grifo nosso)

Ge E pois a tinica coisa que vocé fez foi chamar x de o mas ndo deixa de ser uma raiz.

Ap6s terem tentado a pesquisa de raizes racionais, a divisdo, tanto pelo algoritmo de

Briot-Ruffini quanto pelo método da chave, e as relagdes de Girard, encontraram no livro

didético a conseqiiéncia do teorema das raizes complexas mas nio chegaram a conclusdo na

realizacdo da tarefa. Nesse ponto parece-nos que nio estd claro a esses alunos que ao

encontrarem a raiz do quociente de grau 3, um dos fatores obtidos pelo teorema da

decomposicdo, estardo obtendo a raiz da equacao inicial de grau 4.

Didlogo da dupla F e Ge

182 F "Se uma equagao polinomial de coeficientes reais tem grau impar...!"

183  Ge Nio. E par.

184 F "O ndmero de raizes imagindrias de uma equagdo polinomial de coeficientes reais é
necessariamente par."

185 Ge Eu acho que ela tem alguma imagindria, serd que ndo tem? Porque de qualquer
forma se tem uma racional e uma irracional vai ter duas imagindrias.

186 F Tudo bem, e como € que a gente vai achar essas duas imagindrias? Se a gente fizer
pesquisa a gente vai cair no — 2 de volta. T4, mas o que significa achar o resto?

187  Ge E que se gente fizer por pesquisa vai dar para ver que nio necessariamente vai ser

esses valores. Pode ser que nao seja nenhum desses. E aqui de qualquer forma deu um s6.

A dupla encontrou na apostila usada pelo professor da turma o teorema da

Decomposicao e decidiu aplicar essa tecnologia.
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Resolugdo da dupla F e Ge

. X o
: — &
Al
Fig. 36. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos
Didlogo da dupla F e Ge

190 F Colega Ge acho que achei alguma coisa. Tem citado o Teorema da decomposi¢ao
aqui. Vamos ver se dd para usar para alguma coisa. "Qualquer equagao algébrica de grau n,
pode ser decomposta e fatorada em n fatores do 1.° grau da seguinte maneira."

191 Ge Claro. Teria que fatorar com a raiz que a gente ji conhece, vezes o termo
independente. (grifo nosso; quis dizer coeficiente dominante)

192 F Ah € colega Ge. Vamos tentar. Teorema da decomposicdo. Como € o esquema? A
gente descobriu que —2 € raiz. Primeiro é —6 vezes...

193 Ge X+ 2.

194 F ...Vezes...

195  Ge As outras trés raizes que a gente ndo sabe.

196 F X—04,X—0p,X—0s

197  Ge Tem que dar zero.

198 F Olhe aqui. Tem mais coisa aqui. Teorema fundamental da dlgebra. Demonstracéo.
Temos que P(x) admite uma raiz complexa. Chamemos de x; essa raiz. Podemos escrever
(x = x1).Q(x) onde Q(x) tem grau n — 1. Conseqiiéncia. Uma equacao polinomial de grau n
admite exatamente n raizes complexas. Ndo necessariamente distintas entre si. Se a gente
tem uma raiz de grau 4 vai ter 4 raizes complexas. Mas a gente achou 1, ndo pode ser 4; a
gente achou uma racional j4.

199 Ge Nao mas é que complexos engloba tudo ali, de certa forma.

200 F Observagdo. Decomposicdo de polindmios em um produto de fatores do 1.° grau é
unico exceto pela ordem dos fatores. Nao da para saber. Vamos tentar fazer o seguinte. Se
tem uma raiz irracional, vamos supor que a gente acha a raiz irracional (grifo nosso, quis
dizer imagindria), vamos supor que a gente ache mais i, uma delas vai ser — i. Tem duas que
sdo mais ou menos parecidas entendeu? A gente tem que achar a 3. dai.

201 Ge As complexas vao ser ela e o conjugado. A outra é que vai ser diferente de tudo.

(grifo nosso)
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Os alunos F e Ge deveriam considerar a equacdo x° + x — 3 = 0 para chegar a

conclusdo correta de que, ndo existindo raizes racionais, se houver duas imagindrias, a terceira

raiz é um ndmero irracional. No entanto, consideram a equagdo inicial x* + 2x> + x> —x — 6 =

0 ndo percebendo que tendo descoberto a raiz — 2 no item a, agora resta encontrar a raiz do

quociente da divisdo. A dupla novamente utilizou as Relagdes de Girard conforme a resolugdo

anterior e o didlogo seguinte.

Didlogo da dupla F e Ge

202 F O que a gente pode fazer? Ndo dé para fazer sistema com nada, isso e que € o pior.
D4 para fazer sistema com Girard serd?

203 Ge D4 uma coisa gigantesca, mas nao sei se vai dar. Serd que vai certo?

204 F Tem esse o, Oy, Oz € Oy ...

205  Ge Sendo que @, a gente j4 sabe.

206 F A gente jd sabe. E igual a 2.

207  Ge Menos 2 dai.

208 F Menos 2. Sera que ndo da para fazer sistema. — 20,0304 =—6; —2 + 0 + 03 + Oy =
— 2. Colega B, alguma coisa tem que sair daqui. A gente tem trés incognitas e trés
equacoes.

209 Ge A gente tem trés equagdesinhas no sistema, agora...

210 F O problema € que a gente for multiplicar cada um desses vai chegar em uma coisa
muito gigantesca.

211 Ge Faz um outro de Girard aqui. Qual era a outra relagio?

212 F Tem mais duas ainda. E que sio quatro.

213 Ge Usa uma daquelas. Sendo vai ficar o X no meio.

214 F Ah € tem essa daqui. — 2.0, + (— 2).0i3 + (— 2).04 + 0. O3 + 0. Oy + O3. Oy = 1.
Esse pode ser achado porque a hora que a gente for multiplicar aqui... Vamos fazer o
seguinte... Queria passar esse daqui para cd mas dai vai dar zero, vai acabar sumindo com
isso. Vamos ver o que vai acontecer se a gente desenvolver isso. (x* = 04X + 2X — 2.04).(X —
- 0p).(x —o3) = 0. (x3 — 0. X%+ 27 = 200X — Op.X” — 040X + 200X — 204.0,) tudo isso
vezes (X — 03) vai ser igual a 0. O que € o x?

215 Ge O x é 0 X mesmo.

216 F E tipo uma incégnita?

217 Ge E que sempre fica x menos a raiz 1, X menos a raiz 2, ...

218 F A gente vai cair na mesma coisa?

Percebendo a dificuldade em usar o Teorema da Decomposi¢do, a dupla F e Ge

retomou a equacao X +x-3=0.
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Resolugdo da dupla F e Ge

Fig. 37. Exercicio 2 b - Resolu¢do dos alunos

Didlogo da Dupla F e Ge

219 Ge De novo! Serd que ndo é mais facil tentar a partir dessa daqui em que a gente ja
achou!? De qualquer forma a gente vai achar as duas imagindrias e a irracional a partir
daqui.

220 F Entdo vamos pegar. (x> + x — 3) = 0. Mas como a gente vai partir daqui. Fazer
pesquisa.

221 Ge N3o vai dar. Eu ja tentei. (-1) ndo d4; (-3) nem (+3) vai dar certo aqui. A raiz real ja
foi. Se for para achar as outras duas, vao ser as duas imagindria, teoricamente, € mais a
irracional. Se a gente achar a irracional fica mais fécil.

222 F N3o tem como sair daqui.

223 Ge O que o prof. tinha falado quando no exercicio nao tiver dado nenhuma certo?

224 F Nao lembro. Nao d4 para usar multiplicidade também nado é? Nao d4 para usar
divisdes sucessivas. (1) ndo € raiz. (0) ndo é raiz.

225 Ge Nem o (3) nem o (- 3) aqui. E, mas sé vai poder ser mesmo uma irracional aqui no
meio. Vamos tentar substituir.

226 F Nao lembro como é que chega. Eu até pensei nisso mas é impossivel. Existem

milhdes de raizes irracionais. Irracional acho que ndo € s6 imaginério também. Nao d4 para
fatorar. Ndo d4 para fazer pesquisa. Nao da para fazer... nada. Eu acho que a gente deveria
fazer o seguinte. Deixa um pouco de lado esse para a gente pensar depois. Vamos tentar
fazer o 3.

A dupla F e Ge deixa o exercicio 2, item b e passa ao exercicio 3.

Conclusoes sobre a analise a posteriori do Exercicio 2, item b

A partir dos didlogos registrados e das anotacdes das cinco duplas, constatamos que

apenas a dupla A e M justificou corretamente a existéncia da raiz irracional pela conseqiiéncia

do Teorema das Raizes Complexas, conforme supomos na andlise a priori. A dupla G e C

aceitou a existéncia da raiz irracional mas nio justificou corretamente.
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As demais trés duplas preocuparam-se em encontrar a raiz irracional embora o
exercicio ndo pedisse isso. Nenhuma dessas duplas conseguiu resolver a equagdo algébrica
com uma das solucdes igual a um nimero irracional porque, conforme o estudo dos livros

didaticos, métodos numéricos nao sao estudados no ensino médio. A dupla E e D admitiu a

existéncia da raiz irracional e de sua conjugada, denominando-as de a + Jb ea— /b eusou
as relagdes de Girard. Abandonou essa técnica por nao conseguir encontrar a raiz. A dupla J e
Y admitiu a existéncia da raiz irracional e tentou resolveu a equagio pelas Relagdes de Girard
denominando as raizes da equagdo de 4.° grau genericamente de m, n, p € g, sendo que uma
delas era a raiz racional encontrada. Os alunos J ¢ Y também nao conseguiram encontrar a
raiz e deixaram o exercicio. A dupla F e Ge admitiu a existéncia da raiz irracional porém,
como as outras duplas, ndo soube justificar e tentou achd-la resolvendo a equacao. Tentou as

Relacdes de Girard denominando genericamente as raizes da equacao, como fez a duplaJe Y.

Depois admitiu a raiz irracional como um nimero da forma a + Jb e aplicou o algoritmo de
Briot-Ruffini e chegou a usar o Teorema da Decomposi¢do que antes de ser uma técnica €
uma tecnologia que justifica algumas estratégias adotadas para a resolu¢do de equacdes. A

dupla F e Ge também deixou o exercicio 2, item b, para tentar resolver o exercicio 3.

Nao havia a necessidade de se encontrar a raiz irracional da equagdo proposta. Da
maneira como as trés duplas tentaram resolver o exercicio 2, item b, serviu para antecipar-lhes

a tarefa do exercicio 3 e apresentar-nos as dificuldades que supomos na anélise a priori.

Para finalizar, notamos que os alunos ndo apresentaram ddvidas quanto ao nimero de
raizes da equacao. Devido ao teorema das raizes irracionais ensinado pelo professor da turma

confundiram-se com o teorema da raizes complexas e acabaram admitindo os irracionais

como sendo todos da forma ai\/g . Como os alunos tentaram calcular a raiz irracional,
embora o exercicio pedisse apenas para mostrar a existéncia, uma das técnicas empregadas
foram as relacdes de Girard. No entanto ndo associaram essa técnica a tarefa de resolver uma
equagcdao quando se conhece uma informagdo sobre as raizes, como o exemplo citado no

estudo do livro didatico.
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Anadlise a posteriori do Exercicio 3, antes do uso do software

Exercicio 3

Teorema de Bolzano:

"Seja a equagdo P(x) = ax" + a, X" +...4+a,x + ap = 0 com coeficientes reais. O ndmero de raizes
reais situadas no intervalo aberto ]a; b[ é impar, se P(a).P(b) < 0, ou seja, se o valor do polindmio
para x = a e para X = b tém sinais contrérios; é par (inclusive zero, isto €, nenhuma raiz real no
intervalo ]a; b[ ) se P(a).P(b) > 0, ou seja, se o valor do polindmio para x = a e para x = b t€m
sinais iguais."

Determine as raizes da equagio x° + x + 1 = 0.

O estudo dos documentos produzidos pelos alunos e dos protocolos, nos permitiu

identificar os seguintes resultados.

Trés duplas puderam realizar a tempo essa tarefa. As duplas G e C e E e D executavam

a tarefa do exercicio 2, item b.

A dupla A e M utilizou corretamente a técnica 2 fazendo a pesquisa de raizes
racionais, como supomos na andlise a priori. No didlogo afirma que os possiveis valores
racionais — 1 e 1 eram féceis de serem verificados, mas ao invés de fazer a substituicao dos
valores das possiveis raizes, testou no algoritmo de Briot-Ruffini concluindo que ndo eram

solucdes.

Resolugao e didlogo da dupla A e M

3) ¥ extk L 6+l #l
e el % /T
q v +L, 'L ——) \ l

Fig. 38. Exercicio 3 - Resolugdo sem uso do software

56 A Olhe. O q e o p sdo 1. Entdo pesquisa de raizes fica facil.
57 M 1,0,1, 1.
58 A Mais um, menos um. Zero nao.
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59 M Nio, tudo bem o zero ndo. Mas é no Briot-Ruffini tem que ter o zero porque nio
tem x".

60 A E, tem que ter um espago para o x_... No da.

61 M E, acho que vai ter que usar Bolzano.

A dupla] e Y tentou a fatoracdo e errou quando fez o agrupamento.

Resolugao e didlogo da dupla J e Y

Fig. 39. Exercicio 3 - Resolugdo sem uso do software

116 Y Olhe 3A. Se eu fizesse assim: Ox” certo? Se tentar fazer fatorando?
117 ] Tem que ter tipo...

118 Y x+1

119 ] Teria que ter esses dois iguais. Voc€ pega um, nio tem como.

Acreditamos que os alunos tenham tentado primeiro a fatoracdo porque essa técnica

permitiu que resolvessem os exercicios anteriores.

A dupla A e M também tentou a fatoragao.

97 A D4 para reduzir para segundo grau? D4 para por em evidéncia?

98 M Nao, a gente ndo sabe nenhuma.

99 A X que vai multiplicar x* + 1, mais 1, igual a zero. Olha d4 para descobrir porque x
nao é 1.

100 M (risos) x ndo € 1, nd0 € 0, ndo é - 1.
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Busca da compreensdo do Teorema de Bolzano

As duplas leram o teorema de Bolzano e da forma como interpretaram, tentaram

aplica-lo.

A dupla F e Ge, por exemplo, entendeu de forma incorreta que os extremos a e b do
intervalo seriam as raizes, conforme a frase 234 do didlogo, e fizeram a substituicio no

polindmio correspondente a equagao.

Resolugao e didlogo da dupla F e Ge

Fig. 40. Exercicio 3 - Resolugdo sem uso do software

234 F Vamos tentar transpor o que esté escrito no enunciado aqui para a folha para ver se
a gente entende. Entdo € o seguinte. "O nimero de raizes situadas no intervalo aberto ]a; b[
& impar se P(a).P(b) < 0..." Asraizes sdoaeb.

235  Ge Sim.

236 F ae b é impar. Nio, o nimero de raizes é impar. E isso?

237  Ge O nimero de raizes é impar.

Esperdvamos que os alunos escolhessem valores arbitrarios para os extremos do

intervalo com o objetivo de localizar a raiz.

A principio pareceu-nos que a dupla A e M fez isso escolhendo os valores a =1 e

b =0 e calculando o valor numérico do polindmio.
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Resolugdo da dupla A e M
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Fig. 41. Exercicio 3 - Resolugdo sem uso do software

No entanto percebemos depois que a escolha ndo foi arbitraria. Os valores extremos a
e b do intervalo foram confundidos pela dupla A e M com os coeficientes da equacdo dada

x* +0x>+x + 1 =0 como aparece no didlogo.

Didlogo da dupla A e M

62 A Seja a equacdo... raizes reais situadas no intervalo aberto... para x igual a a, para x
igual a b. Espera af entdo. x igual a a, x igual a b. O a nessa equagdo é... € 1. E o b é 0 ndo
€? Vamos colocar x igual a a. ... trés, mais um, mais um. Vai dar um, mais um, mais um,
vai dar trés. Segundo caso, x igual a b. Zero, vai dar o termo independente.

Ressaltamos que em seguida, sem que fosse uma tarefa, a dupla A e M teve a
iniciativa de esbogar o grafico no papel. Desconhecemos a razio pela qual isso ndo foi feito
nos exercicios anteriores por esses alunos. Acreditamos que foram motivados pelo fato de

terem encontrado o intercepto’ do grafico com o eixo y ao calcularem P(0).

? Ponto em que o gréfico cruza os eixos do plano cartesiano.
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Resolugdo da dupla A e M

Fig. 42. Exercicio 3 - Resolu¢do sem uso do software

O gréfico estd correto no intervalo ]0; 1[, como mostra a andlise a priori. Mas a
conclusdo a que chegou a dupla A e M estd incorreta. Pelo teorema de Bolzano, se P(a).P(b) >
0, hd um nimero par de raizes no intervalo |a; b[. Poderia haver duas raizes reais e o grafico

interceptaria o eixo das abscissas em dois pontos.
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Fig. 43 Exercicio 3 - Resoluc¢do sem uso do software

Para a dupla A e M, como observamos na frase nimero 75 do didlogo, a pesquisa de

raizes indicaria todas as raizes reais, enquanto a pesquisa indica apenas as possiveis raizes

racionais.

Didlogo da dupla A e M

71 Professor Na questdo 3 vocés concluiram que ndo tem raizes reais. De que grau
¢é a equagdo?

72 A/M  Terceiro grau.
73 A Ela deve apresentar trés raizes. Fazendo aqui o método de Bolzano vocé pegando o
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primeiro caso x igual a a e o segundo caso, x igual a b, e multiplicando os dois resultados
obtidos vocé vai obter um nimero par. Significa que o niimero de raizes reais é...

74 M Numero positivo.

75 A E, perddo, niimero positivo. Significa que o nimero de raizes reais é par: 0 ou 2.
Nao pode ser 2 porque sendo a pesquisa de raizes acusaria essas duas solucdes reais
levando a conclusido de que o polindmio em questdo tem apenas raizes... ndo apresenta
raizes reais.

Outras tentativas

Algumas duplas tentaram encontrar as raizes por outros métodos e abandonaram

quando perceberam que ndo obteriam a raiz irracional.

O aluno J, por exemplo, utilizou as relagdes de Girard. Essa técnica deve ser aplicada
quando ha alguma informagdo conhecida para as raizes da equacdo. Nao foi dada nenhuma

informagao sobre as raizes no exercicio 3.
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Fig. 44. Exercicio 3 - Resolu¢do sem uso do software

Em uma tentativa de resolucao diferente, a dupla A e M pensou em substituir valores
na equacdo, como supomos na andlise a priori, mas de nimeros complexos imagindrios,

porém nao levaram a idéia adiante.

Didlogo da dupla A e M

103 A Aparentemente simples. Eu vou tentar um nimero facil aqui: 1 + i. S6 o ntimero i
a0 é.
M Nao tem como chutar um raiz complexa.

=

104
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O aluno Y entendeu do teorema de Bolzano que P(a).P(b) indicaria um outro
polindmio de 2.° grau, divisor do polindmio correspondente a equacéo e utilizou o método da
chave pensando em decompor o polindbmio da equacdo. Vemos que a técnica de
decomposicdo a partir da divisdo de polindmios estd presente com muita freqiiéncia. Isso
ocorre porque, na inexisténcia de um método algébrico geral e pelo desconhecimento pelos
alunos de um método numérico, a aplicacdo de tal técnica permite a realizagdo de um grande

namero de tarefas propostas nos livros didaticos.
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Fig. 45. Exercicio 3 - Resolu¢do sem uso do software

Uma retomada do exercicio

A duplaJ e Y relé o enunciado e analisa o teorema de Bolzano.

Didlogo da dupla J e Y

120 Y Eu acho que d4 para fazer. Serd que ndo mesmo? Vou tentar entender isso aqui. Dai
tem trés raizes. Tem dois pontos, tipo ponto a e ponto b. Dai tem duas equagdes, ponto a e
ponto b; multiplicadas ddo menor que zero. O valor do polindmio para x = a e x = b tem
sinais contrarios.

121 ] Tem que ser uma positiva e uma negativa para dar menor que zero, € aqui tem que
ser as duas positivas ou as duas negativas. Mas no que ajuda isso?

122 Observador Nao fazem o gréfico; permanecem no método algébrico.

123 Y x° + x + 1 =0; ax’+bx+c. Vai dar resto 0. Tem que achar Q(x).

Observamos que esses alunos permanecem buscando um método algébrico. Nao

experimentam esbogar o grafico no papel.

A dupla F e Ge, relacionou a tarefa proposta com as tarefas presentes no livro didatico

e procurou entender o significado dos extremos a e b do intervalo.
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Didlogo da dupla F e Ge
248 F (x> + x + 1 = 0). Eu nio consigo entender o que é esse a e o que é esse b. E o
intervalo.
250 F Mas € que ele ndo da o intervalo. Muito estranho. (...)
254 F Tudo d4 o intervalo. O nosso nao dé o intervalo.
255  Ge Ali se pergunta quantas e aqui se pergunta quais. P(0) vai dar 1. Entdo entre P(0) e

P(2), deixa eu ver se tem alguma raiz nesse intervalo... (11). Nesse intervalo, tem sinais
iguais, entdo ou nao tem nenhuma ou tem um nidmero par. Nao ajuda muito.

Ressaltamos que os alunos F e Ge chegaram a conclusao de que falta o intervalo ]a; b[

onde se localiza a raiz e perceberam a dificuldade de quando o mesmo ndo é dado. Resolvem

entdo fazer tentativas até descobrirem o intervalo | —2; O[.

Didlogo da dupla F e Ge

256 F Eu fiz com (+1) e (- 1). P(a) e P(b) tem sinais contrarios. Aqui na verdade eles t€m
o mesmo sinal, (+3) e (+1) entendeu. Daf (3.1) vai dar maior que zero.

257  Ge Nao quer dizer nada porque pode ser que ndo tenha nenhuma também. Vou fazer
P(-2)(-8-2+1)

258 F Mas ai vocé vai chegar em qué?

259 Ge Naio, € s6 para saber quantas raizes t€m nesse intervalo. Nao vai ajudar muito.

260 F D4 (- 9). Deu sinais contrdrios, entdo quer dizer que tem um nimero impar.

261 Ge Tem alguma raiz af no meio.

262 F Tem um nimero mpar de raizes aqui no meio.

263 Ge Entdo quer dizer que tem alguma pelo menos. Se € um nimero impar pelo menos
uma vai ter. Agora, se fosse nlimero par pode ser que ndo tenha nenhuma.

264 F Que raiz vai dar aqui?

265 Ge Entre (-2) e (0) vai ter uma.

266 F T4, mas vamos descobrir uma raiz aqui entdo nesse intervalo. (2) ndo d4a. (1) ndo
da. (0) ndo da. (-1)...

267 Ge Entre (0) e ... € um intervalo aberto, ndo é? Entdo, entre (0) e (— 2) de qualquer
forma vai ter uma.

268 F Ah ta, entdo pode ser 1/2 e essa 'coisarada’ toda... Eu realmente ndo sei. Ndo
consigo ver saida para isso. Se tivesse o intervalo era mais f4cil, mas ndo tem.

269 Ge Mas mesmo que tivesse vocé€ ia ter que achar quais. Se tivesse perguntado o

nimero de raizes até tudo bem, mas agora quer saber quais. E aqui mesmo nesse exercicio
feito tinha e pergunta quantas.

Os alunos F e Ge demonstraram desconhecer uma técnica que permita encontrar, até

mesmo aproximadamente, o valor de uma raiz, em um certo intervalo real. Os livros didaticos
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que estudamos e o que € ensinado pelo professor da turma ndo inclui métodos numéricos de
resolucdo. Na frase nimero 259, o aluno Ge ndo percebeu que tendo o intervalo inicial
poderia ir diminuindo o intervalo pelo método da bissecdo desenvolvendo uma técnica
(método numérico) diferente daquelas que os alunos do ensino médio aprendem. As tarefas
que encontram entre os exercicios trabalhados pelo professor da turma apresentam o intervalo

e se pergunta quantas sdo as possiveis raizes localizadas nele.

Didlogo da dupla F e Ge
271 Ge Tem alguma aqui no meio. Pode ser infinitas raizes.
272 F Colega B, pesquisa!
273 Ge Faz pesquisa, legal. Esse sobre esse vai ser (— 1) e (+1) e nenhum deles vai dar.
Porque (- 1) ndo da. (1) ndo vai dar certo, pela pesquisa de qualquer forma.
275  Ge Eu acho que ndo vai ter nenhuma raiz real pelo jeito aqui. Eu acho que nido tem,

porque as que poderiam ser reais aqui seriam (—1) e (+1), mas nenhuma delas d4 certo.
(grifo nosso)

Nesse momento hd uma confusdo pois os alunos referiram-se a nimeros reais quando

deveria ser racionais.

Um momento de organizacdo da agdo

A dupla F e Ge abandonou a idéia de obter a raiz pelo teorema de Bolzano e preferiu

relacionar as técnicas correspondentes a tarefa conforme apresentamos a seguir.
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Fig. 46. Exercicio 3 - Resolu¢do sem uso do software
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Didlogo da dupla F e Ge
278 F A gente vai ter que achar uma saida. Pesquisa, Girard, intervalo, ndo d4 nada. Tem
que ter uma saida.
279  Ge A gente viu todos os capitulos ali j4? Tem mais algum depois desse?
280 F Eu acho que esse € o ultimo. Bolzano € o tltimo. Girard, pesquisa e equagdes.
281  Ge Pesquisa ndo da. Pelo menos ndo real. (grifo nosso)

As duas técnicas que sdo divisdo (pelo método da chave ou pelo algoritmo de Briot-
Ruffini) e decomposicdo (fatoragdo) dependem de se conhecer uma raiz. A outra técnica
citada, Girard, aplica-se quando na tarefa hd alguma informacdo de relagdo entre as raizes. A
outra técnica, pesquisa de raizes racionais, estava prevista na andlise a priori. O aluno Ge
referiu-se novamente a reais ao invés de racionais. Como a pesquisa de raizes racionais que
foi feita ndo permitiu encontrar nenhuma, a dupla F e Ge chegou a conclusio correta sobre a

existéncia mas nao sobre como encontrar a raiz irracional.

Didlogo da dupla F e Ge
282 F Se a gente fez pesquisa e nao d4 € porque s6 tem irracional.
283  Ge Ou imagindrias.

Conforme a andlise a priori, como a equacdo tem grau impar, apds a pesquisa de
raizes indicar a inexisténcia de raizes racionais, sabe-se da existéncia de pelo menos uma raiz
real. Como a raiz real ndo é racional, chega-se a conclusao de que esta deve ser irracional.
Embora ndo apresente esse rigor, o aluno F concluiu corretamente conforme indica sua

afirmacao na linha 282.

Admitindo a existéncia da raiz irracional, novamente de maneira equivocada

representando-a na forma a * Jb , a dupla prossegue na tentativa na obter o seu valor.
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Resolugdo da dupla F e Ge

Fig. 47. Exercicio 3 - Resolugdo sem uso do software

Didlogo da dupla F e Ge

Os alunos fazem a substituicio do nimero que eles acreditam representar todos os

irracionais.
290 F Mas mesmo na pesquisa dd o resultado; se esse for menor que esse, vai dar fragdo
dai. Vamos colocar aqui a + \/B . Vou tentar um negécio aqui colega Ge.
291  Ge Eu tento desse lado. Vou tentar chutar uns valores irracionais aqui no meio.
292 F Nio vai dar. Muito grande.
293 Ge Nem com o 1 d4 certo.

Com um irracional na forma a + Vb a dupla fez a substituicdo e desenvolveu a
expressao mas depois abandonou a idéia. Fizemos alguns questionamentos e constatamos que

a dupla F e Ge interpretaram corretamente o teorema de Bolzano.

298  Prof Mas o que vocés ja concluiram a respeito da quantidade de raizes no intervalo?

299 Ge Assim, por exemplo, entre (0) e (2) tem o mesmo sinal. Entdo quer dizer que tem
um ndmero par ou nenhuma raiz aqui nesse intervalo. E aqui como deu impar, tem pelo
menos uma, ndo sei. Pelo menos uma raiz ja que a quantidade é {mpar obrigatoriamente

uma vai ter.

300 Prof Entdo vocés ja sabem que no intervalo ]-2; O] tem uma quantidade impar de raizes.
(...)

304  Prof Por que vocés concluiram que ndo tém raizes racionais?

305 F Porque a gente fez a pesquisa de raizes e ndo deu nenhuma. Daf a gente chegou a

conclusdo que s6 t€m raizes irracionais.
306 Ge Mas vai ter pelo menos uma real no caso porque o coeficiente, o grau € impar.
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Durante o questionamento soubemos porque a dupla escreveu o irracional na forma

a = /b . Conforme observamos anteriormente, o professor da turma apresenta o teorema das

raizes irracionais. Concluimos que os alunos ndo entendem que o teorema ndo garante a

existéncia de raizes irracionais nem mostra uma técnica para obté-las. Simplesmente garante

que se existir a raiz a+ Jb , entdo existird a raiz a — Jb . Por ser parecido com o teorema das

raizes complexas os alunos confundem-se.

Didlogo da dupla F e Ge

301  F/Ge Achar as raizes.
302  Prof O que vocé escreveu aqui aluna A?

303 F Que a raiz irracional é (a £ +/b ), porque a gente acha que s6 tem raizes irracionais,
ndo tem raizes racionais. (...)

308 F (azx \/B ) foi isso que a gente encontrou no livro.

309 Prof  Vocés consultaram o livro?
310 B Sim.

311 Prof  Todos os irracionais, alunos A e B, tém a forma a = \/E ?
312 B De certa forma sim porque se o a for (0) vai ser s6 a raiz.

Constatamos que a dupla admitiu corretamente a existéncia de uma raiz irracional
porém a representaram genericamente de forma equivocada devido o teorema das raizes

irracionais.

Conforme apresentamos a seguir, o aluno F relacionou os niimeros irracionais com os
imagindrios possivelmente porque se forem raizes, seus conjugados também serdo. No entanto

representou de forma errada os irracionais em geral e os nimeros complexos imagindrios.

Fig. 48. Exercicio 3 - Resolugdo sem uso do software

313 F Depende, se tem imagindrio tem que ter o i. Daf o imagindrio seria (a \/6 i)eo

irracional seria (a \/6 ).
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Conclusao da analise a posteriori do Exercicio 3, antes do uso do software

Os alunos ndo interpretaram com seguranca o teorema de Bolzano porque nao
entenderam os sinais de P(a) e P(b) onde a e b sdo os extremos do intervalo. Acreditamos que
o estudo do teorema de Bolzano a partir de graficos, conforme consta em Dante (2003),

facilitaria o entendimento. A seguir apresentamos alguns exemplosm.
i) P(a) e P(b) t&€m sinais iguais — ha um ndmero par de raizes no intervalo ]a; b[ .

P(-1) e P(2) tém sinais iguais e ha P(-1) e P(2) tém sinais iguais e nao
quatro raizes reais no intervalo |- 1; 2[ ha nenhuma raiz real em |- 1; 2[

Fig. 49. Interpretacdo grafica do teorema de Bolzano

ii) P(a) e P(b) t€m sinais diferentes — h4a um nimero impar de raizes em ]a; b[.

P(=1) e P(1) tém sinais diferentes e ha P(- 1) e P(1) tém sinais diferentes e
trés raizes reais no intervalo |- 1; 1] h4 uma raiz real no intervalo |- 1; 1]

Fig. 50. Interpretacdo grifica do teorema de Bolzano

' Graficos construidos com o auxilio do software Winplot.
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Os alunos concluiram corretamente a existéncia da raiz irracional apds realizarem a
pesquisa das raizes racionais. Embora nao exista uma forma de representacdo algébrica geral

para os numeros irracionais, o fato do professor da turma ter ensinado o teorema das raizes

irracionais fez com que os alunos admitissem a raiz irracional na forma a + Jb e as duplas
tentaram usar as técnicas conhecidas sem perceber que havia a inten¢do de apresentar-lhes

uma nova técnica, um novo método de resolugao.

Os métodos numéricos exigem o intervalo de localizac@o das raizes. Apenas a dupla A
e M fez a escolha de valores porém nao souberam justifici-la a partir do teorema de Bolzano.
As demais tentativas sem sucesso, feitas pelos alunos, para obter uma raiz irracional para a
equacdo empregando as técnicas apresentadas nos livros didéticos, justifica a proposta de uma

nova técnica de resolucao (método numérico) com o apoio de um software gréfico.

Analise a posteriori do Exercicio 3, apés uso do software

Ap6s a explicacdo do uso do software, as duplas rapidamente plotaram o grafico do
polindmio considerado como funcdo. Com a andlise do grafico, voltaram a procurar a raiz

irracional.

A dupla G e C reconhece a existéncia de apenas uma raiz real e concluem que as
outras duas raizes sdo imagindrias. No entanto, a escolha da amplitude do intervalo'! interfere
nessa conclusdo pois as demais raizes poderiam ser exteriores ao intervalo estabelecido. Uma
maneira de saber se ha mais raizes, ou seja, se a fungao polinomial mudard novamente de
sinal (teorema de Bolzano), pode ser pelo estudo do crescimento da fungdo utilizando nogdes
de derivada. No caso da fun¢do associada ao polindmio P(x) = X + X + 1, considerando a raiz
real o podemos dividir P(x) por x — o obtendo o quociente x> + ox + o + 1. Como o

discriminante A do quociente é negativo, nao hd outras raizes reais.

'O intervalo correspondera ao dominio da fungdo cujo grafico serd esbogado.
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Resolugdo e didlogo da dupla G e C
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Fig. 51. Exercicio 3 — Resolugdo apds uso do software

159  Prof Os valores que aparecem representados no €ixo x sdo nimeros de qual conjunto.
160 G Reais.

161 Prof Reais. Certo. Entdo eu pergunto: todas as rafzes sdo reais?
162 C Tem apenas uma.

Na justificativa da existéncia de apenas uma raiz real confundem-se quando associam
irracionais com complexos, como ocorreu com a dupla F e Ge antes do uso do software. A
dupla considerou a tecnologia do Teorema das Raizes Complexas pela qual se sabe que se a +
bi é raiz de uma equacdo algébrica de coeficientes reais, entdo a — bi também ¢é raiz dessa
equacdo. Julgamos que confundiu com os irracionais conjugados porque o0s nudmeros

irracionais sdo os que estdo sendo discutidos.

163 Prof Pelo menos é o que vocés véem nesse intervalo.

164 G Sim. Ah entdo as outras nao sio reais.
165 C Faz sentido porque ela é do 3.° grau.
166 G As outras sdo da forma a mais raiz de b. Mais ou menos raiz de b ndo €?

Os alunos G e C ndo realizaram a pesquisa de raizes racionais e observando o gréfico,
. . 1 . - ~ ~
estimaram o valor da raiz em 2 e quiseram verificar se de fato era solucio da equacao pelo

algoritmo de Briot-Ruffini.
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Resolugdo e didlogo da dupla G e C
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Fig. 52. Exercicio 3 — Resolugdo apds uso do software

Pde entdo que as outras ndo pertencem ao conjunto dos reais. Agora tem que achar

os valores. Quer tentar...

C Por chute? (...)

G/C  Menos um quarto, menos um sexto...

C Vai escrevendo Briot. (...)

C Mais um. Dezessete sobre dezesseis. Quer saber. Esquece.

Prof  Essa raiz que vocés estdo procurando € uma raiz real. De onde vocés tiraram essa
conclusdo?

G/C Do gréfico.

Prof Do gréfico. E que valores vocés assumiram para essa raiz?

C Ela € menor...nd0. Ela estd entre menos um e zero.

Prof  Ok. E que valores vocés escolheram para fazer um teste?

C Menos um quarto.

Prof E por que menos um quarto e ndo, por exemplo, menos meio?

G Esté para cd um pouco do menos meio entdo a gente foi pela ldgica.

Permitimos que os alunos G e C tentassem realizar a tarefa de obter uma raiz irracional

apo6s terem descoberto o intervalo graficamente, mas ndo conseguiram.

Uma intervengdo do professor: um momento diddtico

O professor auxilia os alunos G e C no uso do Teorema de Bolzano para descoberta do

método numérico que se constituiria em uma nova técnica. Partindo do intervalo |- 1; O[ ja

obtido pelos alunos devido a visualizacdo gréafica, faz perguntas sobre como a dupla saberia

algebricamente se a raiz estd entre — 1 e — 0,5 ou entre — 0,5 ¢ 0.
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Didlogo da dupla G e C
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Prof. Vou fazer uma pergunta para vocés. Se eu perguntar se a raiz estd entre zero € um o
que vocés me respondem?

C Naio. Entre zero e um?

Prof. Entre zero e um.

C Nio.

Prof. Como vocés sabem?

G Porque nio corta o eixo dos x.

Prof. Se eu perguntar para vocés: a raiz estd entre menos um € menos meio, ou se ela estd
entre menos meio e zero, como vocés me responderiam isso?

G Est4 entre menos um e menos meio. Porque aparentemente corta o €ixo X nesse
intervalo.

Prof. Mas vocés poderiam usar o Teorema de Bolzano para me afirmar isso: que estd
entre menos um e menos meio?

G A gente fez entre menos um e zero daf a gente descobriu que o teorema esté certo.

Uma nova técnica em uso

Ap6s o entendimento do Teorema aplicaram-no na tentativa de descobrir uma boa

aproximacao para a raiz irracional. Para isso, como mostra a resolucao e o didlogo,

verificaram novos extremos de intervalo usando o ponto médio. Fizeram isso porque o

professor perguntou ou talvez porque estimaram o valor apds visualizarem o grafico. Desse

. 1
modo, aplicaram o teorema de Bolzano para os valores — 1 e 5

Resolugao e didlogo da dupla G e C
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Fig. 53. Exercicio 3 — Resolugdo apds uso do software
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166

C Entdo a a gente fixa entre menos um e menos meio, foi o que vocé pediu? Da
Menos um, menos um, mais um vezes menos meio ao cubo, mais menos meio, mais um,
mais um.

Prof O que vocés concluiram?

C Que a raiz estd entre menos um e menos meio?

Prof  Como é que vocés descobriram isso?

C Através do Teorema de Bolzano. (...)

C A gente fez p de a, a gente fixou de a a b, que seja menos um e menos meio e fez p

de a, que é menos um, e p de b, que € menos meio, multiplicou os dois, chega (— 24) que é
menor que zero, entio a raiz esta entre menos um € menos meio.

Insistimos com as perguntas com o objetivo de fazer com que a dupla chegasse a

conclusdo de que poderia aplicar o Teorema de Bolzano seguidamente. Nao adotamos o

critério de fazer a bisse¢do do intervalo e permitimos que os alunos utilizassem valores

decimais arbitrarios. Sabendo que a raiz localizava-se entre —1 e — 0,5, aplicaram o teorema de

Bolzano para o valor — 0,7 e verificaram que a raiz localiza-se agora entre — 0,7 e — 0,5.

Resolugdo e didlogo da dupla G e C
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Fig. 54. Exercicio 3 — Resolug@o apds uso do software

Prof  Otimo. Se eu perguntar a vocés: a raiz estd entre menos um e menos 0,7, ou se estd
entre menos 0,7 e menos 0,5, como € que voc€s vao saber isso?

G Menos 1 e menos 0,77

Prof  Vocés ja sabem que estd entre menos 1 e menos 0,5. Agora eu quero saber se estd
entre menos 1 e menos 0,7 ou se esta entre menos 0,7 e menos 0,5.

G Nossa cara: 0,7 ao cubo.
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A partir do entendimento de que poderia aplicar o teorema de Bolzano seguidamente,
a dupla G e C prossegue na tentativa de obter a melhor aproximacdo e aplicam o teorema

considerando os valores — 0,7 e — 0,6 e identificam um novo intervalo de localizacdo da raiz.

Resolugao e didlogo da dupla G e C
~Dib -&,3
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Fig. 55. Exercicio 3 — Resolugdo apés uso do software

294 C T4 aqui. Pode ser menos 0,67 [risos]

295 Obs O que vocés vao fazer?

296 G Chutar. Menos 0,6. A gente descobriu que estd entre menos 0,7 e menos 0,5. Entdo
pode ser menos 0,6.

297 C Nossa vai dar um negdcio muito quebrado.

298 G Dai chuta de novo. Vai diminuir o intervalo. 0,6 € 0,5. 0,6 € 0,7.

299 C Menos 0,6 e 0,5. Fechado?

300 G A gente esta diminuindo o intervalo. Vamos ver até onde isso d4 certo. 0,7 ao cubo.

Intuitivamente estdo adotando o valor médio dos extremos do intervalo |- 0,7; — 0,6]

usando — 0,65 e — 7.

Nova intervengdo do professor
Y g

8.4 Leoks)ilop5) 1] 2@
[oms] L O S -0,6541 ] £ O

Fig. 56. Exercicio 3 — Resolugdo apds uso do software
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Prof  Vocés chegaram a conclusio em que intervalo estd?

G A gente esta diminuindo.

C A gente fez 0,7¢0,5; 0,6 e 0,7 e vai ver até onde da. (...)

G Beleza. E menor que zero. T4. Agora a gente pode diminuir mais. [risos] Vamos
tentar um valor?

C O que vocé quer tentar?

G 0,65. Esta bem no meio.

Explicitando um procedimento

Com o objetivo de fazer com que a dupla entendesse que estava encontrando uma

nova técnica, pedimos que explicassem o por qué da escolha dos valores extremos fazendo

com que a amplitude do intervalo fosse diminuindo.

318
319

320
321

322
323
324
325

Prof. Como vocés estdo finalizando para obter esse valor?

C A gente fez os intervalos. Foi diminuindo os intervalos e concluiu que ela esta entre
menos 0,7 e menos 0,65.

Prof. E vocés escolheram esses valores com que critério?

G A gente foi baixando os valores. Fizemos entre menos 1 € meio; menos meio. Daf a
gente baixou menos 0,7 e menos 0,5. Dai deu certo. A gente baixou mais. Menos 0,6 e
menos 0,7.

Prof. Vocés esperam encontrar um valor...

C Aproximado.

Prof. Por que aproximado?

C Porque os valores v@o dar muito quebrado. A gente estd tendo que aproximar os
valores para conseguir fechar a conta certa.

Os alunos também chegaram a conclusdo correta que a raiz irracional tem o valor

aproximado conforme a afirmacgao que fizeram (frases 323 e 325).

A visualizagdo grafica permitida pelo software possibilitou a localizacdo do intervalo

em que se encontra a raiz. Os questionamentos pelo professor, permitiu a dupla o

entendimento da necessidade de diminuir o intervalo para obter uma melhor localizagdo. A

partir disso, a dupla G e C passou a aplicar o Teorema de Bolzano chegando a uma boa

aproximacao do valor da raiz irracional, que ndo € exato.

Outra dupla, a dos alunos A e M, havia descoberto que existia uma raiz irracional.

Ap6s visualizar o grafico no computador e perceberem que a raiz real existente era unica,

reproduziram-no no papel.
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Fig. 57. Exercicio 3 — Resolug@o apds uso do software

No entanto os alunos A e M equivocaram-se quando foram justificar as demais raizes

da equacdo cubica proposta como tarefa no exercicio 3: confundiram raizes imaginarias com

raizes irracionais. Se tivessem lembrado da conseqiiéncia do teorema das raizes complexas

~ . 2. N ~ L : .
para equacdes de grau impar -, teriam chegado a conclusdo correta apds analisarem o gréfico.

130
132
134
136

138

139

A Ela continua para baixo. Quer dizer, ela bate uma vez aqui. A raiz é impar; nio par.
Ah ndo, mas € o nimero de raizes reais. O polindmio é do 3.° grau nio é? (...)

A Ela quer as trés raizes todas iguais. (...)

A Ele pode ter trés raizes mas sdo repetidas. Na verdade ndo quer dizer nada. (...)

A Ndo consigo ver sentido nela. Aquelas trés raizes, que por sinal sdo as mesmas que
a gente nao conseguiu achar, elas estdo entre o 0 e -1 no eixo das abscissas. (...).

A Olhe! Espere ai. Se essas raizes estdo entre 0 e -1 e € uma sé e sdo trés raizes

repetidas, entdo das duas possibilidades que a gente tinha que eram duas complexas, uma o
conjugado da outra, mais uma irracional ji é descartada. Entdo sdo todas irracionais; as trés
irracionais.

M Concordo. Nao tem como ser complexa.

12 As equagdes algébricas de coeficientes reais e grau fmpar tem pelo menos uma raiz real.
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Observando no grafico apenas um ponto de intersecdo da curva com o eixo Ox

s . . . 1 2 . .
concluiram equ1v0cadamente que as raizes eram repetldas 3. Porém pareceram 1mseguros pois

decidiram fazer outras tentativas retornando ao exercicio anterior.

Representando graficamente a funcdo polinomial, o software permitiu que os alunos

explorassem a equacdo (x° + x — 3 = 0) que surge no item (b) da Atividade 2, em que

buscavam resposta a tarefa de mostrar que existia uma raiz irracional.

140

141
142

A E a 2 (b) também comprovou isso. Deixa sé eu refazer o grafico. Ela corta uma vez
s0.

M S6 uma raiz irracional entdo.

A Trés irracionais. E trés raizes iguais no caso.

Acreditamos que ainda nao estivessem seguros da conclusdo sobre as raizes terem

multiplicidade m porque continuaram tentando validar na tarefa 1, onde encontraram

. . 3 . .. 1 .
corretamente a raiz racional 5 e duas imagindrias iE’ embora as corretas fossem * i, e

chegaram a criar outra equacdo, — 2x” — 0,5 = 0, para validar a idéia sobre raizes repetidas,

como apresentamos a seguir.

157

158
159
160
161
162
163
166

167
168

169

170

171
172

M Se bem que essa equagdo aqui s6 vai dar essa raiz. Tipo nessa equacio aqui, a Gnica
raiz é 3/2. Daqui mudou ja.

A Niao, mas o -1/2 e 0 1/2 também servem como raizes.

M Nao aqui de primeira eu acho se a gente tentar resolver.

A Eu acho que da sim. Eu acho que foi mal digitado. E se eu tentar asterisco?

A/M  Deu a mesma coisa.

A Vamos tentar uma nova?

M -2x°-172.(..)

A Mesma coisa. -2x> — 0,5. Ah, mas tem o seguinte né? Sdo raizes complexas. Vo
estar no plano de Argand-Gauss. Elas ndo vao aparecer aqui. Serd que tem Argand-Gaus
aqui?

M Sei 14.

A Vamos perguntar ao Prof.. Olha 2B, mas tem o seguinte: analisando aqui. A gente

fez com o 1 o teste das raizes: mais ou menos i/2 e elas ndo foram representadas nesse
plano. S6 podem no plano de Argand-Gauss. Mas aqui no 3?

M E porque ¢ irracional, ndo é complexa.

A Por que ndo pode ser duas complexas? Elas ndo iam aparecer do mesmo jeito
concorda? Pode ser uma irracional aqui...

M ... € duas complexas...

A ... que nao aparecem no grafico. (...)

"> Quando a raiz tem multiplicidade m maior que 1, o grafico tangencia o eixo Ox, como ocorre com a parbola
que representa a funcio polinomial de segundo grau em que o discriminante € igual a zero.
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Apo6s terem esbocado o gréfico correspondente as atividade 1, 2 (b) e 3 e criado a
equagdo — 2x*~0,5=0 e analisado a representacao gréfica, os alunos A e M afirmaram que

trabalha-se pouco em sala de aula a representacao dos complexos no plano de Argand-Gauss.

Resolugdo da dupla A e M
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Fig. 58. Exercicio 3 — Resolugdo apds uso do software

174 A A conclusdo que a gente chegou foi a seguinte: era um polindmio do 3.° grau, mas
que todas as raizes ndo poderiam ser complexas porque para ter uma raiz complexa ela
precisa ter conjugado. Entdo ndo pode ter apenas raizes complexas deve ter alguma

irracional.
175 M Mas tem uma irracional.
176 A Tem uma irracional. E mesmo que tenha raizes complexas elas ndo apareceriam

nesse plano aqui. Por isso que deixa em aberto. Ndo é conclusivo. (...)

Os alunos A e M anotam a conclusdo correta a respeito dos planos cartesiano e de
Argand-Gauss. Se hd uma raiz irracional e duas imagindrias conjugadas, estas ndo aparecem
no mesmo plano que as raizes reais. Contudo ndo conseguiram esclarecer a divida da
unicidade da raiz real por acreditarem que poderia ser trés raizes iguais e por isso o grafico
estaria interceptando o eixo Ox apenas em um ponto. Diferente das outras duplas, A e M nao
utilizou o teorema das raizes irracionais conjugadas que poderia aumentar ainda mais a

duvida.
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Fig. 59. Exercicio 3 — Resolugdo apds uso do software

Uma contribui¢cdo do uso do software para esclarecimento dos alunos

A exploracio do software em diferentes tarefas, mesmo validando aquelas ja

realizadas em papel, permitiu que os alunos chegassem a conclusdo correta a respeito da

representacao da raiz real no plano cartesiano e das raizes imaginarias.

O professor, assim como fez com a dupla G e C, questionou a dupla A e M se era

possivel obter uma aproximagao para o valor da raiz procurada.

O objetivo € que percebesse a necessidade de outro método pois a aproximacao é

considerada pelos alunos um processo demorado e impreciso.

Didlogo da dupla A e M

182

183

184
187
188
189
190
191

192
193

Prof. Se vocés ja conhecem o intervalo, onde estd a dificuldade em saber que valor é
esse?

A Eu desconhego, pelo menos no Ensino Médio, qualquer jeito de encontrar esse
nuimero irracional.

M D4 para chutar. (...)

M Que da para vocé delimitar. Tipo entre -1/2 e -1.

A Est4 mais préximo do -1 aqui.

Prof. Como vocés observaram isso?

M No gréfico. (...) Aqui no grifico estd mais préximo do -1.

A Se fosse isso, testando desvairadamente pares ordenados justamente teriamos

nimeros muito préximos mas isso € um processo...

M Demorado!

A Demanda bastante trabalho e mesmo assim vocé nao chegaria a um resultado tao
preciso assim da raiz irracional.
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Os alunos A e M perceberam a possibilidade de se obter um valor aproximado para a
raiz irracional, apoiando-se na visualizacdo do grifico, mesmo sem se referir ao Teorema de

Bolzano.

Uma resolugdo grdfica

A dupla E e D tentou primeiro resolver o exercicio 2 (b) apds terem esbogado o
gréafico com o Winplot. Obteve a solucdo da tarefa que pedia para mostrar que X'+ X — 3 = 0

admitia uma raiz irracional.

145 E Tem que achar a raiz irracional de x* + x — 3.
146 D Nesse intervalo mesmo?

Ap6s terem feito a pesquisa das raizes racionais, os alunos E e D sabiam da existéncia
da raiz irracional e decidiram esbocar em um mesmo par de eixos o grafico do polindmio x>+
x — 3 e do polindmio x* + 2x° +x*-x-6.0 primeiro polindmio € o quociente da divisdo do
segundo polindmio por x + 2, uma vez que a raiz (— 2) ja havia sido encontrada. A raiz do

quociente serd raiz do polindmio também, conseqiientemente os graficos se interceptarao.

164 E Mas ndo adianta. A gente precisa saber essa raiz. Tem que ver como a gente vai
saber essa raiz.
165 D Vamos tentar fazer da outra equacio. Dessa de x".

De fato, ao analisarem os gréficos os alunos E e D perceberam a existéncia de um
ponto comum, correspondente a raiz do quociente do polindmio dividendo. Essa raiz é o valor
irracional que a tarefa 2, item b, pede para mostrarem que existe. Na andlise a priori supomos
que a justificativa seria feita pela conseqiiéncia da tecnologia do teorema das raizes
complexas e ndo graficamente. Apresentamos a figura a seguir, por nés construida, para

ilustrar a tentativa de resolucao por essa dupla.
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<—

Fig. 60. Resolucdo gréfica
Didlogo da dupla E e D
170 E O problema € encontrar esse ponto. Como é que é a expressdo inicial, de 4.° grau?
x*+2x* + x> —x — 6. Ah, aqui...
171 D Tem uma raiz em comum. (...)
176  Prof. O que sdo esses dois graficos que voces fizeram?
177 D O gréfico vermelho é da equacdo x” + x — 3 = 0.
178  Prof. De onde veio essa equacao?
179 D Da raiz que a gente tirou por Briot-Ruffini, dd -2, a gente tirou a equagéo do 3.°

grau. E o gréfico verde é da equagdo inicial.
180  Prof. Certo. E o que vocés viram no gréfico vermelho e verde?
181 D —2 a gente viu mesmo que era uma raiz da equagao inicial.

Lq- o ey e . . 4 3 2
A andlise do grafico possibilitou que confirmassem que — 2 era raiz de X~ + 2x” + X~ —
—x — 6 =0. A dupla ndao menciona mas o grafico mostra que a raiz irracional encontra-se em

]11; 2[. Para tentar obter a outra raiz irracional tentaram um processo algébrico.
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Resolugdo e didlogo da dupla E e D
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Fig. 61. Resolu¢do apds uso do software

188 E Vocé vai achar um ponto em comum. Mas elas t€ém dois pontos em comum. Se a
gente igualar as duas a gente vai achar os dois pontos.

189 D Entdo vamos tentar fazer. Pode fazer cdlculo ndo é?

191 E Vamos fazer em outra folha. Eraox’ +x —3=0ex' +2x’ + X’ = x - 6 = 0. Vai

ficar x* + x* + x* = 2x — 3 = 0. Se a gente colocar essa equagio ali?

Ressaltamos o que a dupla fez nesse momento do exercicio 2, item b. Baseados na
técnica de comparagdo de resolugdo de sistemas, igualaram as expressdes das duas equacoes.
A técnica da comparagdo em um sistema de vdrias incognitas consiste em isolar a mesma
incoégnita em duas equagdes do sistema e depois, por ser a solucdo comum, igualar as

expressdes. Por exemplo:

2x+y=1 y=1-2x
= = 1-2x=2-3x
3x+y=2 y =2-3x

Porém, ndo se pode fazer o mesmo igualando-se as expressdes em equagdes de uma
incognita. Vejamos um exemplo.
x*+1=0

O sistema 5 nao possui solucdo nos reais. Se fizermos a comparagdo temos:
x +1=0

X+l=x+1 5xX-x*>=0=>x=0o0ux=1.

Desse modo, a partir do sistema obtido os alunos E e D igualaram, equivocadamente,
as duas expressdes chegando a uma terceira x* + x> + x*> — 2x — 3 = 0 cujo grafico da funcio

polinomial correspondente acabaram tragando com o software.



192
193
194
195

196

176

D Uma raiz da equagdo € 1. Nao, —1.

E E —1. Entio, esse ponto aqui é o —1.

D Qual ponto?

E Esse aqui, em que a linha verde e a vermelha... Dai a gente substituindo acha o
ponto. Mas o nosso interesse nio é esse. E o outro ponto que a gente nio sabe qual é.

D Vamos substituir nessa.

A dupla E e D substituem o valor (- 1) visualizado no grafico a partir da terceira

equacdo obtida, x* + x> + x> = 2x — 3 = 0 e confirmam tratar-se da raiz dessa equacgdo. Restaria

.. . . 4 3 2 .
saber se é raiz das duas primeiras X’ + x —3=0¢e x* + 2x’ + x> — x — 6 = 0, que deram origem

a aquela.

Resolugdo da dupla E e D

{ -5 1*2-3 =0
Fig. 62. Resolu¢do apds uso do software

3

Os alunos E e D aplicaram a defini¢do de raiz em X+ xX +x*-2x-3=0

substituindo x por — 1.

Didlogo da dupla E e D
197 E Vaidar 1 — 1 + 1 +2 — 3. Vai dar zero. E que se a gente substituir esse —1 em cada
uma dessas aqui a gente vai achar o mesmo valor. Porque vai dar —1 + 1, vai dar -3.
19 D Como -3 € igual a 0? Isso ndo existe.
199 E Mas aqui a gente estd fazendo y igual a isso. Mas —3 ndo é...
200 D Tem que digitar essa equacao igual a zero, ndo a y.

As verificarem se — 1 era solucdo das equacdes x> +x —3=0ex' +2x° + x> —x — 6 =

0 descobriram que nd3o. Os alunos reconheceram ter dificuldades quando as técnicas

necessdrias nao sio as rotineiras e afirmaram isso ao professor quando se trata de descobrir

solucdes que nao sdo ndmeros inteiros.



177

Didlogo da dupla E e D

204  Prof Onde estd a dificuldade em achar o valor dessa raiz? Por que vocé€s ndo estdo
conseguindo achar esse valor? E um valor conhecido?

205 D Nao parece conhecido.

206 E E que ndo é um valor inteiro.

Uma vez que se busca descobrir uma raiz irracional, o professor incentivou os alunos
da dupla a utilizarem o teorema de Bolzano referindo-se ao intervalo ]1; 2[ onde estaria

localizada a raiz irracional do exercicio 2, item b.

230  Prof Vocés ja descobriram o intervalo em que estd esta raiz. Voc€s ndo véem como
aplicar o teorema de Bolzano novamente, tentando obter o valor dessa raiz? Pensem nisso.

231 E A ndo ser que a gente v4 usando aqui, ampliando o gréfico para tentar descobrir
onde estd ...na horizontal. A gente sabe que a raiz € maior que 1 e menor que 2. Vamos
colocar 1 e 1,5.

Os alunos E e D preferiram explorar o software determinando arbitrariamente
intervalos onde a raiz irracional poderia estar localizada. Reproduzimos o grafico na tentativa

de ilustrar o que esses alunos teriam feito.
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Fig. 63. Resolugdo gréfica

Didlogo da dupla E e D
232 D Aqui € o maior, aqui estd 1,5 certo? Aqui estd 1, aqui esta 1,5.
233 (...)
241 E A gente viu que estava entre 1,20 e 1,25. A gente pode até aproximar mas a gente
ndo consegue chegar na raiz. Poe 1,26.
242 D Ele vai correr mais para c4 ndo é? Poe 1,22; 1,22 acabei de por.
243 E Entdo aqui a gente pde 1,21. S6 que como a gente vai saber o ponto. A gente nio

244
245
246
247

251

252
253

vai achar o ponto exato.
Prof  Qual € a tentativa que vocés estdo fazendo?

D A gente estava tentando aproximar para ver se dava para ter alguma nocao.

Prof O que vocés estdo tentando aproximar?

D A gente estd tentando aproximar o ponto que a gente descobriu que estd entre 1,2 e
1,25 mais ou menos. (...)

D A gente aproximou o gréfico para o intervalo 1,2 e 1,25. E a raiz continua 14 entre
esses...

Prof  Vocé fez essa aproximagdo entre 1,2 e 1,25 como? Como fez isso? No papel?
D N3o, no computador.



179

Constatamos que essa dupla de alunos preferiu utilizar o software para ir obtendo um
Lo . - 3, .2 .
valor proximo da raiz da equagdo x” + 2x” + X~ — x — 6 = 0 proposta como tarefa no exercicio

2, item b. Na anélise a priori supomos que os alunos fossem utilizar o teorema de Bolzano.

A dupla F e Ge soube aplicar corretamente o teorema de Bolzano apds ter feito o
gréfico da funcdo polinomial x> + x + 1. Identificou que o intervalo em que localiza a raiz é

1-1;0[.

Resolugdo da dupla F e Ge
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Fig. 64. Exercicio 3 — Resolugd@o apés uso do software

322 Ge P(0) d4 (+1). Agora P(-1)...

(...)
324 Ge Nao. (-1) ao cubo vai dar (-1) e (-1) aqui da (-2); vai dar (-1).

325 F Beleza. Tudo bem, a gente tem o intervalo agora. Se eles t€m sinais trocados é um
nimero impar de raizes. (...
327 F E um ndmero impar de raizes. Descobrimos que tem uma raiz, de acordo com o

gréfico. Falta descobrir qual € essa raiz.

Da mesma maneira que ocorreu a dupla A e M, como o grafico indicava apenas uma
raiz real, correspondente ao ponto onde a curva intercepta o eixo x, os alunos F e Ge
consideraram que a raiz tivesse multiplicidade trés. Vimos que os livros didéticos ndo
associam a representacdo grifica da fung¢do polinomial com a correspondente equacao. Isso
impede que se trabalhe com os alunos o conceito de que quando a multiplicidade de uma raiz

€ maior que 1 o grafico tangencia o eixo Ox, conforme dissemos anteriormente.
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482 Ge Mas essa raiz deve ter multiplicidade 3 ndo é? Sé estd cortando em um lugar e tem
que 3 raizes. Deve ser uma raiz s6 de multiplicidade 3.

483 F Se uma raiz tem multiplicidade 3...

484 Ge Tem que transformar em um negdcio daqueles 14: (x — o)

Os alunos F e Ge admitindo que a raiz o procurada tem multiplicidade trés, tentaram
equivocadamente aplicar a técnica das relacdes de Girard. Essa técnica é adequada somente
quando € dada alguma informagdo acerca das raizes. Em nenhum dos trés exercicios
propostos houve a possibilidade de aplicacdo dessa técnica mas por constar nos livros

didéticos e por ser ensinado pelo professor, ¢ uma técnica bastante lembrada pelos alunos.

Fig. 65. Resolugdo apds uso do software

488 Ge Mas o que seria a (3\/—1 )?

F (), uma das raizes. Se é a mesma raiz com multiplicidade 3, eu fiz por Girard.
489 < . - - . . .
Mas esse é o segundo ou o terceiro? E o segundo ndo é? Seria aal + oot + oo, seria (1). S6
que a raiz cuibica de (-1) é (-1). Nao é (-1)!
490 Ge N3ao é (-1). E maior que (-1).

O aluno Ge afirma que a raiz é maior que — 1 porque pode visualizar o gréfico e
perceber o intervalo onde estd a raiz. Porém a dupla ndo vé a possibilidade de usar Bolzano

diminuindo a amplitude do intervalo ]—1; O[ para obter subconjuntos desse.

511 F Nao sei nem por onde comegar porque eu ndo entendo como pode usar Bolzano
nisso. Para mim, Bolzano é s6 para confirmar € pronto. Usei ali, confirmei e pronto,
entendeu?

512 Ge Tentando usar o Bolzano no intervalo. Se a gente fizer o Bolzano para comprovar

que ela estd no intervalo ]-1; O[ d4 na mesma. (...)
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Ge Que estd entre (-1) e (0) a gente sabe. Que € negativa a gente sabe. E se for ver, é
um pouquinho menor que (0,5)... (-0,5). E menor que (-0,5).

O professor questionou como o teorema de Bolzano poderia ser aplicado conhecendo-

se ja o intervalo |- 1; O[ onde se localiza a raiz irracional: de acordo com o grafico se eles

acreditam que a raiz esteja entre —1 e — 0,5 ou entre — 0,5 ¢ 0. As mesmas perguntas foram

feitas a dupla G e C com a finalidade dos alunos perceberem a possibilidade de aplicarem o

teorema de Bolzano consecutivamente, bastando diminuir a amplitude do intervalo inicial.

537

538
541

542

543

544
548

Prof  Se eu perguntar se a raiz estd entre (-1) e (-0,5) ou entre (-0,5) e (0), o que vocés
me responderiam?

Ge Entre (-1) e (-0,5).

Prof  Como vocés sabem que estd entre (-1) e (-0,5), algebricamente, usando o teorema
de Bolzano?

F E s6 por (0,5) aqui e ver quanto que da, se da sinal contrario. Pée (0,5) 14: (1/8 +
172 + 1=0; 13/8). Esse é P(0,5). E o P(-1) a gente descobriu que é... (-1). A gente sabe que
estd nesse intervalo... que tem uma raiz nesse intervalo por causa dos sinais que sdo
contrarios.

Prof  Entdo estd entre (-1) e (-0,5). Se eu perguntar se estd entre (-1) e (-0,7), ou se estd
entre (-0,7) e (-0,5), como vocés saberiam responder?

F Tem que fazer...

F Temos que fazer, vamos 14. (0,7) ao cubo?

Com as perguntas os alunos aplicaram o teorema de Bolzano para determinar um

intervalo de menor amplitude em que estaria localizada a raiz e encontraram ]- 0,7; — 0,5 [

nessa primeira aproximagao e perceberam a possibilidade de utilizacdo do teorema seguidas

VEZES.
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Resolugdo da dupla F e Ge

Pl = & o
Pl =01

X

Fig. 66. Aproximacao do valor da raiz

559 Prof  Vocés descobriram se estd entre (-0,7) e (-0,5) ou entre (-1) e (-0,7)?

560 Ge Entre (0,7) e (0,5).

561 Prof  Vocés descobriram isso usando...?

562  Ge Usando Bolzano.

563 Prof  Usando Bolzano? Estd bem!

564 F A gente ja sabe que estd entre (0,7) e (0,5).

565  Ge Foi isso que ele falou. A gente vai aproximando cada vez mais, para ver, mais ou
menos, aproximado, qual € a raiz! (...)

Constatamos que intuitivamente escolhem o valor médio dos extremos para obter o

novo intervalo.

575 Ge Faz P(0,6). Vamos ver. (0,6) vezes (0,6): (0,36)...

576 F A gente sabe que estd entre (0,7) e (0,5). Vocé esta fazendo (0,6).

577 Ge Sim. D4 (0,216), (0,6)*; s6 que menos. Menos, menos (0,6) de novo, mais (1). Vai
dar positivo isso.

586 F Esté entre (-0,6) e (-0,7). Agora a gente tenta o qué? Agora a gente chutal!

Chegaram a uma aproximacdo melhor do valor ao descobrirem que a raiz estd em

]_0’7; _076 [
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Fig. 67. Aproximagdo do valor da raiz

Continuaram a aplicar a técnica porém equivocaram-se ao usar + 0,65 quando o

correto seria — 0,65, conforme indica a resolu¢@o anterior.

587  Ge Chuta alguma coisa no meio.

588 F (0,65). Serd que é raiz. (...)

592 Prof O que vocés descobriram? (...)

594 F Entre (-0,6) e (-0,7). (...)

597  Prof E vocés esperam encontrar um valor exato ou aproximado?

598 Ge Mais aproximado. (...)

600  Prof Por que aproximado?

601 F Porque € um niimero muito pequeno; tem um intervalo muito pequeno entre eles;
eu acho que vai ser um nimero mais aproximado.

Os alunos da dupla F e Ge utilizaram o software para determinar o intervalo inicial
onde a raiz estaria localizada. Com os questionamentos do professor sobre os possiveis
extremos que determinariam o novo intervalo de amplitude menor, puderam perceber a
aplicacdo do Teorema de Bolzano consecutivamente e chegaram a conclusio da possibilidade

de obter apenas o valor aproximado uma vez que se trata de uma raiz irracional.

A dupla J e Y, na resolucdo do Exercicio 3, ao lerem o enunciado do teorema de
Bolzano ficam em duvida sobre a principal idéia que em seguida permite que se obtenha o

valor mais aproximado para a raiz.
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Resolugdo da dupla J e Y

147

151

152
153

Y Teorema de Bolzano: 'Seja a equacio P(x), a,x" que nesse caso seria ax’; mais  a,.
X" que é 2 (referindo-se a n-1); nesse caso a é 0. Pois é mas aqui estava dizendo que todos
os coeficientes eram iguais. Nao, ndo é. Lembra-se do Teorema (tridngulo) de Pascal? Mas
quais sdo esses intervalos ai? Quem sdo ae b? (...)

Y O problema é quem € a e quem € b? As raizes sdo o cruzamento dessa curva com o
eixo x. P(a) vezes P(b) ¢ menor que zero. Niimero impar de raizes reais. Vocé€ pode ter 3
raizes reais ou 1 raiz real. Tem que achar uma irracional. Uma raiz.

J Tem 3 porque uma é negativa e outra & positiva.

Y T4, entdo tem 3 raizes. Aqui, olha, ele diz: as raizes do polindmio sio o cruzamento
dessa curva com o eixo x. Entdo uma das raizes vai ser aquele ponto ali. D4 para descobrir.
0,69; 0,7. Menos 0,7 aproximadamente.

Inicialmente a dupla J e Y entendeu o teorema pois ndo afirmaram que a e b, extremos

do intervalo, seriam as raizes. Somente com a visualiza¢do do grafico a dupla estimou bem

um valor, — 0,7, e verificou se era raiz pelo algoritmo de Briot-Ruffini e ndo por substitui¢ao

como supomos a priori que seriam feitas as verificacdes. Como espera-se um numero

irracional, o decimal exato — 0,7 ndo serd raiz. A substituicdo de valores é adequada para

aplicacdo novamente do teorema de Bolzano.

164
165

166

Fig. 68. Resolu¢do apds uso do software

J E menos aqui ndo é? E menos 7/10.

Y E mesmo. -7/10 vezes 1, -7/10. -7/10 vezes -7/10, 49/100 mais 1, 149/100. vezes
-7/10 mais 1...

J Nao deu 0. ... existe um ndmero impar de raizes reais entre a e b.

A priori supomos que os alunos fariam a pesquisa de raizes racionais para relacionar

os possiveis valores. Se isso fosse feito pela dupla J e Y seria desnecessario verificar que 0,7

T L.
ou — nao € raiz.
10
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O aluno Y observando o grafico, explorou o software na tentativa de descobrir alguma
ferramenta. Ao se clicar com o botdo esquerdo do mouse sobre um ponto do grafico, o

programa apresenta as coordenadas cartesianas daquele ponto.

177 Y Vemos que tem uma raiz aqui. Pomos um ponto, mas ndo deu certo.

178  Prof O que vocé estd experimentando 3B? O que vocé descobriu com o mouse?

179 Y Estou tentando descobrir uma raiz.

180  Prof Mas o que vocé descobriu? O que voceé estd fazendo com o mouse e achando ali Y?
181 Y Estou achando onde intercepta no ponto x.

182 Prof E como vocé esta fazendo isso? Com o mouse?
183 Y Com o mouse! (...)

Representamos a seguir o que o aluno Y teria feito na exploracdo do software ao clicar

com o mouse sobre a raiz (intercepto do eixo Ox).

= noname02 pl2 ==
File Equa Yiew 0One Two Bins Misc Help
(-0.70, -0.04) T
3.0
2.0
1.0
-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5
-1.0+
-2.0
-3.01
iﬂlniciarl“ & [5;] @ @ “ ﬁMicrosofl... | @F‘rolocolo... ”HWinF‘Iul Experiment...l ||%%!ﬂ(ﬂ§!{‘ 16:05

Fig. 69. Exploracio do software pelo aluno
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186  Prof O que vocé descobriu ali 3B com o mouse?

187 Y Onde corta o eixo x que € o intervalo (a; b). Entdo seria uma raiz... (...)
189 Y S6 que ndo deu certo. D4... 700 mais ou menos com 0,7. No Briot-Ruffini ndo deu 0
0 resto.

191 Y A ndo ser que seja 0,66 ali. Menos 0,66.

192 Prof Vocé testou esse valor decimal e verificou que ndo € solug@o.
193 Y E. A gente fez aproximado 7/10.

194 J Dai ndo zerou, ndo deu certo.

e 7 . 7 e
A dupla verifica novamente o valor 10’ embora digam +E’ por substitui¢do, para

saber se € raiz.

/+ & o Tk A:/ e
(“ 3\ T O

VI SRR

\.

VD L
= 4ah g
) W )

P

Fig. 70. Resolu¢do apds uso do software

202 Y Olhe 0,66. E isso af 0,69. Vamos substituir aqui na equaco 7/10. E mais facil que
fazer Briot-Ruffini.
203 J 343/100 + 70/100... € ndo deu.

O observador e o professor estimulam os alunos a associarem o teorema de Bolzano e
a visualizacdo gréafica permitida pelo software. Fazem perguntas para que os alunos J e Y
percebam a possibilidade de partindo de um intervalo inicial, pela aplicacdo do teorema ir

diminuindo a amplitude do intervalo obtendo assim o valor aproximado da raiz irracional.
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Obs. Uma pergunta: esse teorema com a ajuda do gréfico ndo sugere a voc€s uma
estratégia?

Y Sugerir... A raiz estaria aqui nao é? Nesse ponto em que intercepta a reta x sé que
ndo da certo.

J A gente ndo estd interpretando direito.

Obs. Entdo como vocés poderiam criar uma estratégia para encontrar a solucio
aproximada pelo menos?

J E chegar 14 que a gente ndo estd conseguindo matematicamente. S6 ali como a

gente viu. A gente conseguiria se tivesse mais um valor. Ou uma raiz. Algo que poderia
dividir essa equagdo, eu no sei.... (...)

Prof Vocés tém o intervalo em que esta a raiz. Usando esse teorema voc€s ndo conseguem
obter essa raiz sem ser no grafico com o mouse, mas de uma forma agora algébrica, com o
teorema?

A dupla J e Y prossegue interpretando o significado de P(a) e P(b) no teorema de

Bolzano. Escolhe dois valores, — 2 e 2 e calcula aproximadamente o valor numérico do

polinémio.
5\. =T a): -0
// . s - // A 2
v @\) - ( <, lo\
\7'\ f e T Pl-am
5 ] :
\> \ —\Jl\\ 7‘ / ‘b )
y >3 L e N aD
- 1 LT =t
Fig. 71. Interpretacdo do teorema de Bolzano
221 Y Deixe eu achar bem certinho: -2 aproximadamente; e - 10. Vamos por 2 e 10

também para ficar simétrico. Agora tem que multiplicar P(a) e P(b).

O observador abordou uma questiao que permitiu que concluissem qual era o intervalo,

embora com amplitude maior que o intervalo mostrado pelo grafico. Perguntou quem eram a e

b (extremos do intervalo) e obteve a resposta correta pelos alunos J e Y.



222
223
224
225
226
227
228

188

Obs. Uma contribui¢do: quem é o a e quem é o b?

E o intervalo aberto.

Vai ser no x. E o intervalo no x. Entdo é s6 -2 e 2.

Ponto a e o b. Qual ponto?

Pontos? -2 e 2. Nao, P(b) vocé fala? 10 e -10. Agora tem que ver se P(a) pode P(b).
Tem que ter o intervalo. E multiplicar as raizes nesse intervalo.

Entao tem uma raiz no intervalo -2 e 2.

K=<

De acordo com os exercicios resolvidos em sala empregando o teorema de Bolzano, os

alunos J e Y reconhecem que a tarefa de analisar o nimero de raizes € mais freqiiente que a

tarefa de determinar as raizes quando se trata de valores irracionais. Isso requer, como vimos,

métodos numéricos. O didlogo apresenta a afirmacao.

Didlogo da dupla J e Y

229
230
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Prof O que vocés viram nos exercicios? Que caracteristica voc€s perceberam nos
exercicios do livro?

J Eu acho que tem o mesmo propdsito. Vocé tem que ter o intervalo para achar as
raizes dentro daquele intervalo.

Prof  Os exercicios do livro pedem para vocés acharem as raizes?

Y Pedem quantas raizes. O nimero de raizes. Pelo menos nos exercicios que eu vi.
Prof S6 pedem a quantidade de raizes. Por que serd que ndo pedem para vocés
determinarem as raizes? Qual a dificuldade que estio tendo nas atividades que propusemos
a vocés?

Y Achar as raizes...

J ... € nd0 0 nimero.

O professor fez a mesma pergunta dirigida as outras equipes referindo-se a intervalos

de menor amplitude, que podem ser determinados pela utilizacdo do teorema de Bolzano.

248
249
253

254

Prof Se eu perguntasse a vocés se existe uma raiz entre -1 e 0, o que responderiam?

J -1 e 0? Sim!

Prof  Se eu perguntasse a vocés se essa raiz estd entre -1 e -0,5, ou se essa raiz estd entre -
0,5 e 0, como vocés saberiam responder isso?

Y Pela localizagdo que ela est4 ali.

Diante da pergunta constatamos que o aluno apoiava-se no grafico possibilitado pelo

software. O professor e o observador continuam questionando os alunos J e Y sobre a

aplicacdo do teorema de Bolzano nos intervalos, para que percebam a nova técnica de

resolucao da tarefa, neste caso um método numérico.
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Prof Matematicamente, algebricamente usando o teorema de Bolzano. Vocé€s viram que
no livro era dado o intervalo e perguntava a quantidade de raizes. Na atividade que
propusemos nio € dado o intervalo, vocés graficamente descobriram e agora pergunto:
usando o0 mesmo teorema como vocés responderiam se essa raiz estd entre -1 e -0,5 ou entre
-0,5¢e0?

Obs Com o auxilio do cursor, do mouse, vocés identificaram com certeza qual era a
raiz?

J7Y  Aproximadamente

Obs  Aproximadamente. Isso que € um indicativo para vocés. Usem essa informagdo para
aplicarem o teorema. Mesmo usando o teorema voc€s podem achar um valor aproximado,
ndo exato. Essa € a idéia.

Através desses questionamentos o observador identifica que a ddvida estd em

reconhecer os extremos do intervalo onde se localiza a raiz. Partindo da informacdo que os

alunos conheciam de que havia uma raiz em ]— 1; — 0,5[, sdo feitas novamente as perguntas

estimulando a descoberta da técnica.

281
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Obs  Entdo olhe bem se é isso. Olhe quem € a, quem é b e quem deve ter sinais
contrérios?

Y X = a, intervalo no eixo x; dai substitui 13; -0,5; -1 e -0,5. Entdo a seria -1 e b seria -
0,5.

J Ndo tem que ter sinais contrarios?

Y Pois &, isso que acho estranho.

Obs  Olhem no enunciado se eles t€ém que ter sinais contrarios.

A duvida dos alunos quanto ao significado de a e b como extremos do intervalo ainda

permanece. O observador faz perguntas e pede para os alunos lerem o teorema

cuidadosamente para perceberem o seu erro e esclarecer a divida sobre a, P(a), b e P(b). Na

leitura o aluno Y entendeu corretamente esses conceitos. Quando os alunos esclarecem a

davida, passam a diminuir a amplitude do intervalo admitindo outros valores para os extremos

aeb.
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Fig. 72. Interpretacdo do teorema de Bolzano

Y Ou entdo tem mais de uma raiz. O nimero de raizes € impar... se o valor do
polindmio para x = a e X = b t€m sinais contrdrios. SO se tiver mais raizes.

Obs  Entdo leia de novo dessa frase para frente.

J/Y  Se o valor do polindmio parax =e x =b...

Y Ah, do polinébmio esté ligado. Do polindmio € esse aqui. Ndo € necessariamente a e
b.E P(x). a vale menos 1. Entdo vamos ver se t&m sinais contrarios. P(x)... SESFSN P(x) é
igual a -1. Deu negativo. Agora vamos ver o outro nimero que daf vai ser -1/2. (-1/2)’ -
172 + 1. (-1/2) d4 -1/8; aqui dé 1/2...

J O que a gente achou?

Y A gente achou que P(x) tem sinais contrarios. Tem uma raiz ali.

Mesmo sem falar em bisse¢do constatamos que os alunos J e Y entenderam a nova

técnica. O observador pede para que expliquem a conclusdo. A dupla responde que pode ir

diminuindo o intervalo até obter a raiz. No caso de raiz irracional é possivel obter o valor com

o grau de precisao desejado.

294
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Obs  Que conclusdo vocés tiram daquilo ali?

Y Tem uma raiz nesse intervalo

Obs  Isso. Entdo vocés podem fazer o qué com o intervalo? (...)

Obs A raiz pertence ao intervalo. Entdo, o que vocés podem fazer com o intervalo?

J Reduzir até chegar a um ponto... Ah! Se a gente reduzir vai ter um ponto que vai se
igualar a raiz.
Y - 7/10... se o P(x) d4 negativo até chegar no ponto... sé que tem que dar um positivo

€ um negativo.
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T ., . . e .
O valor o ja foi verificado por substituicdo conforme mostramos. A partir do

. 1 . . .
intervalo }—1;—5 , conhecido por esses alunos, é necessdrio estabelecer um outro extremo

. e . 9
para o intervalo. A dupla, sem nenhum critério aparente, escolhe o intervalo }—l;— E{ e

afirmam para o professor que terminariam a atividade diminuindo cada vez mais o intervalo.

Y-

e

Fig. 73. Aproximagdo do valor da raiz

304 Y Entao vamos fazer -1... 9/10.

305 Prof Como vocés terminardo a atividade?

306 Y A gente descobriu o intervalo em que pertence o ponto. A gente ia reduzir o
intervalo até ...

307 ] Até chegar a raiz.

308  Prof E vocés iriam reduzir o intervalo com qual critério?

309 Y Tentativa mesmo. Até chegar a P(x) e a outro P(x), P(b) e P(a) com valores de
sinais contrarios.

Embora a dupla J e Y ndo adotou, nem intuitivamente, o critério do valor médio que
supomos em nossa andlise a priori, concluiu corretamente que deveriam ir diminuindo o
intervalo e aplicando o teorema de Bolzano na tentativa de localizar a raiz, primeiro passo de

um método numérico de resolucdo de uma equacao algébrica.
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Conclusao da analise a posteriori do exercicio 3, ap6s o uso do software

Como conseqiiéncia do teorema das raizes complexas e da pesquisa das raizes
racionais sabemos da existéncia de uma raiz irracional, conforme supomos na analise a priori.
Uma vez que ndo € freqiiente o ensino de métodos numéricos de resolucdo de equacdes
propusemos como tarefa a resolu¢cdo de uma equacdo dentro do conjunto dos nimeros
irracionais, apresentando junto ao exercicio o teorema de Bolzano que corresponde a
tecnologia para o desenvolvimento de uma nova técnica. Assim serd possivel constituir o

bloco pratico-técnico [T / 1] definido por Chevallard.

A utilizagdo do programa computacional (software grafico) permitiu que os alunos
visualizassem a representacdo do grafico da funcdo polinomial correspondente a equacgdo
algébrica. Os alunos nao questionaram sobre isso embora mesmo em situagdes mais simples,
como na resolucdo de equacdes quadriticas, ndo se costuma representar o grafico da
respectiva funcdo polinomial de segundo grau e a interse¢do com o eixo X (raizes), objeto

matematico estudado na primeira série do Ensino Médio.

Sabendo que uma equagdo de grau trés tem trés raizes e observando apenas um ponto
de intersecdo com o eixo Ox, os alunos demonstraram duvidas quanto as raizes maltiplas e a
representacao grafica indicando a pouca énfase dada nos livros didaticos e no trabalho em sala

de aula.

O software permitiu que uma dupla fizesse a intersecdo de graficos, uma técnica util
em exercicios de funcdes, como citamos de Brasil (2004 b), e exercicios de geometria
analitica plana no ensino médio. A mesma dupla validou a unicidade da raiz irracional e da
racional quando refez outro exercicio resolvido antes pelas técnicas dos algoritmos
costumeiramente estudados (pesquisa de raizes, divisao e decomposicao). As outras quatro
duplas ndo chegaram a obter uma funcdo iterativa por isso desenvolveram parcialmente o
método numérico. No entanto perceberam que para certos tipos de tarefa hd a necessidade de
uma nova técnica. Um aluno de uma das duplas explorando o software descobriu uma
ferramenta que indica as coordenadas dos pontos do grafico e que pode ser usada na validagcao

dos resultados encontrados.
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Conclusao do capitulo 4

A partir do estudo dos livros didédticos constatamos que as tarefas apresentadas
enfatizam os algoritmos de resolucdo de equagdes principalmente com solucdes inteiras e
imagindrias em detrimento de métodos numéricos, como o da bisse¢do proposto para o ensino
médio, e com isso o processo de aproximacao de valores ndo ganha importancia deixando os

ndmeros irracionais em segundo plano.

Com o propo6sito de inserir uma nova técnica (método numérico) justificada por uma
tecnologia (teorema de Bolzano), elaboramos e aplicamos uma seqiiéncia diddtica a cinco

duplas de alunos.

A primeira tarefa corresponde ao exercicio 1: Obter as raizes do polindmio
P(x) = — 2x> + 3x? — 2x + 3. Os alunos ndo tiveram ddvidas em relacionar polindmios com
equacgOes algébricas. Essa tarefa foi resolvida por quatro das cinco duplas por fatoracdo
(agrupamento). Outra dupla resolveu com a técnica conjunta da pesquisa de raizes racionais,
divisdo de polindmios e fatoracdo. A divisdo foi feita pelos alunos por meio do algoritmo de
Briot-Ruffini. Acreditamos que o algoritmo € adequado quando que se deseja dividir um
polindmio por outro bindmio x — r do primeiro grau, em que r € raiz do polindmio, além de ser
uma conseqiiéncia dos métodos apresentados nos livros didaticos. Todos os alunos sabiam
que a equacdo cubica tinha trés raizes. Como nao mencionaram nada nao sabemos dizer se
pensaram na conseqiiéncia do teorema da decomposi¢do ou se sentiam-se seguros por terem
encontrado as solucdes. Nenhuma das duplas soube validar corretamente o resultado, ou seja,
apo6s terem obtido os valores das raizes ndo os substituiu para verificar se de fato P(r) = 0.

Uma dupla preocupou-se em conferir os cdlculos. E provavel que isso indique um hébito, uma

caracteristica cultural.

No exercicio 2, item a, pede-se para mostrar que a equacio X' + 2x° + x> —x -6 =0
tem uma raiz racional e encontrd-la. A técnica a ser empregada foi a pesquisa de raizes
racionais, a divisdo e a decomposicao (fatoracao). Uma dupla mostrou habilidade algébrica
quando fatorou o trindmio do 2.° grau. A raiz racional obtida é o inteiro — 2. Nesse caso, 0s
alunos ndo tiveram duvida quanto a inclusdo dos inteiros nos racionais (Z < Q). Verificamos
que os alunos estavam seguros na utilizacdo das técnicas conhecidas e propostas nos livros

didaticos e ensinados pelo professor. No item b em que se pedia para mostrar que a mesma
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equacdo tinha uma raiz irracional, bastava argumentar que havia apenas a raiz racional — 2; as
raizes imagindrias em equagOes de coeficientes reais existem somente aos pares. Portanto a
equagdo apresentada tem uma raiz irracional. Constatamos que embora nao esteja presente
nos livros didéaticos que estudamos, o professor da turma ensina o teorema das raizes

irracionais para equagdes de coeficientes racionais, sem justificativa da tecnologia (existéncia

aos pares das raizes ai\/g). Esse teorema causou confusdo com o teorema das raizes
complexas por causa dos conjugados dos nimeros. Este modo de representar os irracionais €
um modo particular. Uma quantidade infinita de ndmeros irracionais deixou de ser
representada. Enquanto todos os alunos executaram a tarefa 2, item a, tiveram dificuldades em
realizar a tarefa 2, item b. Confirmamos a pouca énfase que é dada aos nimeros irracionais

nos livros didaticos e pelo professor da turma.

No exercicio 3 pediu-se que fossem determinadas as raizes da equacdo x” + x + 1 = 0.
Foi apresentado junto a tarefa o teorema de Bolzano que exige conhecimento do objeto
funcdes pela relacdo que € estabelecida entre equacdes algébricas, polindmios e fungdes
polinomiais. As técnicas propostas nos livros didaticos e que aqui ja estudamos ndo levam a
resolucdo. Sem o uso do software, os alunos tiveram dificuldade em interpretar P(a) e P(b)
sendo a e b extremos do intervalo Ja; b[. Isso significa que os alunos ndo souberam empregar
as técnicas da obten¢do de imagem de um elemento por meio da funcdo (ou valor numérico de
um polindmio) e respectiva representacdo grafica. Também ndo souberam associar raiz de

funcdes elementares de 1.° e 2.° grau com o valor da abscissa do intercepto com o eixo Ox.

Ap6s verificarem que ndo existem raizes racionais, os alunos apresentaram a tendéncia de

denominar equivocadamente os irracionais pela forma geral a Vb . Notamos também que os
alunos seguem uma seqii€éncia de técnicas muito semelhante a apresentada nos livros para a

resolucao de equagdes:

1) determinacdo de uma das raizes (por tentativa ou pela pesquisa das raizes

racionais);
2) fatoragdo (teorema da decomposicao);
3) relacdes de Girard (mesmo quando desconhecem informacdes sobre as raizes);

4) teorema das raizes complexas.
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Essa seqiiéncia esteve evidente toda vez que os alunos ndo conseguiam realizar a
tarefa, ou seja, quando ndo conseguiam resolver a equacdo proposta principalmente os

exercicios 2-b e 3 onde haviam solucdes irracionais.

Com o software os alunos puderam visualizar a existéncia de uma raiz irracional e
localizar o intervalo em que estd localizada. Com a participacao do professor, quatro das
cinco duplas desenvolveram parcialmente um método numérico de refinamento de valores
diminuindo a amplitude do intervalo pela aplicacdo consecutiva do teorema de Bolzano, e
permitindo obter um valor aproximado da raiz. A investigacdo do software pelos alunos
permitiu também a descoberta de ferramentas dessa tecnologia informadtica e a validagao, por
uma das duplas, de técnicas de resolucdo grafica de equagdes, mesmo que essas ndo sejam

algébricas (BRASIL, 2004 b).
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CONCLUSAO

O cardter dualista do Ensino Médio estd colocado em questdo na atual Lei de
Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDBEN). Quanto a continuidade dos estudos pelos
alunos ao terminarem o Ensino Médio, a LDBEN assinala que a preparacdao deve ser feita
com a capacidade de aprender e com a compreensdao do mundo ao nosso redor. A preparacdo
para o trabalho serd bdsica e cabe a drea de Ciéncias da Natureza e Matematica levar o aluno a
compreensdo de que as ci€ncias sdo constru¢des humanas e das relagdes entre o conhecimento

cientifico-tecnoldgico e a vida social e produtiva.

No estudo de documentos oficiais'*

encontramos a proposicdo de se trabalhar os
conteddos em Matemdtica no Ensino Médio de modo a desenvolver as competéncias de
representacdo e comunicagio, investigacdo e compreensdo, contextualizagdo sdcio-cultural.
Para a Matemdtica aponta-se a possibilidade de construcio de abstracdes, evitando
memorizagao de algoritmos, e de se desenvolver habilidades de carater algébrico, geométrico,
gréfico, probabilistico e estatistico. Os Parametros e Orientacdes Curriculares assinalam a
importancia da escolha do contetido a ser estudado e a forma como esse conteido serd
ensinado. Esses fatos nos levaram a estudar de que modo se ensina o assunto Equacdes
Algébricas no Ensino Médio. Para isso estudamos as transformacdes sofridas desde a criacdo
do conhecimento, o saber sabio, até a apresentacdo nos livros diddticos como saber a ensinar.
Esse processo de transformacdo € identificado no fendmeno da Transposi¢do Didética de
Yves Chevallard. Na caracterizagdo do objeto Equagdes Algébricas como saber a ensinar,
realizamos um estudo de livros didaticos utilizando elementos tedricos da Organiza¢do ou

Praxeologia Matemdtica da Teoria Antropolégica do Saber, também de Chevallard, em

termos de descri¢do de tarefas, técnicas e tecnologia que justifica as técnicas.

N

Atentos a importancia de utilizacdo de recursos tecnoldgicos (calculadoras e
computadores), € a0 mesmo tempo interessados em acrescentar uma técnica para a realizacdo

da tarefa de resolver uma Equagdo Algébrica considerando todo o conjunto dos nimeros reais

14 . o o A . . . . PR A

Documentos oficiais estudados: Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio; Parametros
Curriculares Nacionais +; Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio; Programa Nacional do Livro para o
Ensino Médio; Orientacdes Curriculares de Matemadtica para o estado do Parand; Proposta Curricular de Santa
Catarina.
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N

e ndo apenas um subconjunto, o dos racionais, buscamos resposta a nossa questdo de
pesquisa: "O uso de um software grafico traz contribuicdes ao estudo das Equacdes

Algébricas no Ensino Médio?"

Para buscar essa resposta elaboramos e aplicamos uma Seqiiéncia Didética onde os
alunos utilizardo um programa computacional. Realizamos a andlise a priori dos exercicios
propostos e a posteriori com os dados recolhidos por registro de resolucdo dos alunos e

protocolos de didlogos gravados e transcritos.

Elementos historicos sobre as Equacoes Algébricas

O desenvolvimento histérico da teoria das Equacdes Algébricas relaciona-se
intrinsecamente com o desenvolvimento da prépria Algebra. As antigas civilizagdes egipcia e
mesopotamica possuiam conhecimento sobre resolucdo de equagdes e ndo se limitavam a
problemas da vida cotidiana e ja havia indicios de resolu¢do de equagdes cubicas. Os
conhecimentos desses povos influenciaram outra civilizacdo. Os gregos desenvolveram a
algebra geométrica utilizando métodos geométricos de resolucdo de equagdes quadréticas. Da
Grécia os conhecimentos matematicos chegaram aos drabes que passaram a resolver equagdes
quadraticas por métodos aritméticos e cubicas por métodos geométricos. Do Oriente, o
proximo destino foi a Europa. Até o final do século XV as equagdes eram resolvidas
geometricamente. Em meados do século XVI surgiram as solucdes algébricas para as
equagdes cubicas e qudrticas. Importantes matemdticos contribuiram para a teoria das
Equagdes Algébricas: Cardano e Tartaglia pela resolug¢do das cibicas e quarticas por métodos
algébricos; Viete pelo simbologismo; Newton e Descartes pelos resolugdes algébricas-
geométricas; Euler pelos conceitos relacionados a nimeros complexos; Girard e D'Alembert
que perceberam a existéncia de a0 menos uma raiz para a equagdo polinomial P(x) = 0; e
Gauss que demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra onde prova que toda equacio
polinomial f(x) = 0, a coeficientes complexos e grau n = 1, admite a0 menos uma raiz
complexa. A demonstracio do teorema permitiu a demonstracdo de outras importantes
propriedades dentro da teoria das Equacdes: o teorema da decomposicao; o teorema das raizes

complexas; o teorema das raizes racionais, dentre outros.
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Na busca da solu¢do algébrica para a equagdo algébrica geral, Abel e Galois
desenvolveram conceitos que hoje constituem a Teoria dos Grupos em Algebra. Galois
demonstrou que nao existe método algébrico de resolucdo de equacdes algébricas de grau

maior que quatro.

Equacoes Algébricas enquanto Saber a Ensinar na Academia

Na academia as equagdes algébricas sao definidas como P(x) = 0 onde P(x) é um
polinémio. Em Algebra, os polindmios sio seqiiéncias sobre um anel A e sio diferenciadas de
funcOes polinomiais. Estas sdo aplicacdes dentro de um anel comutativo, associando
elementos do anel a um valor obtido por meio do polindmio. Na disciplina de Algebra nio se
estudam resolugdes de equagdes algébricas. Sao estudados métodos numéricos de resolucao
em Célculo Numérico e em alguns métodos utilizando conceitos de calculo diferencial
(método de Newton-Raphson). Portanto, na academia as Equacdes Algébricas sdo dissociadas

de polindmios e estudadas em disciplinas diferentes.

Equacoes Algébricas enquanto Saber a Ensinar no Ensino Médio

Os documentos oficiais e orientagdes curriculares ndo detalham a maneira de se
trabalhar o objeto Equacdes Algébricas no Ensino Médio. Buscando proposicdes de
noosferianos'® encontramos em Brasil (2004 a) sugestdes de se trabalhar aspectos histéricos
das EquacOes Algébricas e de se resolver equacdes graficamente, mesmo que ndo sejam
algébricas. Constatamos em lezzi e Dolce (1973) que o objeto polindmios era apresentado a
alunos secundaristas como seqii€ncias quase-nulas, de maneira semelhante a ensinada na
academia; os autores definem funcdes polinomiais e facam distingdo entre estas e polindmios

na indeterminada X. J4 em Iezzi (1993) encontramos outra defini¢do para polindmios, dessa

vez sem distin¢do com as func¢des polinomiais. Nos livros didaticos atuais também ndo se faz

'* Os noosferianos (Prof.es, professores, politicos, etc.) sdo os integrantes da noosfera, definida por Chevallard
como o conjunto das fontes de influéncia do processo educativo.
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diferenciacdo. Desde a academia até o ensino médio, as equagdes algébricas sdo definidas

como uma igualdade da forma P(x) = 0, onde P(x) representa um polindmio.

Destacamos as sugestdes de Lima (1998) para o ensino de métodos numéricos de
resolucao de equacdes algébricas. Um deles € o da bisse¢do, um método simples que pode ser
estudado por alunos de ensino médio. De modo geral, nos métodos numéricos é necessario
isolar a raiz, isto €, encontrar um intervalo ]a; b[ onde ela se localiza e a partir de um valor

inicial elaborar um processo iterativo que gere valores que se aproximem do valor da raiz.

Para conhecermos de que modo o objeto Equacgdes Algébricas apresenta-se como
saber a ensinar no ensino médio, estudamos trés livros didaticos: Iezzi et alii (2001), Smole e
Diniz (2003) e Dante (2003). Os autores ou suas obras foram indicados no Programa Nacional
do Livro Didético para o Ensino Médio (2004). Nesse estudo constatamos que nao ¢é feita
distin¢do entre os polindmios e as fun¢des polinomiais. Pelo contrario, definem-se polindmios
como fungdes de varidveis complexas, associadas a uma seqiiéncia de nimeros complexos
que serdo os coeficientes da expressdo algébrica da funcdo. As equacgdes sdo ensinadas em
seguida a polindmios e sdo definidas como a igualdade P(x) = 0. Verificamos que ndo
obstante o fato de polindmios serem ensinados como fungdes, determinar as raizes de um
polindmio ndo € ensinado como uma tarefa equivalente a obter os zeros ou raizes da funcao, o
que faz com que os alunos ndo percebam a possibilidade de representacdo grafica da funcdo
polinomial. Nos livros didédticos considerados, descrevemos o0s exercicios em termos de
tarefas, cuja resolucdo necessitam de técnicas justificadas por conceitos ou tecnologias.
Tarefas, técnicas e tecnologias sdo elementos da Organizacdo ou Praxeologia Matematica de

Chevallard.
Agrupamos os exercicios em lezzi et alli (2001) e identificamos sete tipos de tarefas:
T;: Fatorar um polindmio ou escrever uma equacdo conhecendo-se as raizes.
T,: Resolver uma equagdo conhecendo-se uma ou mais raizes.

Ts: Escrever ou resolver uma equacdo conhecendo-se uma raiz de multiplicidade

maior que um.
T4: Resolver uma equagdo de coeficientes reais conhecendo-se alguma raiz imagindria.
Ts: Resolver uma equagao conhecendo-se uma relagdo entre as raizes.

Te: Resolver uma equagdo de coeficientes inteiros desconhecendo qualquer raiz.
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T7: Mostrar que uma equacdo de coeficientes inteiros ndo admite nao admite raizes

racionais.

Em Smole e Diniz (2003), além das anteriores, encontramos um outro conjunto de

tarefas:
Tg: Verificar se certos valores sao raizes.

Dante (2003) além das tarefas conhecidas anteriormente apresenta um outro grupo

qual seja:
Ty: Resolver uma equagao pelo método numérico da bissecao.

Sobre essa ultima tarefa, sdo apresentados no livro didatico de Dante, dois exercicios
resolvidos e um exercicio proposto, indicando que ndo € dada énfase a tarefa em que se usa o
método numérico. Embora haja sugestdo de uso de calculadora e programa computacional,
nos exercicios resolvidos ndo sdo utilizados graficos e a localiza¢do da raiz em um intervalo

foi feita por tentativa.

O estudo dos livros possibilitou identificar a €énfase dada a resolugdo de equacdes por
meio das propriedades e algoritmos embora vimos que historicamente os conceitos nao foram
construidos dessa forma. As solugdes ficaram limitadas ao conjunto dos nimeros racionais
(nimeros exatos) e complexos imaginarios. Embora no ensino médio relacionem-se
indistintamente polindmios e funcdo polinomial, ndo se faz a representacdo grafica das
funcdes polinomiais correspondentes as equagdes, sendo que estas surgem quando se deseja
obter os zeros ou raizes das fung¢des. A inexisténcia de método algébrico para resolver
equacdes de grau maior que quatro'® implicaria no ensino de métodos numéricos mas a op¢io
foi pelo ensino dos teoremas que permitem obter solugdes particulares no conjunto dos
nimeros racionais e dos complexos. Essa op¢do traz conseqiiéncias restritivas a
aprendizagem. Acreditamos que prejudica o desenvolvimento de habilidades de carater
algébrico e grafico-geométrico — suprime o método numérico; usa pouco 0s numeros
irracionais; ndo valoriza a representacdo grafica — e enfraquece a necessidade do uso de

recursos tecnoldgicos (calculadora e programas computacionais).

' Embora haja férmulas para resolver equacdes algébricas de grau trés e quatro elas ndo sdo ensinadas e as
equacdes cuibicas e qudrticas sdo estudadas no capitulo Equagdes Algébricas de grau n (n=1).
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Analisando o processo de Transposi¢do Didética do objeto Equagdes Algébricas, de
saber sdbio a saber a ensinar na academia e no ensino médio, identificamos os seguintes

efeitos da transposigao.

1) De saber sdbio a saber a ensinar, os conceitos relacionados ao objeto Equacdes
Algébricas sdo apresentados de forma organizada e sistemaética nos livros didaticos de ensino
médio, ndo refletindo as dificuldades e incertezas durante a construcdo desses conceitos na
Historia. A aceitacdo de idéias sobre coeficientes negativos, de raizes de nimeros negativos e
de ndmeros irracionais em equacdes por exemplo, foi conflituosa quando surgiram. Muitas
descobertas haviam sido feitas antes da demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra
por Gauss e nos livros o Teorema aparece como a tecnologia necessaria para justificar a
demonstracdo de outros teoremas. Essa forma linear de se apresentar os conceitos refor¢a nos
alunos a concepc¢do de uma ciéncia matematica perfeita. Mesmo para as equacdes de grau 3 e
4, em que existem métodos algébricos de resolu¢do, no ensino médio estudam-se os
algoritmos de resolucdo dentro do conjunto dos reais, especificamente racionais, € conjunto
dos niimeros complexos. Nao se estudam os métodos para obtencdo de valores aproximados,
ou seja, os métodos numéricos que sdo mais adequados para a resolucdo de equagdes de grau

3 ou maior.

i) Na academia o interesse pelas equacdes algébricas estd especificamente nos
métodos numéricos de resolugdo, sendo estudadas dissociadas de polindmios em outra

disciplina.

iii) Tanto na academia como no ensino médio, as equagdes algébricas sdo definidas
como uma igualdade P(x) = 0 onde P(x) € um polindmio, dai serem denominadas também de
equagdes polinomiais. Sobre polindmios vemos uma transformacdo na forma como é
ensinado ao longo dos anos a alunos do ensino médio. Na academia, polindmios na
indeterminada X s@o definidos como seqii€éncias quase-nulas sobre um anel A e funcdes
polinomiais sdo aplica¢des dentro do anel. Nos anos 1970 constatamos que, mesmo sem esse
rigor, de forma semelhante como era feita na academia, no 2.° grau definiam-se polindmios
como seqiiéncias, e funcdes polinomiais como aplicacdes associadas a seqiiéncias. Uma
diferenca considerada "sutil" (Iezzi e Dolce, 1973). Atualmente ndo se enfatiza as diferencas
entre polindmios e funcdes polinomiais no ensino médio indicando uma elementarizacdo

desses saberes. Nas orientacdes curriculares governamentais hd sugestdes para que se faca
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conexdes entre os dois assuntos uma vez que sdo estudados separadamente, em geral, na 3."

série e 1. série do ensino médio.

Diante das proposi¢des para o ensino do objeto Equacdes Algébricas e conhecendo a
Praxeologia Matematica nos livros didaticos de ensino médio que estudamos, elaboramos e
aplicamos uma Seqiiéncia Diddtica em que uma das tarefas foi realizada com apoio do

software gréfico.

Resultados da Experimentacio

A andlise das resolucdes e dos didlogos dos alunos nos levou as seguintes conclusdes.

Os alunos utilizaram corretamente as técnicas quando a tarefa proposta (exercicios 1 e
2-a da seqiiéncia) foi semelhante as tarefas mais freqiientes apresentadas nos livros didaticos,
ou seja, resolucao de equagdes por meio de propriedades e algoritmos, com raizes racionais e
complexas imagindrias. Além das técnicas aprendidas para o objeto Equagdes, os alunos
usaram a técnica da fatoracdo por agrupamento que ja haviam aprendido no ensino
fundamental. Observamos que esses alunos ndo validaram os resultados encontrados tanto que
empregaram as técnicas corretas, obtiveram a raiz racional mas alguns erraram as raizes
imagindrias. Nos exercicios dos livros didéticos que estudamos ndo ha indicacao para se fazer

a validagdo e acreditamos que nem na forma de ensinar do professor.

Quando apresentamos a segunda tarefa de mostrar a existéncia de raizes irracionais
(exercicio 2-b) os alunos tiveram dificuldades. Inicialmente porque alguns nido entenderam
que se tratava apenas de justificar a existéncia de raizes irracionais. Depois porque julgaram
que para mostrar a existéncia seria necessario encontrar o valor da raiz irracional e ndo
conheciam técnicas para isso. Além disso, como o professor da turma havia ensinado o

. . . .17 .
teorema das raizes irracionais ' os alunos passaram a representar, sem questionamento, um
ntimero irracional como sendo um ndmero na forma a /b . Foi necessria a intervencao do

professor para desfazer esse erro. Embora tenha surgido essa divida entre as duplas, os alunos

A e M conseguiram realizar a tarefa e resolver o exercicio 2-b.

'O teorema das raizes irracionais para equacdes algébricas de coeficientes racionais nio consta nos livros
didéticos considerados em nosso estudo.
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O exercicio 3 correspondeu a tarefa de resolver uma equagdo cubica cujas raizes sao
um numero irracional e dois complexos imagindrios. Para obtencdo da raiz irracional
apresentou-se aos alunos o teorema de Bolzano que poderia ser aplicado na resolucdo do
exercicio mesmo sem calculadora ou programa computacional. Sem a visualiza¢do do gréfico
da funcdo polinomial correspondente a equacdo os alunos ndo entenderam o teorema,
principalmente o significado dos extremos a e b do intervalo ]a; b[, confundidos com as raizes
da equagdo, e dos valores numéricos ou imagens P(a) e P(b). Verificamos que apenas uma
dupla de alunos teve a iniciativa de representar graficamente o conceito que o teorema de
Bolzano aborda (nimero de raizes em um intervalo real). Acreditamos que tenham feito isso
porque o teorema menciona os nimeros a € b e os valores numéricos/imagens P(a) e P(b). As

demais duplas de alunos tentaram usar as conhecidas técnicas de resolucdo até perceberem

que ndo eram suficientes para aquele exercicio.

Apo6s a apresentagdo do software os alunos o utilizaram para esbocar o grafico da
funcdo polinomial correspondente a equagao e assim puderam visualizar a localizacdo da raiz
(irracional), sendo esse o primeiro passo para aplicagdo de um método numérico a fim de se
obter um valor aproximado da raiz. O professor interferiu fazendo perguntas sobre a
amplitude dos intervalos e pedindo a aplicacdo do teorema de Bolzano seguidamente, sem
estabelecer o critério da bisse¢do. Alguns alunos intuitivamente passaram a considerar o ponto
médio do intervalo. Outros se basearam na visualiza¢do do grafico. Dessa forma, quatro das

cinco duplas chegaram a desenvolver o método numérico semelhante ao da bissecao.

O uso do software pelos alunos para apoiar a resolucdo da equagdo permitiu-nos
observar ainda outros aspectos. Os alunos sabiam da existéncia de uma raiz real (equacdo de
coeficientes reais e grau impar) e concluiram que era irracional pois pela pesquisa de raizes
niao era racional. Como nao podiam decompor a equacgdo cubica e resolver a equacio
quadratica, ndo sabiam afirmar se havia apenas uma ou se as trés raizes eram reais. O gréfico
indicou a existéncia de uma uUnica raiz real. Alguns alunos entdo afirmaram que as trés raizes
eram iguais (multiplicidade trés). Embora isso seja equivocado mostrou a preocupacao em
considerar todas as raizes. Uma dupla de alunos usou o software para conferir a solucdo (uma
raiz racional e duas imagindrias) do exercicio 1 que ja haviam feito pelas técnicas conhecidas
€ ao verem que apenas a raiz real aparecia na tela do computador, lembraram que as raizes
complexas imagindrias sdo representadas no plano de Argand-Gauss. Outra observacido que
fizemos foi a de um aluno que investigando o software descobriu o recurso de clicar sobre o

ponto do grifico e obter as coordenadas do ponto. Tal recurso pode ser usado para validar o
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resultado aproximado obtido pelo método numérico. E para finalizar, vimos que uma dupla
esbocou os gréficos da funcdo polinomial e de um dos fatores da decomposi¢ao no mesmo par
de eixos, ou seja, na mesma tela, e visualizou a intersec@o das curvas. Em seguida utilizou o
proprio software para estabelecer (digitar) intervalos cada vez menores em que se

permanecesse o ponto de intersecao.

Com essa pesquisa apresentamos as transformagdes pelas quais passa o objeto
Equagdes Algébricas da forma como foi concebido até ser apresentado como saber a ensinar
por meio do livro didatico no ensino médio. Para isso estudamos a Organizagdo Matematica
do objeto em alguns livros didaticos e identificamos as tarefas, técnicas e tecnologias o que
nos permitiu caracterizar a forma como se propde o ensino das Equacdes Algébricas. Esse
trabalho pode subsidiar discussdes acerca da pratica docente apoiada por programas

computacionais.

Perspectivas

Analisando os resultados de nosso trabalho surgiram algumas questdes para as quais

ndo temos resposta.

1) Sem os conceitos de cédlculo diferencial para estudo da monotonicidade de fungdes,
o0 apoio de um software grafico € suficiente para ensinar ao aluno sobre o nimero de
raizes visualizadas na tela sem o risco de esquecer outras solugdes devido a escala

adotada no grafico?

2) No estudo das fun¢des polinomiais do 2.° grau, os professores e alunos representam

0s zeros ou raizes quando sdo irracionais? Como representam?

3) A representacao grafica de funcdes polinomiais confere significado ao conceito de

multiplicidade de raiz?

Essas questdes podem aprofundar o estudo sobre o ensino do objeto Equagdes
Algébricas e contribuir para o processo de ensino-aprendizagem desse assunto que

consideramos tao atraente na Matematica.
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ANEXO 1

Sintese do estudo dos exercicios propostos no livro didatico ''Matematica —
volume 3 — ensino médio'' (Smole e Diniz, 2003)

Tarefas T

Técnicas T

Exemplo de tarefa

T;: Verificar se certos
valores sdo raizes

Substitui¢ao dos valores em
lugar de x

Exercicio 1, p. 257.

Quais dos seguintes nimeros: 0,
1 e
-1, 1, E’ 2,1, 1, 21, sdo

solucdes da equagao 2% —
(1420)x> + (4+)x =2 =0?

T,: Fatorar um polindmio
Ou escrever uma equacao
conhecendo-se as raizes

Decomposi¢ao do polindmio em
fatores contendo as raizes

Exercicio 10, item a, p. 261.

Forme uma equagdo polinomial
cujas raizes sio—3,2 +ie 2 —1i.

T3: Resolver uma equagao
conhecendo-se uma ou
mais raizes

Decomposi¢do em fatores
contendo as raizes; divisao
pelo(s) fator(es); resolucdo de
equagdes por métodos ja
estudados

Exercicio 3, item b, p. 261.
Decomponha P(x) em produto
de fatores do 1.° grau: P(x) =

5x° — 30x” + 55x — 30, sabendo
que 2 é uma das raizes.

T4: Escrever ou resolver
uma equacao conhecendo-
se uma raiz de
multiplicidade maior que
um

Decomposi¢do e/ou divisao
pelos fatores contendo raizes
iguais; resolucao de equagdes
por métodos ja estudados

Exercicio 9, p. 261.

Resolva 3x* + 7x> —6x> — 12x +
8 =0, sabendo-se que — 2 € raiz
dupla.

Ts: Resolver uma equagao
conhecendo ou aplicando
alguma relacdo entre as
raizes e coeficientes

Aplicacgao das relagdes de
Girard

Exercicio 17, p. 266.

Resolva x* — 9x” + 26x — 24 = 0,
sabendo que a soma de duas de
suas raizes vale 6.

Te: Resolver uma equagdo
de coeficientes reais
conhecendo-se alguma raiz
nao real (complexo
imaginario)

Aplicacdo do teorema das raizes
complexas; decomposi¢ao do
polindmio; divisdo pelo método
da chave’

Exercicio 28, p. 269.

Resolva 3x* — 11x° + 27x% — 29x
+ 10 =0, sabendo que 1 +2i é
uma de suas raizes.

T7: Resolver uma equagao
de coeficientes inteiros
desconhecendo qualquer
raiz

Pesquisa das possiveis raizes
racionais; verificagdo em p(x) =
0; divisao pelo fator x — r sendo
r uma raiz racional; fatoracao do
polindmio; resolucdo da
equagdo de grau menor

Exercicio 38, item a, p. 272.

Resolver a equagao 10x® - 7x* -
2x+2=0

Ts: Mostrar que uma
equagdo de coeficientes
inteiros ndo admite raizes
racionais

Pesquisa das possiveis raizes
racionais; verificagdo em p(x) =
0

Exercicio 40, p. 272.

Mostre que a equagdo X" + 2ax +
2=0,comaeZeneN, n>2,
ndo admite raizes inteiras.
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Sintese do estudo dos exercicios propostos no livro didatico ''Matematica:
contexto e aplicacoes, volume 3" (Dante, 2003)

Tarefas T

Técnicas T

Exemplo de tarefa

T,: Resolver uma equagao
conhecendo-se uma ou
mais raizes

Decomposi¢do em fatores
contendo as raizes; divisao

pelo(s) fator(es); resolucdo de

equagoes por métodos ja
estudados.

Exercicio 69, p. 175.

Sabendo que 2 é raiz da
equacgao X +2x°—5x +¢ =0,
calcule o valorde c e o
conjunto solugdo da equacgao.

Ts: Escrever ou resolver
uma equagao
conhecendo-se uma raiz
de multiplicidade maior
que um

Decomposi¢ao e/ou divisao
pelos fatores contendo raizes

iguais; resolucao de equagdes

por métodos ja estudados

Exercicio 83, p. 177.

O ndmero 3 € raiz dupla da
equacao xt—7x + 13x% + 3x -
18 = 0. Determine as outras
duas raizes da equagao.

T4: Resolver uma equacgao
de coeficientes reais
conhecendo-se alguma
raiz no real (complexo
imaginario)

Aplicagao do teorema das
raizes complexas;
decomposicdo do polindmio;

divisdo pelo método da chave

Exercicio 115, p. 187.

(Fuvest-SP) Resolva a equagao
X' =57+ 13x° = 19x + 10 = 0,
sabendo que o nimero
complexo z = 1 + 2i é uma das
suas raizes.

Ts: Resolver uma equagao
conhecendo ou aplicando
alguma relac¢do entre as
raizes e coeficientes

Aplicacdo das relacdes de
Girard

Exercicio 93, p. 182.

Resolva a equacao algébrica x>
_3x>—6x+8= 0, sabendo
que a soma de duas de suas
raizes € igual a 5.

Te: Resolver uma equagao
de coeficientes inteiros
desconhecendo qualquer
raiz

Pesquisa das possiveis raizes

racionais; verificacdo em p(x)

= 0; divisdo pelo fator x — r
sendo r uma raiz racional;
fatoracao do polindmio;

resolucdo da equagdo de grau

menor

Exercicio 105, p. 184.
(FEI-SP) Resolve a equacao
cubica

X —2x2-3x+6=0.

Tg: Verificar se certos
valores sdo raizes

Substitui¢ao dos valores em
lugar de x

Exercicio 64, item a, p. 172.
Verifique se o x indicado € raiz
da equacao dada: x = 2;
equacao X —2x—x+2=0.

Ty: Resolver uma equagao
pelo método numérico da
bissecao

Pesquisa das possiveis raizes

racionais; verificagdo em p(x)

= 0; aplicacdo do teorema de
Bolzano

Exercicio 121, item b, p. 188.

Descubra uma raiz real pelo
método da bissecao, usando
uma calculadora ou planilha
eletrénica. X’ — x” + 16 = 0.
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ANEXO 3

Protocolos das transcri¢oes dos dialogos dos alunos

DUPLA 1, ALUNO G; ALUNO C; OBSERVADORA: R

1.* Atividade

G Aqui ndo d4 porque com —1 ndo d4 0 td ligado? Vocé tem que por em evidéncia primeiro. Ou
1 nao? Pera ai.
2 C Tenta dividir por 2.
3 G Como?
4 C Faz Briot-Ruffini.
5 G 1 ndo é.
6 C Ta. Faz —1.
7 G —2...3...5... = 7...ndo é! (risos) Sem efeito?
8 C E. Risca.
9 G Por que tem anotar tudo que nds estamos falando? (risos)
C Dois ao cubo d4 oito, vezes dois dd dezesseis. Dois ao quadrado d4 quatro... mais dois; menos
10 quatro... ndo d4 também! (risos) Vamos tentar por meio.
11 G Meio?
12 C As vezes dd certo. Menos dois vezes meio... Como faz para achar as raizes imaginarias?
13 G Quer usar i? Faz por 1/2 eu fago por -2.
14 C Nao tem jeito de resolver isso.
G Pega o livro. Vai tentando que eu vou ... Faz assim. Deixa o coeficiente de — 2 positivo para ficar
15 mais fcil.
16 C T4a. Zero ndo €. Dois vocé jd olhou? Um ndo é. Menos dois ndo é... Dois!
17 G Dois nao é. Caiu a casa.
18 C a+b... como é o nome disso? [consultando o livro]
19 G Relacdes de Girard. Sdo trés raizes. x; mais X, mais X;... igual a — b sobre a... vai dar 3... 3/2
20 C X| mais X, mais x3 igual a 3/2
21 G Deixa isso ai.
22 C X um dois... XX,... XpX3 igual a — ¢ sobre a. X;X,X3...
23 G 3/2 também
24 C Tem trés incégnitas
25 G T4 mas isola uma e joga ali.
26 C X| VEZES X5
G mais X; vezes X3; mais X, vezes X; € igual a ¢ sobre a. Tem que ir substituindo. Escalonamento
27 ndo dé certo.
28 C Nio. E melhor a gente substituir x.
29 G Vai dar uma equacio de 2.° grau. E pior ainda.
30 C Eu ja resolvi isso antes. Essas duas equagdes sdo iguais.
31 G X1 oo X oo
32 C T4, mas ndo vai levar a nada. X; + X, + X3 igual a 3/2. x;.X,.X3 igual a 3/2
33 G X1.Xp.X3 igual a 3/2...
34 C Nao é
35 G Entdo pde ai... Risca. Risca. Joga esse aqui. Depois vocé isola e joga nisso aqui, manja? Vai
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ficar complicado mas ndo d4 nada! A gente estd isolando nessa equagdo e jogando nela mesma.

36 C Tem que jogar em outra. Tipo a gente isola na primeira e joga no segundo.
37 G A segunda € dificil. (risos) Joga na terceira, vai!
38 C T4 entdo relaxa.
39 G Isola esse aqui. Deixa em funcdo dele. Como a gente em esse daqui... depois a gente substitui.
40 C Tenta!
41 Prof.  Como voceés estdo tentando obter a primeira raiz?
C A gente tentou Briot-Ruffini primeiro e a gente ndo conseguiu. A gente viu que zero ndo era
42 raiz.
43 G A gente tentou 2 porque era mais facil.
44 C A gente jogou em Girard e tentou resolver o sistema.
45 Prof.  Estd bem. Continuem.
46 G Aqui pode cortar x; com X3?
47 C Estd multiplicando.
G T4 mas estd tudo multiplicando. Aqui era x; aqui também... daf ... ndo adiantou nada continuou
48 com trés incdgnitas.
49 C Entdo mas agora vou jogar nesse aqui. Vai ficar s6 com X, e x3. Serd que esta certo?
50 G T4 bem complicado. Com duas € mais dificil né véio?
51 C Vai dar uma raiz negativa.
52 G Quer ficar tentando Girard?
53 C Vai dar muito trabalho. [consultam livro didatico] Todos os exercicios ddo uma dica...
54 G E mas esse aqui ndo! Vai tentando por Briot que eu tentando por aqui.
55 C T4. Vai cair em uma ao cubo.
56 Obs  Prestem atencdo no que vocés estdo fazendo.
57 G Faz assim: raizes indeterminadas. (risos)
C Isolei na terceira aqui. Isolei x;. Ficou x; igual a 3 vezes x, vezes X3 sobre 2. Entdo tentei jogar
58 na primeira no lugar de x;. Dai ficou 3x,x; sobre 2 mais x, mais x3 igual a 3/2.
G Joga esse 2 multiplicando. Entendeu? Néo precisa. E s6 tirar o minimo. D4 2x, aqui... 3/2 mais
59 X;. 2x, daf fica mais 2 vezes 3/2 — x;... Demos a volta. Entendeu?
Obs Que tal dar uma parada, olhar bem, ler bem? Que tal fazer isso? Leiam bem a questdo. Veja o
60 que se pode fazer.
C A soma das raizes € igual ao produto das raizes. Tem coisa af ndo tem? Pelo menos uma raiz é
61 real. 2x° — 3x” + 2x — 3 = 0. [reescreveram a equacgio]
62 G PGe em evidéncia! x” ...
63 Obs O que voces fizeram?
64 C Pomos em evidéncia.
65 G Ou esse € igual a 0 ou esse. Eu falei isso no comego e ele deu risada da minha cara.
66 C xX+1=0. X, =1€ X3 =-1. [duracdo: cerca de 30min]
2.* Atividade — Item a
67 G soma das raizes € positiva quando a raiz € racional. Faz dar ai.
68 C - b sobre a é 2. E menos 2. Nio € entdo. A soma d4 negativo.
69 G Tem alguma coisa relacionada com isso.
70 Obs Parem. Leiam bem a questdo. Tentem interpretar e depois comecem a fazer.
71 C Nossa lembro disso.
72 G O termo independente é — 6.
73 C Esseéopné? 1,—1
G

74

Tem 1/2 ndo tem?
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75 C Nao. S¢ inteiros. Agora divide p por q.

76 G -1.D41,2,-2,3,-3, 6,-6

77 Prof. O que vocés estdo fazendo agora?

78 C A gente ta tentando pelo teorema das rafzes racionais.
79 G Faz p sobre q e sai chutando as raizes.

80 Prof.  Para qué?

81 G/C  Para achar a raiz real.

82 Prof. Raiz...

83 G Raiz racional, perddo. Daf a gente fez p sobre q para saber qual que é.

84 C Ou quais sdo. Um a gente viu que ndo é.

85 G Nao risca. S6 faz uma marquinha embaixo.

86 C A gente achou que -2 ¢ raiz racional da equag@o.

87 G Mostre que essa equagdo tem uma raiz racional e encontre essa raiz. [lendo o enunciado]
88 C T4 entdo pde aqui. Ele pediu para mostrar uma. Mostrou uma!?

89 G Ele pediu uma raiz. A gente fez uma, entéo acabou?

90 C Vamos para a b!

2.% Atividade — Item b

G Mostre essa equag@o tem uma raiz irracional. [lendo o enunciado] T4 a gente poderia continuar
usando uma dessas daqui para poder continuar usando para poder abaixar o grau. Se —2 € raiz, o 2
91 também nao &7

92 Obs Como € que € 1A? O que vocé falou ai?

G A gente vai tentar achar a outra raiz para abaixar o grau para do segundo. Dai como o -2 ¢é raiz,
93 o conjugado € raiz, ndo é? Dai 2 ¢é raiz!
94 C Imagindrio!
95 G Ah, imagindrio! T4 mas vamos tentando do mesmo jeito! [risos]
96 Prof. O que vocés vao tentar agora?

C Agora vamos pegar essas outras raizes para testar os outros valores para baixar o grau. Daf fica
97 mais facil né.

98 Prof.  Estd bem.

C E do 3.° grau. Se uma raiz é imaginaria a conjugada também é; entdo tem mais de uma raiz
99 racional.

G Tenta o 2. [1B usa o algoritmo de Briot-Ruffini] Nao é. Agora tenta o 3. [1B usa o algoritmo de
100 Briot-Ruffini] Vai tentando!
101 Obs O que vocés estdo tentando achar?

G E que é assim né: tem quatro raizes; uma é racional e aqui pede para mostrar que tem uma
102 irracional. Se ela tem uma irracional a conjugada também € raiz.
103 Obs  Entdo leia bem. Concentracdo na leitura e naquilo que fala.

104 G Ento baixa ai!

105 Prof.  Vocés testaram todas as raizes racionais? Vocés testaram todas as possiveis raizes racionais?

106 G Sim.

107 C Porque p sobre q deu todos os valores possiveis. Daf a gente testou e s6 — 2 € que deu.
108 Prof. O que vocés podem concluir entdo?
109 C Que s6 tem uma. Uma raiz racional.

110 Prof. E as outras?

111 G/C  Sao irracionais... Nao! Duas...

112 Prof. Essa é a pergunta. E essa a conclusdo a que chegaram?
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113 C Nao pode ter trés raizes irracionais.
114 G Se ela tiver uma entdo ela tem duas. (risos)
115 C Tem algo errado aqui.

Prof.  Vocés estdo apontando para um teorema do livro: das raizes irracionais. Como tem que ser essa
116 raiz irracional.

117 G a+ b Ca—'\/E

Prof.  Vocés descobriram que os outros valores racionais ndo sdo raizes. Qual é a conclusdo a partir
118 disso?

119 C S6 tem uma racional. Que as outras sdo irracionais.
120 Prof.  Essa € a conclusio ou vocés estdo em didvida?
121 C A gente estd em duvida.
122 Prof.  Qual a diivida sobre isso?
123 C Se as outras sdo irracionais mesmo. Porque ela tem que ter quatro raizes.
G A raiz -2 é de multiplicidade um. Entdo ela ndo vai se repetir. Uma raiz irracional tem o
124 conjugado que também € uma raiz. A gente estd em divida s6 sobre essa outra.

Prof.  Vocés estdao falando o conjugado da raiz irracional. Toda raiz irracional apresenta o conjugado
125 como raiz também?

126 G O teorema aqui diz. "Se uma equa¢do admite a raiz a + \/B entdo admite @ —+/b como raiz".

127 Prof. Todos os nimeros irracionais tém a forma a++/b ?

127 G Nao!? Hum!

129 Prof.  Quantas raizes ainda t€ém para vocés acharem?

130 C Trés.

131 Prof.  Alguma dessas trés € racional?
132 G/C  Nao.
133 C Nao porque a gente ja tentou todas as possiveis racionais.
134 Prof.  Alguma dessas trés é complexa ndo real ou real? Vocé pode afirmar isso?
135 C Nao!? Nao sei. [risos]
136 Prof.  Continuem. Podem continuar. [passam a consultar o livro didético]
C T4, olha aqui. Se tem uma raiz irracional e a gente ndo tem certeza que sdo racionais, entio elas
137 sdo irracionais... nao é?
G Entdo a gente pode afirmar que tem uma raiz irracional mostrando que as outras niao sdo
138 racionais. Nao pode?
139 C Ele ndo pediu qual.

140 G E, entdo poe ai.

141 Obs Qual € a conclusao 1B?

142 C Se a gente tem s uma raiz racional, as outras raizes sao irracionais.
143 Obs Quer dizer que as outras sdo irracionais. Mas pede para mostrar nao é.
144 C E. Mostre que!
145 G T4 entdo pde ai 6.
146 C T4 mas "mostre que" nio diz que vocé tem que mostrar a raiz certo?
147 G S6 provar que...
148 C Mostre que tem uma raiz irracional. Vocé tem que provar que...
G Porque de todas as racionais possiveis s6 tem uma. Como é uma equagio de 4.° grau, ela tem
149 que ter quatro raizes. Como uma € racional e mais nenhuma € racional, as outras sio irracionais.
150 C Seré que isso basta? [duragdo: cerca de 30 min]

151 3." Atividade
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C A gente fez b sobre a nessa equacio.

152 Prof. Esta bem.

153 C A gente tem que achar trés raizes.

154 Prof. T&. O que vocés estdo enxergando no grafico.

155 C Que para x = 0, y é menor que 1. Ndo. Eentre 0 e —1.

156 Prof.  Uma das raizes.

157 C A outra... E dai, x zero, y um...

158 C Porque a raiz nio € racional ela ndo encontra o eixo.

159 Prof.  Os valores que aparecem representados no eixo x sdo nimeros de qual conjunto.

160 G Reais.

161 Prof.  Reais. Certo. Entdo eu pergunto: todas as raizes sio reais?

162 C Tem apenas uma.

163 Prof.  Pelo menos é o que vocés véem nesse intervalo.

164 G Sim. Ah entdo as outras nio sdo reais.

165 C Faz sentido porque ela € do 3.° grau.

166 G As outras sdo da forma a mais raiz de b. Mais ou menos raiz de b ndo é?

Prof.  Procurem encontrar alguma raiz dessa equagdo. Pelo menos uma das raizes dessa equagdo. E
167 facam a letra b também.

168 G Essa aqui? A b da dois? A gente escreveu s6.

169 Prof. Esta bem.

170 C Entre zero e menos um.
171 G S6 que esse nimero... tipo ndo pode ser meio?
172 C Nao é meio.
173 G Entio? E maior que meio.
174 C E menor que meio. Menor que menos meio. Quer escrever. A gente faz passo a passo.
175 Obs Ao que vocés chegaram?
C A gente analisou o gréafico e concluiu que tem apenas uma raiz real. Porque ele corta o eixo x em
176 apenas um ponto. Entdo as outras ndo pertencem ao conjunto dos reais.
G Pde entdo que as outras ndo pertencem ao conjunto dos reais. Agora tem que achar os valores.
177 Quer tentar...
178 C Por chute?
179 G ... dividir por um quarto, um sexto...

180 Prof.  Sera?

181 G/C  Menos um quarto, menos um sexto...
182 C Vai escrevendo Briot
183 G Um, zero, um. Perddo.
184 C Menos um quarto... um oitavo menos um... um dezesseis, desculpa.
185 G Mais um.
186 C Mais um. Dezessete sobre dezesseis. Quer saber. Esquece.
187 Obs  Leiam de novo o que vocés escreveram 14 em cima.
C Aqui em cima? "Ap6s analisarmos o grafico concluimos que a equacdo possui apenas uma raiz
188 real".
189 Obs  Entdo pensem no que vocés escreveram e por af comecem.
190 Prof.  Essa raiz que vocés estdo procurando € uma raiz real. De onde vocés tiraram essa conclusio?

191 G/C Do gréfico.

192 Prof. Do grifico. E que valores vocés assumiram para essa raiz?
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193 C Ela é menor...ndo. Ela estd entre menos um e zero.
194 Prof.  Ok. E que valores vocés escolheram para fazer um teste?
195 C Menos um quarto.
196 Prof.  E por que menos um quarto e ndo, por exemplo, menos meio?
197 G Esta para cd um pouco do menos meio entdo a gente foi pela l6gica.
198 Prof.  Vocés podem repetir por favor.
C Ela estd um pouco mais para a esquerda do x menos meio. Entdo a gente deduz que ela é menor
199 que menos meio.

200 Prof.  Estd bem. Obrigado.

201 C O que a gente pode fazer para ajudar?
202 G Nao sei velho! [risos]
203 C E essa parada "p de a vezes p de b menor que zero?"
204 G T4 mas para isso a gente tem que ter as raizes.
C Esse "p de a vezes p de b" a gente ndo pode estar multiplicando pelo conjugado? Vai ser o
205 quadrado da primeira menos o quadrado da segunda.
G A gente sabe que o niimero de raizes reais é par. E fmpar, desculpa. Entdo p de a vezes p de b é
206 menor que zero. Porque possui apenas uma raiz real.
207 G Como o nimero de raizes reais é impar, p de a vezes p de b € menor que zero, né?
208 Prof. Como € que vocés concluiram que o nimero...
209 G ... de raizes reais € impar? Porque cruza o eixo em apenas um ponto.
210 Prof.  Ok. P de a vezes p de b é menor que zero. E o que diz o teorema.
211 C Esse p de a vezes p de b eu posso estar multiplicando as raizes conjugadas?

212 Prof. Quem sdoaeb?

213 C Séo as raizes.

214 Prof. O que diz o teorema?

215 G Ah, é o intervalo. Entdo ndo sdo as raizes.

216 Prof.  Isso mesmo. Continuem.

217 G Agora a gente tem que saber o intervalo.

218 C Mas a gente que fixou o intervalo.

219 G T4 mas ndo pode fixar o intervalo.

220 C Se eu multiplicar —4 por 4 vai dar um nimero negativo.

221 G Agora, e em um intervalor menor? Vai ficar sempre assim.

222 C Vai.

223 G Entdo!?

224 G Vocé compreendeu o que eu estou pensando em fazer? Ir diminuindo até chegar ali.
225 C Mas se diminuir vai cortar sempre aquela funcdo. Ah diminuir s6 isso aqui?

226 G Vocé cortou demais. Vocé s6 podia cortar de um lado.

227 C Entdo é menor que menos um quarto.

228 G Nao pid. A gente tem que diminuir o de cima porque o valor que a gente quer € esse aqui.
229 C Entdo mas vocé tinha cortado... Pde negativo. Eu acho que aqui é negativo.

230 G E menor. Eu acho que é menor.

231 Obs O que voce quer fazer. Deixe bem claro o que vocé quer fazer.

232 G Tem que chegar 14 no x.

233 Obs O que ele tem que chegar aonde?

234 G Chegar certinho no ponto onde vai cruzar o €ixo x para...

235 Obs Vocés querem ir tentando valores para que o grafico corte em um nimero inteiro ali no eixo x.

236 G/C  Isso!
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237 G Oy é zero.
Obs para o Prof. Eles querem dar valores para que o grafico corte o eixo X em um nimero inteiro.
238 E isso que eles estdo tentando.
239 C S6 que a gente nao sabe como?
240 Prof.  Vocés estao tentando fazer o qué? Qual a tentativa de vocés?
241 C Achar o ponto onde corta o eixo X.
242 G Assim a gente acha a raiz, certo? E uma boa tentativa?
243 Prof.  Vocés tém que fazer essa experiéncia.
244 Obs  Fazendo vocés vio saber.
245 C A gente ndo consegue. [risos]
246 Obs Vejam bem. Vocés tém uma fung¢ao ali.
247 C T4, uma funcio.
248 G Se x € zero, entdo... entdo... p de zero € um... p de um é trés.
249 C p de um € trés?
250 G E. Se ndo, ¢ quase. [risos]
251 Obs  Voceé tem que fazer em cima da funcio.
252 C xé...yéum
253 Obs Vocé quer passar essa curva aqui aonde?
254 C Aqui para saber o valor.
255 Obs Quer achar esse valor para qué?
256 C E o valor da raiz.
257 Obs  Esse valor é de quem?
258 C Esse valor € de x.
259 Obs  Voceé tem o valor de y? Qual o valor de y aqui?
260 C Zero. x € zero, y é um. x é?
261 G Escreve aqui. Se y for um, x é zero.
262 C Eu quero saber quanto vale x quando y € zero.
Prof.  Vocés ja acharam o intervalo em que esta localizada a raiz. Usando o Teorema de Bolzano vocés
263 ndo conseguiriam obter o valor dessa raiz?
C T4. O a vai ser igual a menos um e o b, igual a zero; p de a vezes p de b menor que zero. P de a:
264 menos um ao cubo, mais menos um, mais...
265 G Mas af vai ficar sem incégnita.
C Como o intervalo vai ser menos um e zero? Aqui a e b sdo o intervalo... onde estd a raiz. Se p de
266 a vezes p de b é menor que zero, estd entre zero € menos um.
267 G Mas a gente nio sabe p de zero.
268 C Nao sabe mesmo... p de zero...
269 G A gente pode deixar indicado? [risos] Esta entre zero e menos um.
C Eu sei se multiplicar x ... p de menos um € menor que zero; p de zero € um...; p de menos um da
270 zero; ai ndo vai dar menor que zero. P de zero é um; p de menos um € um.
G A tnica conclus@o que a gente chegou é que o teorema deu certo. [duracdo: cerca de 30min] Ah
271 Prof., a gente ndo chega mesmo. S6 sabemos que o teorema esta certo.
272 C A gente quer fazer p de a vezes p de b; a gente fixou o intervalo entre menos um e zero.
Prof.  Vou fazer uma pergunta para vocés. Se eu perguntar se a raiz estd entre zero € um o que vocés
273 me respondem?
274 C Nao. Entre zero e um?
275 Prof.  Entre zero e um.
276 C Nio.

277

Prof. Como vocés sabem?
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278 G Porque néo corta o eixo dos x.

Prof.  Se eu perguntar para vocés: a raiz estd entre menos um e menos meio, ou se ela estd entre menos
279 meio e zero, como vocés me responderiam isso?
280 G Esté entre menos um e menos meio. Porque aparentemente corta o eixo x nesse intervalo.

Prof. Mas vocés poderiam usar o Teorema de Bolzano para me afirmar isso: que estd entre menos um
281 € menos meio?

282 G A gente fez entre menos um e zero daf a gente descobriu que o teorema esté certo.
C Entdo a a gente fixa entre menos um e menos meio, foi o que vocé pediu? D4 menos um, menos
283 um, mais um vezes menos meio ao cubo, mais menos meio, mais um, mais um.
284 Prof. O que vocés concluiram?
285 C Que a raiz estd entre menos um e menos meio?
286 Prof. Como € que vocés descobriram isso?
287 C Através do Teorema de Bolzano.
288 Prof. T4, mas com que...
C A gente fez p de a, a gente fixou de a a b, que seja menos um e menos meio e fez p de a, que é

menos um, e p de b, que € menos meio, multiplicou os dois, chega menos 24 que € menor que zero, entdo
289 a raiz estd entre menos um e menos meio.

Prof.  Otimo. Se eu perguntar a vocés: a raiz estd entre menos um e menos 0,7, ou se estd entre menos
200 0,7 e menos 0,5, como € que vocés vao saber isso?

201 G Menos 1 e menos 0,7?

Prof.  Vocés ja sabem que estd entre menos 1 e menos 0,5. Agora eu quero saber se estd entre menos 1

202 e menos 0,7 ou se esta entre menos 0,7 € menos 0,5.
203 G Nossa cara: 0,7 ao cubo. [passaram a efetuar os calculos]
204 C T4 aqui. Pode ser menos 0,67 [risos]
205 Obs O que vocés vio fazer?
G Chutar. Menos 0,6. A gente descobriu que estd entre menos 0,7 e menos 0,5. Entdo pode ser
206 menos 0,6.
297 C Nossa vai dar um negécio muito quebrado.
208 G Dai chuta de novo. Vai diminuir o intervalo. 0,6 ¢ 0,5. 0,6 ¢ 0,7.
209 C Menos 0,6 € 0,5. Fechado?
300 G A gente estd diminuindo o intervalo. Vamos ver até onde isso dé certo. 0,7 ao cubo.
301 C J4 fez.
302 G 0,6 ao cubo.
303 C 0,216.
304 Prof.  Vocés chegaram a conclusdo em que intervalo estd?
305 G A gente estd diminuindo.
306 C A gente fez 0,7 e 0,5, 0,6 e 0,7 e vai ver até onde d4.

307 Prof.  Estd ok.

308 G 0,4 menos 0,216.

309 C 0,184.

G Beleza. E menor que zero. T4. Agora a gente pode diminuir mais. [risos] Vamos tentar um
310 valor?
311 C O que vocé quer tentar?
312 G 0,65. Estd bem no meio.
313 C Entdo vai.
314 G Se a gente conseguisse trabalhar com isso aqui a gente achava esse valor aqui.
315 C Nao é. Eu acho que é menor que menos 0,65.
316 G T4 entdo pde ai. Menos 0,65 e menos 0,7. 0,2,4,7...7,4
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317 G Nio precisa ir muito longe. E s6 para descobrir o sinal.
318 Prof.  Como voceés estdo finalizando para obter esse valor?
C A gente fez os intervalos. Foi diminuindo os intervalos e concluiu que ela estd entre menos 0,7 e
319 menos 0,65.
320 Prof.  E vocés escolheram esses valores com que critério?
G A gente foi baixando os valores. Fizemos entre menos 1 e meio, menos meio, daf a gente baixou
321 menos 0,7 e menos 0,5. Daf deu certo. A gente baixou mais. Menos 0,6 e menos 0,7.
322 Prof.  Vocés esperam encontrar um valor...
323 C Aproximado.
324 Prof.  Por que aproximado?
C Porque os valores vao dar muito quebrado. A gente estd tendo que aproximar os valores para
325 conseguir fechar a conta certa.
326 Prof.  Estd bem. Muito obrigado. [fim da gravac¢do; duragdo: cerca de 20min]

DUPLA 2, ALUNO A; ALUNA M; OBSERVADORA: B

1.2 atividade

1 M 22X 4+ 3%
2 A A soma dos coeficientes ndo € zero. Menos 1... 0 1 ndo € raiz.
3 M Zero também ndo € raiz.
4 A Vamos fazer pesquisa deles?
5 M -2x
A Vamos verquem éop:+1,-1,+3,-3;e0q:+ 1,- 1, + 2, - 2, certo? Vamos fazer um Briott
6 aqui. Menos 1 € raiz. T6 fazendo de cabeca primeiro. Nao vai dar.
7 M Um ndo é...
8 A Vamos ter que ir para as fracdes. 3/2... vai ficar complicada essa resolu¢cdo mas vamos l4.
9 M Vamos entdo usar 3/2.
A _3/27 Se € que vai ter raiz real ndo ¢? Vamos tentar 3/2. Menos 3 mais 3... zero. Passa para cd, 4...
10 —1/2. O deu certo hein? Ficou um polindmio do 2.° grau. Vamos por Bhéskara que € mais ficil.
11 Prof.  Vocés podem explicar o que fizeram?
A Primeiro fizermos a pesquisa das raizes. Os divisores p e q. Menos 1 mentalmente da para fazer

e nio é. Um também ndo porque a soma dos coeficientes ndo resulta em zero. Entdo a 2B sugeriu 3/2 e
foi o que deu certo. Reduzindo o grau do polindmio fizemos Bhéaskara. E agora estamos desenvolvendo
12 Bhdskara para as outras duas raizes.

13 Prof.  Ok. Obrigado.

14 A Menos com menos, mais; mais com menos, menos.

15 M Menos 4.

16 A Mais ou menos 2i sobre menos 4. Mais ou menos i sobre 2.
17 M 3/2;-1/2;1/2

2.2 atividade

18 M Considere a seguinte equagdo polinomial: x* + 2x* + x> = x -6 =0
A Quarto grau. Mostre que esta equagdo tem uma raiz racional e encontre essa raiz. Um mais dois,
19 trés; mais um, quatro...

20 M ...menos sete... Um ndo d4.
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A Mas olhe aqui. Um e seis. O p e o q sdo pequenos. Vamos fazer pesquisa de raizes. Mais um,
menos um; mais dois, menos dois; mais tre, menos trés e o proprio 6 e menos 6. E o ¢, mais um, menos

21 um. Vamos fazer de novo o Briott.
22 M Um, mais dois, um, menos um, menos seis. Um ndo é. Acho que o dois vai dar.
23 A Nao. Talvez menos dois. Um, zero,... Menos dois d4. Terceiro grau. Um e menos um néo; trés.
24 M Nao. Acho que vai que ter uma raiz irracional.
25 A Isso, uma raiz irracional.
M E para achar a raiz racional. A gente achou a raiz racional. Entdo a letra a é menos dois. Letra b:
26 Mostre que essa equagdo tem uma raiz irracional.
A Uma raiz irracional. Vai ter mais entdo. D4 para escrever um texto aqui. Porque de acordo com a
pesquisa da... se com o método da pesquisa ndo foi encontrada outra raiz racional s6 restam outras raizes
27 irracionais.
28 Prof. Como vocé sabe que tém mais raizes reais e que devem ser irracionais.
A Bom, nés chegamos e reduzimos esta de quarto grau do enunciado para uma de terceiro. Entao
29 tem trés raizes. Repetidas ou ndo. Seguindo o método da pesquisa de raizes...
30 M Nenhuma mais é racional.
31 A Nenhuma mais vai ser raiz do problema, entdo sé restam raizes irracionais.
32 Prof.  Vocé disse que € de grau trés e tem mais trés raizes.
33 M Isso, a gente reduziu.
34 Prof. Como vocés sabem que elas ndo sdo todas complexas.
A Porque mais nenhuma possibilidade da pesquisa de raizes apresentou-se como
35 uma raiz propriamente dita.
Prof.  Vocés disseram que tem mais trés raizes. E concluiram que uma € irracional. Por que as trés ndo
36 podem ser complexas?
A Porque a complexa tem... Bom, se hd uma complexa, hé outra... como é o nome? Aquela que
37 tem um trago em cima? Conjugada!?
38 M Conjugada!
39 A Uma irracional tem que ter conjugada.
40 M Tem que ter duas. Pode ser duas.
41 A Nao pode ter a terceira separada.
42 Prof.  Esta bem.
M Escreve entdo. Como s6 tem a possibilidade de ter duas imagindrias complexas, uma tem que ser
43 irracional.
44 A Entdo eu vou escrever um testamento. Vai dando uma olhada na préxima.
45 M Tb lendo ja.
46 A Conjugada é o nome da raiz?
47 M Acho que é conjugado. Nio custa procurar. E conjugado.
48 A Trés raizes irracionais ndo. E complexas nio é?
49 M E. Racional é o que gente quer.
3.% Atividade
50 A Ah, teorema de Bolzano. Lembra do Bolzano?
51 M Vagamente.
A Pega um ponto em baixo, um ponto em cima, multiplica os dois; se for impar o nimero de raizes
é fmpar... se for negativo o nimero de raizes ¢é par; se for positivo é impar. E porque se vocé pega uma
52 em cima e uma embaixo... Determine as raizes da equagdo. Serd que tem que usar Bolzano?
53 M E bem isso que eu tava pensando. Ndo ha necessidade.
54 A Tem uma rota alternativa.
M

55

Vamos tentar por essa, depois de ndo der certo: x” + x + 1.
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56 A Olhe. O q e o p sdo 1. Entdo pesquisa de raizes fica facil.
57 M 1,0,1, 1.
58 A Mais um, menos um. Zero nao.
59 M N3o, tudo bem o zero ndo. Mas e no Briot-Rufinni tem que ter o zero porque nio tem x°.
60 A E, tem que ter um espago para o x-... Ndo da.
61 M E, acho que vai ter que usar Bolzano.
A Seja a equacdo... raizes reais situadas no intervalo aberto... para x igual a a, para x igual a b.
Espera af entdo. x igual a a, x igual a b. O a nessa equag@o é... ¢ 1. E o b € 0 ndo é? Vamos colocar x
igual a a. ... trés, mais um, mais um. Vai dar um, mais um, mais um, vai dar trés. Segundo caso, x igual a
62 b. Zero, vai dar o termo independente.
63 M Que é 1.
64 A Sendo assim, o produto delas, 1 e 3 vai dar 3. Ndmero par.
65 M Nao, impar.
66 A Numero par nao, niimero positivo, estd ok. Nimero de raizes situadas no intervalo aberto... T4.
67 M Vai ser...
A Maior que zero. Entdo o nimero de raizes é... leva aqui... fazendo o gréfico ele vai voltar... ele é
68 par!? Sim, ele vai ser par. O nimero de raizes € par.
69 M Vai ser par. Mas o 3 ndo € par. (risos)
A Ele fala o nimero de raizes o qué? Reais. Entdo quer dizer que o nimero de raizes reais € par.
Um polinémio de grau trés. Ou é zero, ou € dois. Dois ndo pode ser. Dois ndo pode ser porque pela
pesquisa de raizes nem o 1 nem -1 s@o raizes. Entdo € zero. Nao possui raizes reais. Deixe eu tomar nota
70 dessa conclusdo.
Professor Na questdo 3 vocés concluiram que ndo tem raizes reais. De que grau é a
71 equacdo?
72 A/M  Terceiro grau.
A Ela deve apresentar trés raizes. Fazendo aqui o método de Bolzano vocé pegando o primeiro
caso x igual a a e o segundo caso, x igual a b, e multiplicando os dois resultados obtidos vocé vai obter
73 um ndmero par. Significa que o nimero de raizes reais é...
74 M Numero positivo.
A E, perddo, nimero positivo. Significa que o niimero de raizes reais é par: 0 ou 2. Ndo pode ser 2
porque sendo a pesquisa de raizes acusaria essas duas solucdes reais levando a conclusdo de que o
75 polindmio em questdo tem apenas raizes... ndo apresenta raizes reais.
76 Prof.  Vocés falaram agora ha pouco, em uma outra questio, porque a equagdo era de grau trés...
77 M S6 poderia ter duas complexas.
78 Prof.  S6 poderia ter duas complexas. Essa equacio também € de grau trés. Quantas raizes...
79 M Ela s6 pode ter duas complexas.
80 A Duas complexas porque se hd raiz complexa, o conjugado também sera.
81 Prof.  Entdo a terceira raiz...?
82 A E irracional.
83 Prof.  E irracional!
84 A Assim como demos a resposta no b.
85 Prof.  Mas vocé afirmou que ela ndo tem raizes reais.
86 M E, ndo tem como.
Prof.  Vocé afirmou que o produto dos valores deu positivo. Mas isso € para todos os valores de X, para
87 todos os intervalos ou em algum intervalo escolhido?
A S6 no intervalo delimitado, entre x igual a a e x igual a b, o que ndo € subsidio... uma conclusio
88 mais concreta. Mas € o proposto pelo teorema de Bolzano!
89 M Eu acho que esse polindmio nao existe.
90 Pesq  Vocés disseram que nfo tem raizes ou que sdo duas, no intervalo...

91

M E isso, segundo o teorema: se o nimero € positivo vai ter um niimero de raizes par.
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92 Prof.  Para todos os valores de x ou para alguns valores de x?
A S6 para os valores de x propostos aqui no enunciado da questdo. D4 para fazer um gréafico
inclusive. Deixa eu desenhar o gréfico. Para x igual a a, x igual a 1, 4. E para zero aqui vai ser 1. Ndo se

93 pode, mas tudo bem. Abscissas, palavra dificil de escrever. Dois "esses" ndo é?

94 M E. Exercicio de matemitica exigindo portugués né?

95 A Bom. De qualquer maneira ele pede as raizes da equacao.

926 M Nao tem como achar.

97 A Da para reduzir para segundo grau? D4 para por em evidéncia?

98 M Nao, a gente ndo sabe nenhuma.

99 A X que vai multiplicar x* + 1, mais 1, igual a zero. Olha dé para descobrir porque x néo é 1.

100 M (risos) x ndo € 1, ndo é 0, ndo é - 1.

101 A Se pelo menos tivessem as raizes reais.

102 M E s6 escrever que ndo existem... Parece tdo ficil! Um polinomiozinho, pequeninhinho.

103 A Aparentemente simples. Eu vou tentar um nimero fécil aqui: 1 +i. S6 o ndmero i ndo é.

104 M Nao tem como chutar um raiz complexa.
A E um conjunto muito amplo, é claro. Vamos tentar outra op¢do. Aqui, a interpretacio leva a
essa conclusdo. O niimero de raizes situadas no intervalo aberto (a; b) é impar se o produto de P(a) por
P(b) for menor que zero, o que ndo € o caso. E a quantidade de raizes reais ¢ par, inclusive zero, isto &,
nenhuma raiz real no intervalo (a; b). Esse € o caso, se o produto de P(a) por P(b) for maior que zero, que
€ o caso do 3 que nds encontramos. Ou seja, se o valor do polindmio em x a e x b tem sinais iguais, dois
ndo é. Entdo pode... s6 resta a op¢do do zero. Sendo o zero, existem duas possiblidades: ela pode ter trés
raizes irracionais ou duas complexas e uma irracional. De qualquer maneira, nesse momento, nds nao
estamos conseguindo achar nenhum método capaz de precisar essas duas raizes, ficando com a conclusio

105 de que o polindmio ndo apresenta raizes reais. E s6. Eu desisto.
M Eu também.

106
Apés a explicacdo do uso do software

107 A 2 b, pega a equacdo do 2b!

08 |[M X

109 A Nao cruza no 2! Qual era a resposta?

110 M Era s6 para indicar que tinha uma raiz irracional. S6 deixa eu... E 1 aqui?
A E um sim. Vamos aumentar para ver onde ele bate. Olhe aqui! Desci um pouco mais para ver

111 onde ele bate e é em -1, -2, - 3. Foi o que a gente achou ndo foi?
M A gente achou -2. Mas a agente achou -2 para a equagdo do 4.° grau. Ndo para essa. Essaaqui é

112 uma nova.

113 A No entanto ela bate no y. Ela tem uma raiz. Ou seja, ela tem uma raiz entre o 1 e 0 2.

114 M E mais perto de 1; é 1,5 eu acho.

115 A E do 3?

116 M Qual 3?

117 A Desses 3 aqui. Vamos fazer o grafico.

Ei espera ai. Ndo é a mesma. Mas tem alguma coisa parecida. E s6 trocar - 3 por +1 aqui.

118 (referindo-se a equacdo encontrada em 2a e a equacdo em 3)

119 A Nao tem o b?

120 M Nao.

121 A Seré que estd certo esse comando aqui?

122 M Eu acho que sim.

123 A Vou tentar digitar de jeito diferente.

124 M Tenta xxx.
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125 Serd que o mais tem que estar perto.

A
126 M Eu acho que nao faz diferenca.

127 A/M  E amesma coisa.

A Olhe que estranho. Ela bate aqui em uma raiz impar. Vou aumentar o limite horizontal para ver
128 se ela bate 14 na frente. De repente ela faz uma curva para baixo: - 10. Como € que fica.

129 M Ela continua. Olhe.

A Ela continua para baixo. Quer duzer, ela bate uma vez aqui. A raiz € impar; ndo par. Ah nio, mas
130 € o ntimero de raizes reais. O polindmio € do 3.° grau ndo é?
131 M E.
132 A Ela quer as trés raizes todas iguais.
133 M Mas como?
134 A Ele pode ter trés raizes mas sao repetidas. Na verdade ndo quer dizer nada.
135 M Nao faz sentido. S6 ndo conseguimos encontrar as raizes.
A Nao consigo ver sentido nela. Aquelas trés raizes, que por sinal sdo as mesmas que a gente nio

conseguiu achar, elas estdo entre o 0 e -1 no eixo das abscissas. O 1 ratificou o que a gente fez aquela
136 hora, que era o termo independente.

137 M E. E o 1 bate no 3.

A Olhe! Espere ai. Se essas raizes estdo entre 0 e -1 e € uma spo e sdo trés raizes repetidas, entdo
das duas possibilidades que a gente tinha que eram duas complexas, uma o conjugado da outra, mais uma
138 irracional ja é descartada. Entdo sdo todas irracionais; as trés irracionais.
139 M Concordo. Nao tem como ser complexa.
A E a 2b também comprovou isso. Deixa sé eu refazer o gréifico. (com o software) Ela corta uma
140 vez s0.
141 M S6 uma raiz irracional entdo.
142 A Trés irracionais. E trés raizes iguais no caso.
143 M Entdo vamos justificar isso.
144 A Deixe eu escrever a conclusdo.
M O gréfico confirma o encontrado no exercicio. Dentro do intervalo considerado apenas hd uma
raiz. Dessa forma fica evidente a impossibilidade de haver raizes complexas (pois, se assim fosse, ter-se-
145 ia trés raizes distintas em lugar de trés raizes iguais).
A E essa mesma conclusio é encontrada para o exercicio 3. Embora eu venha escrever a conclusio
146 é praticamente a mesma.
147 M Entdo coloca ai.
A O fato de haver apenas uma raiz no intervalo dado praticamente descarta a possibilidade de
148 haver raiz...

149 M complexa.

A E... complexa. Ndo sei com relacdo ao infinito porque nds consideramos o intervalo bem
150 pequeno. Faz um teste. Coloca limites bem altos. Nao, corners. View, corners. (software).

151 M Cem. (software)

A Mesmo com 100 no limite de X, a reta fica mais estreita mas mesmo assim nio cruza em mais de
152 uma vez o grafico.
153 M Ele teria que voltar e ndo tem como.

A E ¢ interessante ver que o teorema de Bolzano se aplica para raizes reais. Nada se pode concluir
154 sobre as raizes totais.

M Vamos fazer o (exercicio) 1 s6 para verificar: - 2x* + 3x” - 2x + 3. As raizes que a gente achou:
155 372...
156 A -i/2... Espera ai. Vamos abrir mais esse intervalo. Horizontal ndo é? -5, 5 (software)

M Se bem que essa equacdo aqui sO vai dar essa raiz. Tipo nessa equacdo aqui, a Unica raiz é 3/2.

157 Daqui mudou ja.

158 A Nao, mas o -i/2 e 0 i/2 também servem como raizes.
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159 M Nao aqui de primeira eu acho ee a gente tentar resolver.
160 A Eu acho que d4 sim. Eu acho que foi mal digitado. E se eu tentar asterisco? (software)
161 A/M  Deu a mesma coisa.
162 A Vamos tentar uma nova?
163 |M - 2x7 - 1/2.
A Tem que ver se essa barra vai ser para tudo que vem escrito ou para o 1 mas vamos tentar
164 (simbolo de agrupamento; software) Eu acho que ele pegou o conjunto inteiro.

165 M E. Tenta 0.5... Tem que ser ponto.

A Mesma coisa. -2x” - 0.5. Ah mas tem o seguinte né? Sio raizes complexas. Vo estar no plano de
166 Argand-Gauss. Elas ndo vao aparecer aqui. Serd que tem Argand-Gaus aqui?

167 M Sei 14.

A Vamos perguntar ao Prof.. Olha 2B mas tem o seguinte analisando aqui. A gente fez com o
(exercicio) 1 o teste das raizes: mais ou menos i/2 e elas ndo foram representadas nesse plano. S6 podem
168 no plano de Argand-Gauss. Mas aqui no (exercicio) 3?
169 M E porque ¢é irracional, ndo é complexa.
A Por que nio pode ser duas complexas? Elas ndo iam aparecer do mesmo jeito concorda? Pode
170 ser uma racional aqui...
171 M ... € duas complexas...
A ... que ndo aparecem no grafico. Quer dizer que eu vou anular o que a gente escreveu aqui. Pode
172 haver sim uma raiz complexa na (atividade) 2.
173 M Nao! Na 2?
A A conclusdo que a gente chegou foi a seguinte: era um polindmio do 3.° grau, mas que todas as
raizes ndo poderiam ser complexas porque para ter uma raiz complexa ela precisa ter conjugado. Entdo
174 ndo pode ter apenas raizes complexas deve ter alguma irracional.
175 M Mas tem uma irracional.
A Tem uma irracional. E mesmo que tenha raizes complexas elas ndo apareceriam nesse plano
176 aqui. Por isso que deixa em aberto. Nao € conclusivo. Nem o (exercicio) 3.
177 Prof.  Qual ¢ a dificuldade que vocés estdo encontrando para descobrir o valor dessa raiz?
M A gente ndo consegue definir se tem ou ndo raiz complexa porque ela ndo aparece nesse grafico.
178 A gente fica no escuro.
179 A S6 no plano de Argand-Gauss.

Prof. E vocés, pelo grifico que acabaram desenhar no folha de papel , ja sabem o intervalo em que a
180 raiz real estd localizada.

181 A Inclusive nesse exercicio eu cheguei a explicitar o intervalo x =-1 e x =0.
182 Prof.  Se vocés jd conhecem o intervalo, onde estd a dificuldade em saber que valor € esse?

A Eu desconhego, pelo menos no Ensino Médio, qualquer jeito de encontrar esse nimero
183 irracional.

184 M D4 para chutar.

185 A Mas eu acredito que ele venha a ter uma série incontdvel de casas decimais que...

186 Prof. 2B, o que vocé disse?

187 M Que d4 para vocé delimitar. Tipo entre -1/2 e -1.

188 A Estd mais préximo do -1 aqui.
189 Pequisador Como vocés observaram isso?

M No gréfico. Espera ai que o programa fechou. (software) Aqui no grafico estd mais préximo do -
190 |1

A Se fosse isso, testando desvairadamente pares ordenados justamente teriamos nimeros muito
191 proximos mas isso € um processo...

192 M Demorado!

A Demanda bastante trabalho e mesmo assim vocé ndo chegaria a um resultado tdo preciso assim
193 da raiz irracional.
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194 Prof.  Estd bem. Obrigado.

A Eu vou anular isso aqui. Vou colocar um S.E. (sem efeito) aqui porque eu coloquei que ndo
195 poderia ser complexa.

M Vocé gostou de escrever hoje (risos). Ndo tem como definir se tem ou nido complexa.
196 (encerraram registrando por escrito suas conclusoes)

DUPLA 3, ALUNO J; ALUNO Y; OBSERVADORA: N

1.2 atividade

11J Tem que escrever o nome!?
Y Obtenha as raizes do polinémio P(x) = - 2x* + 3x? - 2x + 3. Briot-Ruffini? Pde em evidéncia.
2| Tipo -2 e -2 aqui e 3 com 3.
J PGe x> em evidéncia. Fica - 2x +3.
41Y x iguala 1 e -1 né? 3/2. Entdo dai x' € -1 e x" € 1. Daf o outro vai dar 3/2: -2x + 3 =0, 3/2
Y Considere a seguinte equagdo polinomial: x* + 2x* + x> - x - 6 = 0. Mostre que esta equagdo tem
5 | uma raiz racional e encontre essa raiz. D4 para fazer... se a gente for transformando e for reduzindo.
6|7 Nossa! Como € que vai fazer?
71Y A gente ndo tem nenhuma raiz.
8|7 Por igualdade?
y Vamos pensar... Vamos para a b dai? Vamos para a 3. Teorema de Bolzano. Seja a equacio P(x)
=a,x" + a,,x"" tal, o nimero de raizes reais situadas no intervalo (a; b) é fmpar se P(a).P(b) for menor
9| queO...
j ...se o valor do polindmio para x = a e para X = b tém sinais contrdrios; € par, inclusive zero,
10 | nenhuma raiz no intervalo (a:b) ... Determine as raizes da equacdo x* + x + 1 = 0.
111Y Vamos ler esse aqui de volta.
1217 Da para fazer... Girard? m + n + p € igual a...
131Y -b/a
1417 Da zero. mn + mp + np é igual a 1.
151Y c/a
1617 mnp é igual a...
171Y d/a.
1817 ... - 1. O nimero de raizes reais situadas... ta.
191Y Vamos tentar fazer assim.
2017 T4. Entdo substitui...
y Tenta - n - p vezes... Aqui ja dé direto. Acho melhor fazer aqui. E mais facil. m é - n - p vezes np
21| éiguala-1. -n’p - np> = -1. Deixa o n em evidéncia dai.
2217] P&e np em evidéncia.
231Y Ah é. np é igual a -1/n. Daf fica... mn + np -1/m = 1.
24 ] Vai ficar com trés incégnitas do mesmo jeito.
251Y Pois é. Nao adianta.
Observadora Posso fazer uma proposicdo? Tentem trabalhar o (exercicio) 2 antes de ir para
2610 3.
j Certo. Mostre que esta equaciio tem uma raiz racional e encontre esta raiz. T4, vamos tentar o

27 | Girard de novo.

J Nao, quer dizer vocé tem quatro incégnitas. D4 para tentar Girard mas eu acho que ndo € assim,
28 | sei 4. Pesquisa de raizes, td aqui. Seja p/q com p e q inteiros, p/q € uma raiz racional.
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29(]J Resolver a equacgdo tal. Uma equacdo apresenta...
30|y Precisava ter uma raiz para fazer aquilo. Serd que tem como fazer o inverso? Partir do 0 assim?
31 J Tem que ter alguma raiz ou alguma coisa que se divida.

y T4 e se a gente fizer assim: usar 14 o 'carinha’ Briot-Ruffini s6 que botar tipo a a raiz? Tentar

dividir. Tem que chegar no zero. Vamos tentar fazer isso aqui. 1, +2, +1, -1, -6; a vezes 1, a. Mais 2, é

30 | 2+a. avezes 2+a, 2a+a’... é a” + 2a mais 1. Vezes a: a’ + 2a° + a - | - 6 tem que ser igual a zero.
33 |J E a0 cubo o negécio. Bem, pelo menos a 1 a gente resolveu né?
34|Y Equagdes polinomiais...
35|17 Vamos ver como ele descobre... Para fazer esse aqui vocé tem que ter a raiz ndo é?
y Lembra-se que o prof. tinha falado: soma d4 zero... 3... 7... 4... ndo d4. E do outro lado? 1 + 1, 2;
36 | mais 1, trés.
373 Teorema das raizes irracionais. Teorema das raizes imagindrias.
38 1Y E se a gente fizer aquele jeito de dividir 14: q(x), p(x)
j Como? Pelo o qué a gente estd dividindo entendeu? Se a gente tivesse pelo o qué dividir a gente
39 | teria uma raiz, esse é o problema!
40 | Prof.  Como vocés estdo tentando obter a raiz dessa equacdo?
4117 A gente estd tentando de tudo quanto € jeito... mas a gente estd tentando decompor.
y A gente tentou Briot-Ruffini mas nfo deu. Tentamos fazer por Girard mas também ndo
42 | conseguimos. Agora a gente estd pensando.
43 |7 Olhe 3B. Nio sei se é certo fazer isso aqui: X° + X - 3 vezes X + 2, igual a 0.
44y X + 2 igual a 0; -2 vai ser uma raiz. Pid € bem isso. Uma raiz é -2. Como é que vocé fez isso?
j Fiz em duas partes. Coloquei x* em evidéncia. Dai ficou x* vezes x + 2; mais... dai eu resolvi
45 | isso aqui (x* - X - 6). Eu fatorei: x - 3 vezes x + 2.
y E eu tinha pensado em fazer tipo 2x + 2 mas eu ndo me lembrei... Dai o outro vai ser... 3 nio é?
46 | E melhor a gente resolver aqui. Uma raiz é -2 e a outra € 3.
4717 Como € 3?
48|Y xé-3.
49 |7 Nao, ndo, ndo. Esse aqui a gente tem que resolver. Uma raiz é x... -2.

Y Agora da para fazer Briot-Ruffini: -2, 1, +2, +1, -1, -6. (atividade 2) Um vezes -2 é -2, mais 2 é
0; -2 vezes0 é O mais 1 é 1; -2 e -1 ¢ -3; 6... deu bem certinho aqui ta! Faz Ruffini aqui: 1, 0, 1, -3...

50 | resto 0. Menos 2 € raiz mesmo. Antes era x a quanto?
5117 X a quarta. Agora € x ao cubo.
521Y Agora da para ...
5317 A gente chegou aqui, no mesmo lugar; em x ao cubo. ... Ah aqui. Divida essa aqui por -2.
Y Daquele jeito 14. Ndo ao contrdrio. Na equacdo € que pde -2. Tem que ver se essa é raiz: ... + 2 -

3 =0 (testando 2 em X’ + X - 3 a partir de Ruffini na atividade 2) 2 ao cubo é 8. T6 provando que nio é

54 | raiz.
5517 E-2.
56|Y Entdo, -2; -5. Dessa equacio ndo € raiz.
5717 Mas se € raiz desta aqui, é raiz dessa também.
58 | Observadora Vocé poderia explicar quando diz 'raiz desta aqui', qual 'desta aqui'?
591(7J Ah, é da equacio inicial.
60 | Observadora E depois, da outra?
6117 A mesma da fatorada. Vocé pode usar a mesma. Vamos tentar né?
Y Tem que ver. Se ndo der zero ndo € raiz. (usando Ruffini com -2 em X+ X - 3) -2 mais 0, -2; 4
62 | mais 1, 5; -2 vezes 5 d4 -10; menos 3 d4 -13.
6317 Nao deu entio.
Y Bom a gente provou que tinha uma raiz racional e encontramos ela. Metade esta feito; € a letra a.
64 | Mostre que essa equagdo tem uma raiz irracional.

65

J Se a gente achar uma raiz irracional, a gente vai ter as duas que é o conjugado. Agora tem que
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achar a raiz irracional.

66| Y A gente tem a equacdo fatorada.
6717 Se a gente tem uma aqui... m, n, p, q... dd para fazer por...
68 1Y Girard! E trabalhoso!
69 |J Faz ai por Girard.
701Y Deixa eu s6 pegar I; é mais rapido.
7117 Vocé vai ficar com trés equacdes. Ndo. Quatro equagdes. Falta uma aqui.
721Y d/a. Que € -6. Agora sabe que uma das raizes € -2.
737 Pde -2 em alguma: m, n, p ou q.
74 1Y Como n; -2mpq... mpq sabe que é 3. E agora...
7517 Nas outras também.
Y -2m + mp + mq + (-2p) - 2q + pq = -1. Vamos deixar o -2 em evidéncia. -2mpq. D4 3, mpq; +
76 | mp+mq+pq=-1; -6 + mp+mq + pq=-1; mp+ mq+pq=>5. Agora vamos para a 3.*
7717 mp + mq + pq da 5.
78 1Y Espera ai. Vamos fazer nessa aqui. Eu chamei essa de I, essa aqui eu chamei de II.
79 (7] mpq substitui 3 aqui nfo é, na terceira?
Y mnp + mnq + 3 = 1. Agora sabe que... o coisa aqui, como € o nome? -2 € raiz, é o n. -2mp + mpq

+ 3 =1. D4 para deixar mp em evidéncia. S6 deixa eu passar esse 3 para la. Deixa eu fazer de volta... +
80 | mpq dai o 3 vai para 14 fica - 2.

81J Isso, -2. Pde mp em evidéncia.

Y Fica -2 + q igual a -2. Agora 0 4.° que € esse aqui. Nesse a gente jd sabequenéo-2. m+p+qé
82 |igual a 0.
83 |J Entdo m vai ser igual...

841Y A p + q. Quer dizer - p - q. (voltando a 3.% relagdo) ...-q vezes p...-2+q = -2

85 |J Naio sei se vai dar certo. Vai tentanto ai.
Y - p® - pq... -2 + q. Espera af cara. Estd muito confuso. Eu vou substituir esse daqui aqui. E
86 | melhor. (voltando a 1.* relagio) -p vezes p, p; -pq: -qp... -pq de volta; -q> = 3. Entdo, -p* — 2pq...
87 |7 Acho que é um produto notdvel isso.
881Y .- 2q°=3.
89 |J Espera ai. Vocé tem o valor de p+q?
91|Y p +q? -m... n =-2! (risos) Estd suado este.

91 | Prof.  Vocés descobriram alguma raiz?

Y Descobrimos. Estamos atrds da irracional agora. S6 que esta dificil. A gente vem tentando por
972 | Girard agora mas € bem trabalhoso.

93 | Prof.  Como vocés sabem que existe mais uma raiz?

94Y x* sdo quatro raizes. Pode ter multiplicidade...

95 | 3° Se tiver uma irracional, o conjugado € a outra.

96 | Prof.  Como vocés estdo procurando essa raiz irracional? Por qual método vocés estdo tentando fazer?

97 7] A gente tentou por Briot-Ruffini e por Girard.

Y E se gente tentar fazer uma loucura e tentar no chute mesmo e botar um i ali. Se a gente achar
98 | montando a equacao ali... Nessa aqui tem que ter...

J Tem que ter. E ao cubo. Tem que ter uma real. Tem que ter duas irracionais. Ndo. Real ou
99 | racional. Tem que ter duas irracionais né? Se a gente pegar essa daqui e dividir essa aqui.

Observadora Vocé poderia explicar de novo quando diz 'dividir essa por esta daqui', quem é

100 | essa...
J Aqui olhe. A gente vai pegar x + 2 vai dividir a equagio x’, vai dividir por x+2. Nio sei se é

certo fazer isso. Eu vou tentar né. (algoritmo de Briot-Ruffini, p. 1 da folha) -2+ 1 é -1; mais 2... d4 -1.
101 | O resto € -1.

Y (consultando o material) Estd aqui. Teorema das raizes irracionais. Estd aqui, olhe. Se uma
102 | equagdo de coeficientes reais tem grau impar, entdo essa equacdo admite pelo menos uma raiz real. Essa
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equacdo tem grau par. Vamos pensar se tem mesmo raiz. Nao pede para achar a raiz. Pede para mostrar
que tem. E ela tem né; td afirmando isso. Deixa eu fazer uma coisa... i ndo € raiz.

103 |7 A soma ndo deu 0 né?
1041Y Dos coeficientes? Nao: 4 - 7, -3. Se fosse 0, 0 também seria uma raiz.
10517 Espera ai. E i aqui (retornando 2 atividade 1). E i aqui. Ndo 1. Resolva Bhéskara.

106Y Ah sim! Nossa!

107 | Observadora O que vocé tentou ali?

Y Eu peguei X’ + x + 3 que era a equagdo né, daf tentei compor ele. Deixando x em evidéncia. Ndo
108 | sei se estd certo isso.
109 | Observadora Para que vocé fez isso?

Y Para ver se achava as raizes dessa equacdo. Daria x = 1 e x = -3. Viu 3A. Pondo x’+x+3...
110 | decompondo aqui...

J Nao, mas tem que ter um... tem que deixar algum em evidéncia para ser o mesmo. Eu acho que
111 | ndo d4 para fazer assim ndo.

Observadora Deixem essa se vocés esgotaram as estratégias e voltem para a atividade 3
112 | entdo.
11317 Tem que aprender esse teorema de Bolzano.
1141Y Deve ter raizes imagindrias. O nimero de raizes reais no intervalo (a;b)...
11517 (consultando o livro) ... nimero par de raizes reais... A gente ndo aprendeu isso aqui.
116]Y Olhe 3A. Se eu fizesse assim: 0x” certo? Se tentar fazer fatorando?
1177 Tem que ter tipo...
118]1Y x+1
1197 Teria que ter esses dois iguais. Vocé pega um, ndo tem como.

Y Eu acho que da para fazer. Serd que ndo mesmo? Vou tentar entender isso aqui. (relé a atividade
3) Dai tem trés raizes. Tem dois pontos, tipo ponto a e ponto b. Daf tem duas equagdes, ponto a € ponto b
(lendo o que seria P(a) e P(b)); multiplicadas ddo menor que zero. O valor do polindmio parax =ae x =
120 | b tem sinais contrarios.

J Tem que ser uma positiva € uma negativa para dar menor que zero, e aqui tem que ser as duas
121 | positivas ou as duas negativas. Mas no que ajuda isso?
122 | Observadora (ndo fazem o gréfico; permanecem no método algébrico)
1231Y (divisdo pelo método da chave) X’ + x + 1 = 0; ax*+bx+c. Vai dar resto 0. Tem que achar Q(x).
124 | Observadora O que vocés estdo fazendo agora?
12517 (retoma a atividade 2) Estou refazendo essa 2 aqui. Pegando a raiz e dividindo a equagdo
Y Olha aqui. P(a) vezes P(b) vai ser menor que 0 porque o nimero de raizes é impar. E igual a 3.
(risos) Saiu alguma coisa. Uma raiz vai ser o conjugado da outra. Isso deve ser irracional.
126
12717 Vamos fazer o (exercicio) 2 ainda.
Y Vamos fazer xxxx que é mais facil: x* + 2x* + x* - x - 6 = 0. Vamos aumentar o intervalo aqui.
128 | 10?
1297 Vermelho estd bom. Tenta no view. Entdo a primeira € 2; -2.
130]Y Mas lembra aquela equagio x> + x + 3? Lembra? Vamos por essa aqui. Vamos tentar.
13117 Eu néo sei como acha isso! Precisa de mais uma raiz.
1321Y Entdo era X’ + X + 3 vezes x + 2. Ou era X - 2?
13317 X+ 2.
1341Y Agora, X’ + x + 3. Vamos pensar. Deixa eu dar uma olhada aqui.
135 | Observadora Posso fazer uma pergunta? Essa curva é de qual equagao?

1361 Y X +X+3.

137 | Observadora E em qual atividade estd propondo essa ai?

Y Na 2. A gente decompds e multiplicou por x + 2. A gente achou uma raiz que é -2. Agora tem
138 | que achar as outras trés. Se a gente conseguisse fatorar em duas de x> seria bem mais facil.
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13917 A gente achou -2 ndo é? Daria para dividir x’ + x + 3? E pouca informago.
Y Aqui o resto vai dar 2. A raiz € -2. Mas a gente ndo tem Q(x) (referindo-se ao método da chave)
140 | nem S(x).
1417 A gente pode passar para a 3.% (atividade) e depois voltar para a 2.*?
142 | Observadora Pode.
143 ] xxX + X + 1. (araiz) x € 1. Nao € 1. Passa pelo (eixo) x ndo é?
144|Y E. Passa pelo x. Nesse caso ndo é 1. Como a gente pode usar esse negécio?
14517 Seovalordeyé 1,o0dexéO0.
146 | Observadora Vou propor para vocés relerem o enunciado.
Y Teorema de Bolzano: 'Seja a equagdp P(x), a,x" que nesse caso seria ax’; mais  a, ;X" que é 2

(referindo-se a n-1); nesse caso a € 0. Pois € mas aqui estava dizendo que todos os coeficientes eram
iguais. Ndo, ndo é. Lembra-se do Teorema (tridngulo) de Pascal? Mas quais sdo esses intervalos ai?
147 | Quem sdo a e b?

148 |J ... se o valor do polindmio para x = a € X = b t€m sinais contrarios.
149|Y Sim, mas o nimero de raizes nés sabemos quantas? Ah ndo, de reais nio é?
J ... se 0 valor do polindmio para x = a e para X = b tém sinais contrdrios. Uma é positiva e outra é

150 | negativa.

Y O problema é quem € a e quem € b? (consulta o livro) As raizes sdo o cruzamento dessa curva
com o eixo X. P(a) vezes P(b) € menor que zero. Niumero impar de raizes reais. Vocé pode ter 3 raizes
151 | reais ou 1 raiz real. Tem que achar uma irracional. Uma raiz

15217 Tem 3 porque uma é negativa e outra é positiva.

Y T4, entdo tem 3 rafzes. Aqui olha ele diz: as raizes do polindmio sdo o cruzamento dessa curva
com o eixo x. Entdo uma das raizes vai ser aquele ponto ali. Da para descobrir. 0,69; 0,7. Menos 0,7
153 | aproximadamente.

154 |7 E zero.
Y Vamos tentar usar desse jeito. 0,7. Quanto que € isso em fracdo? Vamos transformar em fracdo
155 | que é melhor.
156 |7 Sete décimos.
1571Y Sete décimos e zero. Entdo vamos fazer Briot-Ruffini agora.
15817 Nao podem ser as trés iguais? Tem que ser trés.
1591Y Entdo vamos conferir s6 para ver se dd zero o resto. (7/10 em Briot-Ruffini)
160 |7 1; 0. Tem que por o zero...
1611Y 49/100. Mais 1.
162 |7 149/100. Nao vai dar...
163|Y 7/10 ndo vai ser raiz. Talvez ndo esteja bem certinho ali.
164 |7 E menos aqui ndo é? E menos 7/10.
Y E mesmo. -7/10 vezes 1, -7/10. -7/10 vezes -7/10, 49/100 mais 1, 149/100. vezes -7/10 mais
1651 1...
166 |7 Nao deu 0. ... existe um nimero impar de raizes reais entre a e b.
167 | Observadora Faco uma pergunta a vocés: esse a e b sdo raizes?
168 |7 Séo.
1691Y N3ao. a e b ndo sdo raizes. Quem € raiz € o ponto x aqui; o a € b ndo.

170 | I/Y S3o o intervalo.

1711Y Estdo nesse intervalo as raizes.
1727 T4, entdo tem uma raiz s6 né?
173 1Y Real. E, tem uma raiz real s6. Real ou irracional.

174 | Prof.  Como estd a discussdo de vocés?

1751Y Agora, a gente achou o gréfico da equacdo do nimero 3 daf a gente t4 tentando...

176 |1 O prof. ndo deu essa matéria.
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1771Y Vemos que tem uma raiz aqui. Pomos um ponto mas nao deu certo.

178 | Prof. O que vocé estd experimentando 3B? O que vocé descobriu com o mouse?

1791Y Estou tentando descobrir uma raiz.

180 | Prof.  Mas o que vocé descobriu? O que vocé estd fazendo com o mouse e achando ali 3B?

1811Y Estou achando onde intercepta no ponto Xx.

182 | Prof.  E como vocé esta fazendo isso? Com o mouse?

1831Y Com o mouse!

184 | Prof.  Estd bem.

18517 Eu ndo sei chegar com o célculo ai.

186 | Prof. O que vocé descobriu ali 3B com o mouse?

1871Y Onde corta o eixo x que € o intervalo (a; b). Entdo seria uma raiz...

188 | Prof.  Certo...

189]Y S6 que ndo deu certo. D4... 700 mais ou menos com 0,7. No Briot-Ruffini ndo deu 0 o resto.

190 | Prof.  Certo.

1911Y A ndo ser que seja 0,66 ali. Menos 0,66.

192 | Prof.  Vocé testou esse valor decimal e verificou que nao € solugdo.

1931Y E. A gente fez aproximado 7/10.

194 ] Dai néo zerou, nao deu certo.
195 | Prof. Ok, 3A.
Y Agora falta a gente achar a raiz Descobrimos que tem. ... Ndo pede para achar entende? Tem que

mostrar que tem uma raiz irracional (referem-se a atividade 2b; consultam o livro). Olha aqui: se uma
equacdo polinomial de coeficientes reais tem grau impar entdo essa equacio admite pelo menos uma raiz
196 | real. Pronto. Ah ndo, mas € par. Nao, mas aqui é impar (vendo a decomposi¢do em fatores).

197 |J Espera ai. L€ de novo.

Y Se uma equagio polinomial de coeficientes reais tem grau impar... olhe aqui: x’. Sabe quando
vocé fatora aqui. Entdo essa equagdo admite pelo menos uma raiz real. Acontece que essa aqui ndo é
198 | impar. Porque a raiz dessa ndo vai ser raiz dessa.

199 |J Entdo ndo tem raizes... irracionais.
200 Y 0,66 ali?
201 |7 Eu acho que nao.

Y Olhe 0,66. E isso ai 0,69. Vamos substituir aqui na equacio 7/10. E mais ficil que fazer Briot-
202 | Ruffini.
203 |7 343/100 + 70/100... € ndo deu.

Observadora Uma pergunta: esse teorema com a ajuda do grafico ndo sugere a vocé€s uma
204 | estratégia?
205 Y Sugerir... A raiz estaria aqui ndo é? Nesse ponto em que intercepta a reta x s6 que nio da certo.
206 |7 A gente ndo estd interpretando direito.

Observadora Entdo como vocés poderiam criar uma estratégia para encontrar a solucdo

207 | aproximada pelo menos?

J E chegar 14 que a gente ndo estd conseguindo matematicamente. S6 ali como a gente viu. A
gente conseguiria se tivesse mais um valor. Ou uma raiz. Algo que poderia dividir essa equacdo, eu nido
208 | sei.... Vamos voltar para a 2 3b?

209 Y S6 tem aquela condi¢do para ser irracional né?

21017 Entdo vamos escrever a resposta.

Prof.  Vamos voltar para a 3. Vocés jd tinham com o mouse determinado o valor da raiz. Usando o
211 | teorema vocés ndo conseguem esse valor da raiz com o apoio do teorema também?

2127 Nao conseguimos; por enquanto nio.

2131Y Quanto vale P(a) e P(b)?

214 ] Temos que usar o teorema.
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215|Y D4 mesmo menor que zero?

Prof.  Vocés tém o intervalo em que estd a raiz. Usando esse teorema voc€s ndo conseguem obter essa
216 | raiz sem ser no grafico com o mouse, mas de uma forma agora algébrica, com o teorema?

2171Y T4. ... Oito mais ou menos.

218 Qual? a ou b?

219 O P(a).

J
Y

2207 aeb. Sdo dois pontos.
Y

Desse eu achar bem certinho: -2 aproximadamente; e - 10. Vamos por 2 e 10 também para ficar
221 | simétrico. Agora tem que multiplicar P(a) e P(b).

222 | Observadora Uma contribui¢cdo: quem é o ae quem é o b?

22317 E o intervalo aberto.

24 1Y Vai ser no x. E o intervalo no x. Entdo é s6 -2 e 2.

225117 Ponto a e o b. Qual ponto?

2261Y Pontos? -2 e 2. Nao, P(b) vocé fala? 10 e -10. Agora tem que ver se P(a) pode P(b).
22717 Tem que ter o intervalo. E multiplicar as raizes nesse intervalo.

2281Y Entdo tem uma raiz no intervalo -2 e 2.

229 | Prof. O que vocés viram nos exercicios? Que caracteristica vocés perceberam nos exercicios do livro?

J Eu acho que tem o mesmo propdsito. Vocé tem que ter o intervalo para achar as raizes dentro
230 | daquele intervalo.

231 | Prof.  Os exercicios do livro pedem para vocés acharem as raizes?

2321Y Pedem quantas raizes. O nimero de raizes. Pelo menos nos exercicios que eu vi.

Prof. S6 pedem a quantidade de raizes. Por que serd que ndo pedem para vocés determinarem as
233 | raizes? Qual a dificuldade que estdo tendo nas atividades que propusemos a vocés?

234 |Y Achar as raizes...

23517 ... € ndo o nimero.

236 | Prof. O nimero de raizes vocés ja sabem?

237 |IY Ja. Sim. Pelo grau.

2387 Agora o problema € achar as raizes.

Prof. Vocés ndo viram como usar o teorema para achar o valor dessas raizes? Nao viram como
239 | aplicar?

240 |7 A gente ndo entendeu mesmo como aplicar o teorema de Bolzano.

241 | Prof.  Esta 6timo. Continuem pensando e discutindo.

242 | J O duro € achar.
Y Nao tem como! Olhe. O nimero de raizes é impar. Isso a gente j4 sabia antes. P(a) vezs P(b) é
243 | menor que zero, é! D4 100, menos 100.
244 ] P(a) e P(b) menor que zero. Tem um ndmero.
245|Y Nio sei. Ah sim! Tem uma raiz.

Prof.  Se eu perguntasse a vocés agora se existe, nessa ultima equacdo, uma raiz entre 0 e 1 o que me
246 | responderiam?

2471Y Eu nio sei. Tem que ter entre -2 e 2. Mas entre entre O e 1...

248 | Prof.  Se eu perguntasse a vocés se existe uma raiz entre -1 e 0, o que responderiam?

249 |J -1e0? Sim!

250 | Prof.  Sim!

25117 Menos 0.7 a gente achou.
2521Y Aproximadamente.

Prof.  Se eu perguntasse a vocés se essa raiz estd entre -1 e -0,5, ou se essa raiz estd entre -0,5 e 0,
253 | como vocés saberiam responder isso?

254 1Y Pela localizag@o que ela esta ali.
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25517 Matematicamente?

Prof. Matematicamente, algebricamente usando o teorema de Bolzano. Vocés viram que no livro era
dado o intervalo e perguntava a quantidade de raizes. Na atividade que propusemos ndo é dado o
intervalo, vocés graficamente descobriram e agora pergunto: usando o mesmo teorema como VOCES
256 | responderiam se essa raiz estd entre -1 e -0,5 ou entre -0,5 e 0?

Observadora Com o auxilio do cursor, do mouse, vocé€s identificaram com certeza qual era a
257 | raiz?

258 | 1/Y Aproximadamente

Observadora Aproximadamente. Isso que € um indicativo para vocés. Usem essa informagao
para aplicarem o teorema. Mesmo usando o teorema vocés podem achar um valor aproximado, ndo
259 | exato. Essa € a idéia.

260 |7 Mas nés ndo estamos conseguindo chegar algebricamento ao resultado, usando o teorema.

z

Observadora Mas ¢é aproximado também. Usando o teorema, como vocés podem chegar
261 | mais préximo do valor da raiz.

262 Y E se gente pegou o valor errado? Numa dessa € 0,66.

263 |7 Acredito que isso ndo vai mudar.

264 | Y Vou mudar aqui, colocar 0,66.

Prof.  Ap6s ter perguntado se a raiz estd -1 e -0,5 ou entre -0,5 e 0, vocés ndo viram como aplicar o
265 | teorema de Bolzano?

266 |Y Algebricamente?

267 | Prof.  Algebricamente.

268 |J Algebricamente € o problema.

269 | Prof. O que vocés teriam que fazer para aplicar o teorema de Bolzano? Que célculos teriam que fazer?

270 Y Era isso que a gente precisava saber!

Observadora Achamos que vocés tém condigdes de sair, de ter uma estratégia, de criar uma
271 | estratégia a partir disso. Se vocés identificam o intervalo, como vao fazendo para se aproximar da raiz?

2721Y Tem de -1 a -0,5. Nesse intervalo tem uma raiz.

Observadora Isso. Entdo como vocés testam se o P(a) € positivo se e o P(b) é negativo; se o
produto é maior que zero ou menor que zero? Se tem uma raiz no intervalo, o produto tem que ser ...
273 | menor que zero. Vocés tem que ir afinando. Como fazer isso?

274 1Y Tem uma raiz aqui. Entdo os sinais vao ser diferentes parax =ae x=b.
275 | Observaora Podem desenhar também.

276 | Y -0,5 aqui né? -1 a -0,5. Tipo, aqui os dois t€m o sinal igual ndo é?
27717 -1 e 0,5 é o valor disso aqui ndo é?

278 | Y Nio. E a e b. S6 que tem que ter sinal contrario mas nio tem.

279 | Obsevadora Mas quem tem que ter sinais contrarios?

280|Y Oaeob,ndo é?

Observadora Entdo olhe bem se ¢ isso. Olhe quem € a, quem € b e quem deve ter sinais
281 | contrarios?
2821Y X = a, intervalo no eixo x; dai substitui 14; -0,5; -1 e -0,5. Entdo a seria -1 e b seria  -0,5.
2837 Nao tem que ter sinais contrrios?
2841Y Pois €, isso que acho estranho.
285 | Observadora Olhem no enunciado se eles t€ém que ter sinais contrarios.
Y Ou entdo tem mais de uma raiz. O nimero de raizes é impar... se o valor do polindmio para x = a
286 | € X = b t&m sinais contrarios. S6 se tiver mais raizes.
287 | Observadora Entdo leia de novo dessa frase para frente.
288 |I/Y Se o valor do polindmio parax =e x =b...
Y Ah, do polindmio estd ligado. Do polindmio é esse aqui. Ndo é necessariamente a e b. E P(x). a

vale menos 1. Entdo vamos ver se tém sinais contrarios. P(x)... -1°-1+1. P(x) é igual a -1. Deu negativo.
289 | Agora vamos ver o outro nimero que daf vai ser  -1/2. (-1/2)* - 172 + 1. (-1/2)° da -1/8. Aqui da 1/2.
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200 |J O que a gente achou?
2011Y A gente achou que P(x) tem sinais contrdrios. Tem uma raiz ali.
202 |7 Ja € um comeco. Agora, determine as raizes da equacao.
203 1Y E onde intercepta o eixo x.
294 | Observadora Que conclusdo vocés tiram daquilo ali?
205|Y Tem uma raiz nesse intervalo
296 | Observadora Isso. Entdo vocés podem fazer o qué com o intervalo?
29071Y Pertence ao ...
298 | Observadora A raiz pertence ao intervalo. Entdo, o que vocés podem fazer com o intervalo?
J Reduzir até chegar a um ponto... Ah! Se a gente reduzir vai ter um ponto que vai se igualar a
299 | raiz.
Y - 7/10... se o P(x) d4 negativo até chegar no ponto... s6 que tem que dar um positivo e um
300 | negativo.
301 |J Daf a gente reduz.
3021 Y Daf o intervalo vai ser dois pontos so.
303 |J Ou um ponto s6. Vai ser a raiz.
304 | Y Entdo vamos fazer -1... 9/10 (redefiniram o intervalo)
305 | Prof.  Como vocés terminardo a atividade?
306 | Y A gente descobriu o intervalo em que pertence o ponto. A gente ia reduzir o intervalo até ...
307 |J Até chegar a raiz.
308 | Prof.  E vocés iriam reduzir o intervalo com qual critério?
309 | Y Tentativa mesmo. Até chegar a P(x) e a outro P(x), P(b) e P(a) com valores de sinais contrarios.
310 | Prof.  Buscando sinais contrérios e a escolha dos valores seria com que critério?
311|Y Com base no a e b. Como aqui o a era...
312 | Prof.  De inteiro a inteiro, de quanto a quanto?
Y A gente descobriu primeiro que era de -1 a -0,5. Entdo a gente reduziu, -9/10, daf foi fazendo
313 | assim.
Prof.  Estd 6timo.
314

DUPLA 4, ALUNO E; ALUNO D; OBS. NA

E O melhor que tem ¢é fatorar, porque tem o 2. Quer que eu escreva? D4 para colocar 2x; menos
1 2x. Menos 2x, mais 3, vezes x> mais X.
2 D Um ¢é raiz ndo é?
E Dai tem que fazer separado. Menos 2x mais trés igual a zero; x* + x igual a zero. Aqui fatora de
3 novo.
4 D x igual a menos 1 é raiz.
5 E x igual a zero ou x igual a - 1. Ndmero 2.
E Acho que tem que fazer os... divisores do pendltimo termo e os divisores do primeiro né? -1; 1;
=25 2; -3; 3; -6; 6; q € s6 -1 e 1. Dai vai ficar igual a p. Agora tem que escolher desse aqui qual é
6 divisivel. Um ndo é. Talvez menos 1 dé. Nao, menos 1 ndo vai dar. Eu acho que vai precisar tirar com p.
7 D Vamos tentar com 3.
8 E D4 5; 15 mais 1 da 16... Quatro, oito... Eu acho que tem que ser negativo para ir balanceando.
9 D Tenta -2 que € o valor mais baixo.
10 E Entdo fica 0, 1, -3...
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11 D -2 é uma raiz. E a raiz racional.
12 Prof.  Por que vocés chegaram a essa conclusdo?
E Porque o polindmio pode ser dividido por um termo que tem -2 como raiz. -2 é uma raiz
13 racional.
14 D "Mostre que tem uma raiz irracional".
E Para achar a raiz irracional a gente vai ter que transformar isso aqui em 2.° grau para achar as
15 raizes.
16 D x’ mais x’, ndo. x° mais x mais 3 ¢ iguala 0.
E A gente vai ter que fatorar de novo. Daqui... X’ + x + 3 = 0. A gente vai ter que fatorar de novo
17 para chegar em uma de 2.° grau. E continua sendo com os mesmos... 1 ndo pode ser...
18 D Tenta - 2 de novo.
19 E ... 5, ndo vai dar. Aqui talvez -3... Vai dar muito ja.
20 D -1... Nao vai dar.
21 E Entéo 2. Oito, dez...ndo.
22 D 2.
E -2 a gente j4 fez. Entdo... 3 também ndo vai dar. Aqui ndo pode ser -6 né? Nao € divisor do...
[quis dizer do -3]. Eu acho que agora todas as raizes daqui vdo ser irracional. Real ndo tem mais
23 nenhuma.
D -1 ndo d4. 1 soma dos coeficientes ndo da. -2 aqui fica positivo, aqui fica negativo ja estoura. 2
24 fica muito alto. Qualquer nimero desses ndo vai dar certo.
E O problema agora é achar a raiz irracional. Mas pode ser... ela ndo é imagindria; ela € irracional,
com raiz [referindo-se a radiciagdo]. Soma dos coeficientes. S6 que a gente tem que achar a primeira.
25 Serd que estd certo a primeira?
26 Prof. Como vocés encontraram essa raiz racional dessa questdo 2?
E Fazendo a divisdo do polindmio pelos divisores do dltimo termo divididos pelos divisores do
27 primeiro termo. Daf como -2 deu uma divisdo exata, -2 € uma raiz...racional.
28 Prof. E o que vocés estdo procurando agora?
29 E/D  Uma raiz irracional.
30 Prof.  Uma raiz irracional para qual equagao?
D Por enquanto a gente achou uma raiz que é -2. Daf a gente baixou o grau. do 4.° grau para a de
31 3.°
32 Prof.  Entdo seria uma raiz irracional para essa equagdo do 3.° grau?
33 E Se for raiz dessa de 3.° grau vai ser raiz dessa de 4.° grau.
34 Prof.  Obrigado.
35 E E porque aqui nio dé para fatorar.
36 D Raiz de quatro...
E Raiz de quatro daf seria o dois. Mas aqui se ela tiver... ela tem que ter mais trés raizes. Duas
delas vai ser uma o inverso da outra [conjugadas] s6 que a terceira ndo vai ser racional porque a gente ja
37 achou que ndo tem mais nenhuma racional. Entdo vao ter que ter duas iguais.
38 D Tem que ser da forma... tem que ser duas raizes da forma a + \/E .
39 E A outra tinha que ser racional também.
40 D Pode ser raiz imagindria.
41 E Mas af teria que ter duas imagindrias.
42 E Deve ter mais uma racional aqui. Vamos tentar de novo.
D Escreve a equacdo: x' + 2x° + x* — x — 6 = 0. Um nio é. Zero também néo é porque tem termo
43 independente.
E Zero ndo é porque tem termo independente. A gente jd achou essa aqui. Agora a raiz daqui vai
44 ser raiz também da de 3.° grau, também vai ser raiz da de 4.° grau. Porque sdo fatores...

45

D X +0x>+x-3
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46 E —1-1-3jidndoda. -2...
47 D —2da- 8, mais2da-6;da-9.
E p sdo os divisores do termo independente né? Foi o que a gente fez aqui; p dividido por q. E,
48 porque aqui o p sobre vai ficar— 1 e 1; —2, masaindodd. —1el, -3 e3.
49 D Eoq?S6ole-1.
50 E Entdo esse — 2 que a gente fez nem precisava ter feito. J4 ndo dava. Com 3. Com 3 ndo; com o 1.
51 D Temos trés raizes: X, , X, € X3. E se a gente usar Girard? Sé que vai ficar muito grande.
E Se ela tiver uma irracional ela vai ter que ter uma oposta a outra. Ela ndo pode ter imagindria
também sendo ia ter que ter duas imagindrias. Entdo ela deve ter uma raiz de multiplicidade 2. Deve ter
uma raiz que seja dupla. Bem, talvez por Girard dé para a gente fazer. T4 entdo vamos chamar as raizes
52 dea+..
53 D Nio. Chama de X, , X, € Xs.
E Nio. E na forma irracional. Que a gente coloca a raiz e ja vai anular. Se a gente tiver uma raiz
que seja a + \/6 a outra raiz com certeza vai ser com certeza a — \/B . E na hora de somar a gente ja vai
anular a raiz; na hora de colocar na relacdo de Girard. S6 que tem uma raiz que a gente ndo conhece.
54 Nao, mas vamos fazer entdo. T4, e a outra raiz a gente vai chamar de...
55 D Chama de x;. Fica 2a... Td pde a + \/B +a-— \/B + X3 igual a menos...
E E. Af vai dar zero. Menos 0 sobre 1; 0. Vai ficar 2a + x; = 0. T4. Entdo aqui ja d4 para colocar
56 que x3 = — 2a. Porque na hora de usar x; ja pde 2a.
57 D Entdo pde x; ...
E Multiplicag@o se a gente fizer vai ficar com b também né. Mas olhe, daf a gente faz... se a gente
for multiplicar tudo vai ficar a + \/E vezes a — \/B vezes X3 vai ter que ser igual a — (— 3 ) sobre 1. Entdo
58 vai ficar o quadrado do primeiro menos o quadrado do segundo menos b, vezes —2a que € 0 X ...
59 D ...igual a 3. Vamos ter que fazer a outra.
60 E a+ b vezesa-— \/B mais a + \/E vezes X3 mais a — \/E vezes X3 vai ser igual a 3 sobre 1.
61 D Quadrado do primeiro...
E a’ menos b... dd para a gente substituir depois mas primeiro a gente tem que isolar ele. S6 que
62 aqui também vai ficar com a e b. Nao vai adiantar.
63 D Calma. Vamos...
E Aqui a gente pode chamar de — 2a e aqui também de — 2a. Dafi vai ficar _2a% - 2a\/5 . Af vai
64 ficar — 2a’, cubo ndo, ao quadrado... mais 2a\/5 ...iguala 1.
65 D Olhe ai.Aqui vai cancelar.
E E. Esse com esse, 0 2a\/E ... Esse também vai cancelar... nfo, aqui fica mais. Continua igual.
66 Entdo vai ficar a’> — b...
67 D Pde tudo entre parénteses.
E Nio agora a gente tem que tirar esses parénteses para ver o que vai sobrar aqui. Vamos
68 continuar. Menos 4a” igual a 1.
69 D Agora que deu outra.
70 E Entdo aqui a gente vai deixar a*— b = 1 + 4a”. Dai isso a gente pode substituir...
71 D ...no outro l4.
72 E 1 + 4a*. Deixa eu numerar. Aqui é I, aqui é II, aqui é I1I.
73 D IIT em II. (alto da pag 2 das anotagdes)
E Entdo aqui é a* — b vezes — 2a igual a 3. Vai ficar 1 + ... Sabe onde a gente vai chegar, eu acho?
Em uma equagio do 3.° grau comum. Vamos ver. 4a” vezes —2a igual a 2. Vai ficar — 2a—8a’ = 3. 8a’ +
2a — 3 = 0 (expressaram errado) Chegamos em uma equagéo do 3.° grau igual. (comparam com equagio
74 obtida anteriormente por Briot-Ruffini)
75 D Nao ¢ igual.

76

E Nio s6 mudam os valores.
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77 D Nao dé para fatorar.
E A gente achou isso aqui olhe. Substituindo x; aqui. Vou isso que a gente achou. Ia ver se —2 ndo
78 é raiz dupla mas a gente ja tentou e ndo deu certo.
79 D p sobre q ndo vai dar?
80 E A gentejafezaqui.pvaiser—1lel;-3e3; q:—1lel;-2e2..
81 D ..—4ed;-8e8.
82 E Aqui vai dar grande.
83 D Vai dar todo o conjunto p por causa do —1 e 1.
E E depois cada um deles dividido por q. Vai dar + 1, & 3, que a gente j4 tentou e ndo conseguiu,
84 daf vai dar £ 1/2, £ 1/4, = 1/8; dai tem ainda com 3: £ 3/2, £ 3/4, + 3/8.
85 D Um ndo € raiz.
E Vamos colocar no Briot-Ruffini: oito, dois, menos trés (faltou 0 ref. x°) Aqui nenhum (nenhuma
86 raiz) inteiro pode ser.
87 D Chuta 1/2.
E 1/2, mas dai s6 vamos ter valores pares. Multiplicar par e somar par vai dar, e dai 0 =3 ? Tem
88 que ser um desses aqui: 3 dividido por alguma coisa.
89 D Entdo vamos tentar 3/2.
E Oito vezes 3/2 vai dar 4... 12; ndo vai dar... 7 vezes 3... Vamos tentar com 4... 3/4; 8 dai da 6
com mais 2, 8/de novo, dai da 6 com — 3... ndo vai dar. 3/8! Vai dar 3 com mais 2, 5. Af vai ficar 15/8.
90 3/4 negativos.E, eu acho que vai dar certo. 8, 2, —6... com mais 2 d4 —4, vezes... vai dar zero. Certo!
91 D —3/4 ¢ uma raiz.
92 E Nao, é um valor de a.
93 D Primeiro passo a para c4.
E aigual a —3/4. Mas aqui a gente vai ter mais dois valores para a. Aqui a gente ficou com... Nao!
94 Deu errado. Porque a gente esqueceu do x° do a”.
95 D Puxa. Entdo escreve de novo.
96 E 8, 0,2, 3.
97 D Comeca por aqui: mais 3/4. Ndo comeca pelo niimero negativo.
98 E Vamos comecar por —3/2. Aqui vai ficar 8, —12... hum, j& nfo vai dar.
99 D —3/4. (outra possivel raiz)
100 E Acho que —3/8 porque se —3/4 deu aqui provavelmente ndo dé agora.
101 D .. 918
102 E 9/8 com mais 2...
103 D Nao vai dar.
E Entdo vamos fazer com -3/4. 8, aqui vai dar —6... vai dar 9/2 mais 2, igual a 13/2. Também ndo

vai dar certo. Olhe aqui no nimero 3 (a préxima atividade) ele vai pedir a raiz de uma equagio do 3.°
grau mas ele estd dando uma explicacdo. Vamos passar para o nimero 3 e depois a gente volta para o
nimero 2. (Léem a atividade 3) Mas aqui a gente vai achar o nimero de raizes, ndo as raizes.
104 (interpretam corretamente)

105 D Mas ele quer as raizes.

E (consultam o livro) Pode ou ndo ter porque pode ter nenhuma nos 'nimeros pares' (de raizes) A
gente ndo vai saber se tem ou no tem. O problema 3 é igual ao que a gente chegou no 2. E uma equagio
do 3.° grau sem o valor de x°. Ndo adianta esse teorema porque as raizes reais (quis dizer racionais) a
gente consegue achar; tem que estar no conjunto do p dividido por q. Irracionais é que... (consultam o
livro) O problema estd aqui. Se as raizes irracionais t€ém a mesma caracteristica das imagindrias, uma o
inverso da outra (quis dizer conjugada), olhe aqui, 'Se uma equagdo polinomial de coeficientes reais tem

106 grau fmpar, entdo essa equacdo admite pelo menos uma raiz real.' Entdo essa...
107 D ...pelo menos uma (raiz) real.
E Tem que ter pelo menos uma real. E se a gente ndo achou na outra... Essa aqui que a gente

chegou dividindo na letra a, também tem que ter uma real. O conjunto 14 que da as possiveis raizes a
108 gente ndo... (consultam o livro) A gente tinha que achar mais uma raiz ali. (olham as préprias anota¢des)
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Aqui daria 1/8 na verdade. Ficaria 1, mais 1, menos 3.

109 D Se usasse 3 igual a isso. (sugere substituir em x* — x + 1)

E Af ficaria 27 — 3 + 1. Vai sobrar. Mas eu acho que o problema nem € esse aqui. O problema € a
equacgdo que a gente chegou aqui. Aqui precisa ter mais uma real, sendo a gente nio vai conseguir achar
a raiz irracional. E aqui que a gente precisa achar mais uma. (mais uma raiz na atividade 2) Se a gente
110 resolver o nimero 2 a gente j4...

111 D ... tem uma forma de resolver o 3. Pelo menos a gente tem uma idéia.

112 Prof.  Qual questdo vocés estdo resolvendo agora?

113 D 2b

114 Prof. O que vocés estdo procurando na 2b?

115 D A gente continua procurando uma raiz para x° + x — 3 = 0.

116 E A gente quer achar mais uma raiz real, para conseguir achar as duas irracionais.

117 D Se ele tem uma irracional... se ele tem (raiz) irracional ele tem duas (raizes irracionais) certo?

118 E E que se tem uma irracional tem duas, uma o...

119 D Uma na forma a + /b eaoutraa—\/g.

120 E S6 que para isso tem que ter mais raiz real.

121 Prof.  E por que vocés ndo estdo conseguindo achar a outra raiz real?
E Porque a gente fez pelo conjunto dos divisores do termo independente dividido pelo conjunto
dos divisores do primeiro termo. E ali devem estar as provaveis raizes reais (quis dizer 'racionais') mas
nenhum dos valores que a gente achou ali... na verdade s6 um, que é — 2 € uma raiz racional. E a gente

122 ndo conseguiu achar mais nenhuma, mais nenhum que fosse raiz.

Prof.  Aquelas raizes eram reais de que 'tipo'? Ou aqueles possiveis valores eram reais de que 'tipo'? De
123 qual subconjunto dos reais?

124 E Dos inteiros. Nao sei.

125 Prof.  Vocés afirmaram que tem mais uma raiz real e vocés ndo estdo conseguindo encontrar essa raiz.

126 E/D Isso.

127 Prof. Mas admitem que h4 duas raizes irracionais. Como sabem que existem duas raizes irracionais?

D A gente acha porque se fosse uma raiz imagindria seriam 4 raizes. Seriam duas irracionais que a
128 gente acha que tem, mais duas na forma a + bi e a — bi.
129 Prof. De que forma vocés admitiram ser esse niimero irracional? Como ele € escrito?

130 E a+ bea—\/E.

Prof. Todo nimero irracional € escrito dessa forma? Ou seja, esse teorema (das raizes irracionais) se
131 aplica a todos os nimeros irracionais?

132 D Acho que nao.

133 Prof.  Por que vocé acha que ndo?
134 D Nao estd 'rolando' aqui.
135 E Sendo daria certo!
136 D As outras trés raizes a gente conseguiria achar.
137 Prof.  Esta bem, continuem.
138 D (leram as proprias anotacdes) E se a gente usasse isso aqui?
E O qué? O teorema (de Bolzano) ? S6 que a gente s6 vai saber o nimero de raizes, nimero par ou

nimero {mpar. O problema € achar 'as' raizes. Qual é o conjunto dos irracionais? (risos) Naturais,
139 inteiros, ...

140 D Reais.

141 E ... reais, racionais, irracionais.

142 D Espera ai. Tem o conjunto dos inteiros, dos naturais, ...

143 E Dos naturais, dos inteiros, ...

144 D E para comecar pelo b do niimero 2. E para comegar pela equagio x° + x — 3.
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145 E Tem que achar a raiz irracional de x> + x — 3.
146 D Nesse intervalo mesmo?
E Pode ser. Nao. A gente vai ter que diminuir. Aqui tem uma raiz real. Essa raiz € a que a gente
147 tem que achar.
148 D Vocé quer diminuir o gréfico.
149 E Diminui. Nio sei se vai...
150 D Aqui?
151 E Vai ter que... aumentar eu acho?
152 D Aumentar? (movimentam o grifico de P(x) = x’ + x — 3)
153 E Para poder ver mais. Este ponto aqui que 'ele’ achou...
154 D E uma raiz.
155 E E a raiz x; que a gente ndo estava achando.
156 D Como vocé sabe que € a raiz x3?
E Porque a gente ndo disse que precisava de mais uma raiz para ter duas irracionais? Entdo essa

aqui onde esté cruzando o x € a racional. E o x3, e as irracionais a gente nfo tem. SO que a gente precisa
157 achar ainda.

158 D explora o software

159 E Estd bom. Veja ali onde ele esta...

160 D Espere ai. Deixe eu aumentar um pouco.

161 E Nao, eu acho que... Quanto menor o intervalo que a gente deixar, mais préximo...

Prof. Vocés sabem em qual intervalo estd a raiz? Ndo tem 'as marcas' (0os pontos) no eixo x. Vou
162 colocar para voceés.

163 D Diminuiu um pouco nao é?
164 E Mas ndo adianta. A gente precisa saber essa raiz. Tem que ver como a gente vai saber essa raiz.
165 D Vamos tentar fazer da outra equagdo. Dessa de x”.
E Mas af a gente vai achar... Ele vai cruzar nesse mesmo ponto € no —2 também. O problema ¢é
166 achar aquele ponto que estd entre 1 e 2, mas...
167 D 3/2... (estima visualmente)
168 E Af seria bem no meio.
169 D A raiz é menor.
E O problema é encontrar esse ponto. Como é que é a expressdo inicial, de 4.° grau? x* + 2x° + x
170 — X — 6. (constroem o grafico com o software) Ah, aqui...
171 D Tem uma raiz em comum.
E Sim, tem que ter uma raiz comum porque... Se isso fosse uma equagdo do 2.° grau, a distincia
desse ponto até o x do vértice seria a mesma da distancia de cada um.. Cada raiz teria a mesma distancia
172 até o x do vértice. Mas € do 4.° grau. A gente precisava descobrir...
173 D Mas aqui ndo é a mesma distincia.
E Nao é a mesma distancia do eixo y. Seria a mesma distincia do vértice. O -2 que a gente achou é
174 uma raiz. A outra raiz € a que falta.
175 D Que € igual a que a gente procura.
176 Prof. O que sdo esses dois graficos que voces fizeram? (no mesmo par de eixos)
177 D O gréfico vermelho € da equacdo X +x-3=0.
178 Prof. De onde veio essa equacdo?
D Da raiz que a gente tirou por Briot-Ruffini, d4 -2, a gente tirou a equagdo do 3.° grau. E o
179 gréfico verde é da equag@o inicial.
180 Prof.  Certo. E o que vocés viram no gréfico vermelho e verde?
181 D —2 a gente viu mesmo que era uma raiz da equagao inicial.

Prof.  Estou interessado no comentdrio que ouvi agora ha pouco. Que o grifico verde e o vermelho
182 apresentaram o qué?
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183 D Eles tém uma raiz em comum.
184 Prof.  Que € araiz que estdo procurando?
185 E/D  Que é araiz que estamos procurando.

186 Prof.  Obrigado, continuem.

187 D O que acontece quando dois gréficos se cruzam?
E Vocé vai achar um ponto em comum. Mas elas tém dois pontos em comum. Se a gente igualar as
188 duas a gente vai achar os dois pontos.
189 D Entdo vamos tentar fazer. Pode fazer cdlculo nao é?
190 Observador Pode.
E Vamos fazer em outra folha. Erao x> + x =3 =0 e x* + 2x’ + x> — x — 6 = 0. (escreve como
sistema e depois iguala) Vai ficar x* + x* + x> — 2x — 3 = 0. (além da raiz comum, h4 a raiz que
191 procuram) Se a gente colocar essa equagdo ali? (no software)

192 D Uma raiz da equagdo € 1. Ndo, —1.

193 E E —1. Entdo, esse ponto aqui é o —1.
194 D Qual ponto?
E Esse aqui, em que a linha verde e a vermelha... Dai a gente substituindo acha o ponto. Mas o
195 nosso interesse nao € esse. E o outro ponto que a gente ndo sabe qual é.
196 D Vamos substituir nessa. (resultado da igualdade de ambas)
E Vaidar 1 — 1 + 1+ 2 —3. Vai dar zero. E que se a gente substituir esse —1 em cada uma dessas
197 aqui a gente vai achar o mesmo valor. Porque vai dar —1 + 1, vai dar -3.
198 D Como -3 é igual a 07 Isso ndo existe.
199 E Mas aqui a gente estd fazendo y igual a isso. Mas —3 ndo é...
200 D Tem que digitar essa equagdo igual a zero, ndo a y. (conceito de raiz por meio do gréfico)
201 Prof. O que vocés estdo fazendo?
D A gente igualou as equacdes: a inicial com a que a gente tinha para achar os pontos em comum.
202 Dai deu o grafico em azul.
203 E A gente continua procurando a raiz que todas elas tém em comum. A gente ndo acha.

Prof.  Onde estd a dificuldade em achar o valor dessa raiz? Por que vocés ndo estdo conseguindo achar
204 esse valor? E um valor conhecido?

205 D Nao parece conhecido.

206 E E que ndo é um valor inteiro.

207 Prof.  Nao € um valor inteiro. Estd bem, continuem.

208 D Se a gente fizer essa equagdo, vai dar a mesma que a vermelha.

209 E Vai ser parecida com a vermelha. X’ + 2x — 3.

210 D Ponto em comum, mas...

211 E Ponto em comum porque € o termo independente.

212 D Tem uma raiz desconhecida ali também. Porque nao é 1/2.

213 E E, porque a gente j4 tentou com 1/2. A gente nio tentou com 1/2? Tentamos sim.

214 D Tenta 3/4.

215 E Mas 3/4 ndo pode ser esse ponto aqui; t4 muito préximo.

216 D Muito préximo?

217 E Do niimero 1.

218 Prof. O queéo3/4?

219 D A gente pensou em usar o 3/4 mas ndo da, sendo tinha que ficar mais préximo do nimero 1.
E Eu acho que com essa equagdo a gente ndo vai chegar a lugar nenhum com ela. Porque ela na

220 verdade... foi uma tentativa...

221 D Um fruto de uma equacio que a gente ja tem.

222 E Se a gente diminuisse, alids ampliasse o grafico para tentar enxergar. Isso, dai tem que diminuir
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o espago (dominio) Pde — 2.

223 D 2e-3.

E Nao. S6 para ver esse ponto. A gente ndo vai conseguir enxergar. No nimero 2 e no nimero 3 a
224 gente tem 0 mesmo problema: achar a raiz... real.
225 Olhei de volta para o nimero 1. O nimero 1 estd errado.

226 D Esté errado? Por qué?

227 Aqui ndo € x. Aqui é 1.

E
228 D Entdo vamos fazer.
E Nio, esse aqui é s6 no papel mesmo. Entdo isso aqui estd errado. O certo seria x’+1 = 0; x =

vJ=1; x=11i. Porque voltei a olhar aqui. A gente pde x> em evidéncia. Fica —2x+3. Quando coloca —
2x+43 em evidéncia aqui sobra 1. E ndo x. Entdo isso aqui estd errado. Aqui sim estd certo e a solu¢do nio

229 é essa. A solucdo seria 3/2, +i e —i. Agora sim esta certo. (observar que ha duas resolucdes na pag.1)

Prof.  Vocés ja descobriram o intervalo em que estd esta raiz. Voc€s ndo véem como aplicar o teorema
230 de Bolzano novamente, tentando obter o valor dessa raiz? Pensem nisso.

A A nio ser que a gente va usando aqui, ampliando o gréfico para tentar descobrir onde estd ...na

horizontal. A gente sabe que a raiz € maior que 1 e menor que 2. Vamos colocar 1 e 1,5 (no eixo x do
231 software)

232 D Aqui é o maior, aqui estd 1,5 certo? Aqui estd 1, aqui esté 1,5.
E 1,25. Seria a metade. Vamos colocar aqui. (ver anotacdes do observador) 1,20. Olhe, é aqui.
233 Esse € o ponto. Mas a gente ndlo vai conseguir achar esse ponto aproximando muito.

234 D Estd entre 1 e 1,25.

235 E Sim.

D 1 sobre 8 dé quanto? 0,125. Ndo tem nada a ver. A gente achou que estd entre 1 e 1,25. Mais
para o lado do... Estd bem no meio ndo é? Precisava ver o teorema de Bolzano. Ah, ela tem duas raizes.
236 Nem lembro qual era a equacao.

237 E A azul pode apagar porque com ela a gente ndao chegou em nada.
238 D Ta. Ela tem duas raizes, certo? P(a) vezes P(b) € maior que zero.
A S6 que ndo adianta a gente saber. A gente ja sabe o intervalo e o nimero de

239 raizes nesse intervalo. (ver anotac¢do do observador)
240 D O que vocé estd pensando?

E A gente viu que estava entre 1,20 e 1,25. A gente pode até aproximar mas a gente ndo consegue
241 chegar na raiz. Poe 1,26.
242 B Ele vai correr mais para cd ndo é? Poe 1,22; 1,22 acabei de por.

E Entdo aqui a gente pde 1,21. S6 que como a gente vai saber o ponto. A gente ndo vai achar o
243 ponto exato.
244 Prof.  Qual ¢ a tentativa que vocés estio fazendo?
245 D A gente estava tentando aproximar para ver se dava para ter alguma nog¢ao.
246 Prof. O que vocés estdo tentando aproximar?

D A gente estd tentando aproximar o ponto que a gente descobriu que estd entre 1,2 e 1,25 mais ou
247 menos.

Prof. Se eu perguntasse a vocé€s se a raiz estd entre 1 e 1,5 ou entre 1,5 e 2, como saberiam me
248 responder isso?

249 D Entre 1 e 1,5.

250 Prof.  Por que vocé acha isso?

251 D A gente aproximou o grafico para o intervalo 1,2 e 1,25. E a raiz continua 14 entre esses...
252 Prof.  Vocé fez essa aproximacao entre 1,2 e 1,25 como? Como fez isso? No papel?

253 D Nao, no computador.

Prof.  Vocé mudou algum intervalo? Vocé experimentou mudar valores de x no programa e viram que
254 existe (raiz) naquele intervalo?

255 D E isso.
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256 Prof.  Estd bem. Muito obrigado.
257 D E o que a gente faz? Nao vem nada na minha cabeca.
258 Observador Vocés podem tentar desenvolver um pouco o 3.° exercicio.
E A gente ja chegou a concluséo que o problema que a gente tem no 3.° € igual ao que a gente tem
no 2 (b). Se a gente achar um jeito de resolver o 2 (b) a gente consegue resolver o outro. E um ponto que
259 também nao € inteiro. (encerraram suas anotagdes)

DUPLA 5, ALUNA F; ALUNO GE; OBSERVADORA: J

F Primeiro a gente faz no rascunho e depois a gente passa para a folha de resolucao.
2 Ge Beleza!
F Eu acho que a gente podia fazer, sabe aquele de agrupar? (fatoracdo) Mas a gente podia
3 multiplicar por — lantes.
4 Ge Ou fazer por pesquisas de raizes para poder baixar o grau.
5 F E também d4 para fazer assim. Vou tentar fazer por fatora¢io. Depois a gente compara.
6 Ge Esta certo.
7 F Fatoracdo deu tudo trangiiilo aqui, olhe.
8 Ge Deu? Eu também estava pensando em fazer assim.
9 F 2x... 2x — 3. Veja se dd a mesma coisa? Dai, x* + 1.
10 Ge Dai vocé faz separado e aqui vai dar — 1.
11 F Aqui vai dar 2x -3 =0; 2x =3; x = 3/2.
12 Ge Dai tem que tentar substituir para baixar o grau nao é?
13 F E mas acabou ai. As raizes sio essas nio sao?
14 Ge Sim, claro. i; —1.
15 F Pronto.
16 Ge Sdo essas trés aqui.
F Deu, nio deu? Vamos conferir as contas primeiro. 2x e fica x* + 1 daqui. Aqui eu pego —3 e fica
17 x> + 1 de volta. 2x — 3; x>+ 1;2x — 3 igual a 0; 2x = 3; x = 3/2; x> = — 1... esté certo ndo é?

18 Ge Acho que sim.

19 F Beleza! Vamos ver o 2.
20 Ge Esse ndo da para fazer pelo... ndo, ndo da.
21 F Pelo qué?

22 Ge Quando 1 € raiz.

F Ah, sim. 'Mostre que essa equacdo tem uma raiz racional e encontre essa raiz'. Acho que vai ter
que fazer... 1 ndo € raiz. Como tem termo independente, 0 também ndo é. A gente tem que pensar no
seguinte: como a gente vai fazer esse? Por fatoracdo niao da. Entdo vamos tentar fazer... td colocando em
23 evidéncia também nao d4.

24 Ge Ah, vai ter que ser por pesquisa mesmo.

25 F Acho que eu ndo me lembro como se faz. Tenta fazer ai.

26 Ge Faz os multiplos desse aqui dai divididos pelos desse depois substitui.
27 F Ah, lembro, lembro. Mas € p sobre q ou q sobre p?

28 Ge D4 na mesma. E esse por esse, af vocé faz uma substituicdo.

29 F Entdo os miltiplos de 6...

30 Ge Faz £ 1,+£2, £3 e 16.

31 F ... £ 6. E os multiplos de 1...

32 Ge + 1. Vai dar a mesma coisa dai. Vai dar os de 6.
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33 F Vai dar o qué?
34 Ge Os de 6.
35 F Entdo vamos colocar aqui: + 1, +2, £3 e +6. Agora tem que... Briot-Ruffini?
36 Ge Vamos ver se uma dessas dd. Se uma dessas dd zero. 1 ndo vai ser de qualquer forma.
37 F Indodd;—1...+1 -2+ 1+ 1-6ndo dd. Agora vamos tentar 2; 16 + 16 + 4... ndo vai dar, acho.
38 Ge E — 16 ndo é?
39 F Mais 16...
40 Ge Ah, voce fez com 2. Eu fiz com -2.
F Tenta entdo — 2 e eu tento + 2. Eu acho que -2 vai dar. Nao deu, + 2 ndo deu também. —2 o que
41 deu?
42 Ge Deixe eu fazer aqui... Deu, deu certo. Entdo € s6 fazer Briot-Ruffini junto.
43 F Tentar ja Briot-Ruffini?
44 Ge Eu vou fazer s6 para baixar...
45 F E melhor. x* + x — 3 =0?
46 Ge Eu fiz alguma coisa errada.
47 F O que vocé fez de errado? —-2... 0; 0 vezes —2 com +1...
48 Ge - 1.
49 F - 1.
50 Ge 2...
51 F Ué? Com calma! -2 com 2 € 0; 0 vezes -2 é -2 com +1 é —1; é — x.
52 Ge Aha! Aqui é - x + x...
53 F —1...d4 +2; + 2 com — 3... aqui vai dar errado. Por qué?
54 Ge Boa pergunta. Acho que a gente fez alguma coisa errada aqui.
F Serd que é isso mesmo? x* + 2x’ + x> — X — 6 = 0. Vamos tentar fazer de volta. — 2 é mesmo,
55 certeza absoluta? Pior que d4. —2 estd certo. —2 € raiz mesmo.
56 Ge Entdo por que ndo deu certo?
F Entao calma, vamos tentar fazer de volta. 1 vezes —2 é —2; mais 2 da 0; 0 vezes —2 é -2 mais 1
dd —1; —1... d4 2... Vamos tentar achar outra raiz. Eu tento 3 e vocé tenta —3 para ver se d4, jd que a
57 gente ndo conseguiu com 2... —2. Mais 3 ndo vai dar e —3? -3 também ndo deu.
58 Ge Nao, ndo deu.
F Entdo vamos tentar com 6; vai dar muito grande. O que a gente estd fazendo errado? Eu acho
59 que € esse sobre esse ndo €7
60 Ge Eu acho que ndo. De qualquer forma deu certo se a gente fez...
F p sobre q. Aqui é p. p é o divisor do termo independente. Ah &, é o tltimo sobre o primeiro. E p
61 sobre q. Alguma coisa deu errado. Tinha que dar certo na hora de dividir.
62 Ge Claro né, a gente fez errado, inverteu... espera ai.
63 F A pesquisa estd certo. Os multiplos estdo certos.
64 Ge Era -2 mesmo.
65 F -2 estd certo. D4 mesmo 2.
66 Ge -2 é raiz de qualquer forma.
F De qualquer forma. Acontece que... ah, tem uma é imagindria... tem uma irracional, melhor
67 dizendo, e daf 6... +6 vai ser porque se ndo deu * 1, s6 deu -2 e ndo deu + 3, £ 6 vai ter que ser.
68 Ge Porque € do 4.° grau.
F E. Entendeu. Vamos tentar com +6 por Briot-Ruffini entdo. + 6 é melhor que —6. Vocé
entendeu? Tem uma irracional. A gente achou uma racional, entendeu? Entéo tem que ter mais duas. Se a
69 gente tentou todos esses e ndo deu, s6 pode ser esta. Vamos tentar.
70 Ge Mas irracional seria... sim claro.
71 F Vamos primeiro tentar assim... Nao, calma. 37 vezes 6 dd 221... ndo vai dar.
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72 Ge Deixe eu ver. Vou olhar isso de novo. Hum, acho que j4 sei o que gente fez de errado.
F A gente ndo errou Briot-Ruffini. Muito estranho. Vamos comecar desde o inicio de volta. Vocé
73 achou alguma coisa?

74 Ge Nio, ndo.

75 F Vamos fazer a pesquisa de novo?
76 Ge Mas a pesquisa acho que deu certo; deu zero.
77 F Nao tem como errar isso. T4, vamos testar. Se deu resto é porque ndo é divisivel.
Ge Por -2 teria que dar 0. Eu vou fazer por divisdo normal. Eu vou fazer por chave mesmo que é
78 mais garantido.
79 F Dividir por qué?
80 Ge Eu vou dividir por x — 2... por x + 2. Se -2 € raiz, entdlo divide por X + 2.
81 F Sei. Certo. Tenta, enquanto isso vou dar uma lida aqui.
82 Ge Nossa faz tanto tempo que eu néo vejo isso que eu estou enferrujado.
F Entdo vocé vai tentando por ai que eu vou de volta tentar por pesquisa. A gente ndo pode estar
errando por pesquisa. Vou tentar por chave também e vamos ver o que vai dar. — 2 é que € raiz, entdo
83 tem que ser por X + 2. Ndo d4 vai sobrar 12. Vai sobrar —12. Termina, conclui.
84 Ge T4 beleza. Vamos ver se o teu da diferente.
85 F Ah, ndo. T4 certo. Vai dar 0. x> +x—3
86 Ge Vai dar.
87 F Beleza. Agora eu quero ver a partir daqui.
88 Ge A gente errou Briot-Ruffini.
F Ou a gente ndo pode fazer por Briot-Ruffini. Ter errado Briot-Ruffini é meio dificil. Vamos
89 pensar aqui. Como a gente vai fazer agora? Ndo € 1 a raiz. Ah, chutar 6... Ndo vai dar.
90 Ge Nao. Vai dar 216 — 6 + 3. Ndo.
91 F E agora como a gente vai fazer a partir dai?
92 Ge Tentar substituir essas raizes aqui.
93 F Que raizes?
94 Ge Fazer a pesquisa dessa daqui.
95 F Ah t4, fazer a pesquisa dessa parte.
96 Ge +1;£3. —1ndoé; -3...
97 F 3 a gente ja viu que ndo era.
98 Ge Nao, mas desse aqui acho que ¢ diferente.
99 Pesq  Que raizes vocés estdo procurando nessa atividade?

100 F/Ge  As racionais.

101 Ge As racionais e por enquanto a gente estd meio perdido.
102 F E que a gente ndo conseguiu fazer por Briot-Ruffini.
103 Ge Daf a gente achou aqui e baixou o grau.
F Na verdade a gente fez a pesquisa e achou -2 para raiz. A gente tentou fazer por Briot-Ruffini e

ndo deu. Dai a gente estd fazendo por chave para baixar o grau. E agora estamos fazendo a pesquisa
104 dessa de volta.

105 Pesq O que ndo deu por Briot-Ruffini?

106 F Nao deu resto 0.

107 Pesq  Com aracional ou com a irracional?
108 F Com a racional.

109 Pesq Com a racional?

110 F E. Nzo deu resto 0.

111 Ge Provavelmente foi algum errinho.

112 F Ou a gente conta, sei 14, a gente refez mil vezes e a gente ndo conseguiu achar o erro assim. E
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agora a gente estd fazendo a pesquisa de volta desse que a gente baixou o grau entendeu?

113 Pesq  Nao deu certo por Briot-Ruffini e que método vocés tentando usar?

114 Ge A chave.

115 Pesq A chave para baixar o grau?
F Nao estamos conseguindo achar de volta a (nova) raiz. A gente achou uma, faltam duas ainda.
116 Vocé achou?
117 Ge Nao estd dando certo.
118 Professor Uma voceés jd acharam?

119 Ge Deu -2.

120 F -2 porque se deu resto 0 aqui...
121 Pesq  Essaé aracional.
122 F A racional. Uma das.
123 Pesq  Uma das. Entdo qual vocés estdo procurando agora?

F E que sdo mais irracionais nio é? Ah ndo, tem uma irracional s6. Ah, achamos a racional ji. A
124 gente tem que achar a irracional.
125 Ge Beleza, entdo o problema € esse.

F E. Achar a irracional. Como? Se ela é irracional... Tentar de volta? Podia tentar com essa de
126 cima com x*. Aqui tem uma irracional e agora?
127 Ge x* primeiro ...

F Agora vai ser um problema porque... Vamos pensar. Ela € irracional por qué? Porque vai dar
128 ndmero imagindrio, (confundiram irracional com imagindrio) correto nio é?

129 Ge Sim.

130 F Ta. Mas ela tem uma raiz.
Ge Porque provavelmente vai ser uma raiz, (radical) um nimero... ndo vai dar um nimero certo; um
131 nimero exato ali.
132 F Conceito. Se a gente fizer a pesquisa de volta vai cair na mesma coisa.
133 Ge E. Vai cair na mesma coisa.
F Nao vai adiantar. Vamos pensar. (consultam o material) "Teorema das raizes imagindrias: se um

nimero imagindrio..." Ah, esse é aquele 'se um positivo o outro tem que ser negativo? [refereindo-se ao
134 conjugado]

135 Ge E, mas tem que ser imagindrio e o nosso ¢ irracional.

F T4. 'Teorema das raizes irracionais: se uma equacdo... Se uma € positiva a outra vai ser
negativa, isso é o que a gente sabe s6. Vamos ler de volta: "Teorema das rafzes irracionais: Se uma

equagdo polinomial de coeficientes racionais admite o nimero a ++/b como uma das raizes, ela admitird

também o nimero a — 4/b . T4, mas como eu chego nesse ndmero a + vb ? O que vocé fez? Girard?

Nao da? Girard tem que ter as rafzes! Mas se a gente chutasse as raizes? Ai! Girard e a gente faz raiz o
136 sabe?

137 Ge Sei.

F A gente faz o, 0, 0;... Vamos ver direitinho. Vamos ter que fazer Girard de quatro. Vamos
138 tentar. Vamos chamar aqui as raizes...
139 Ge A soma, mas nfo vai dar certo isso.

F Calma, tem que ter calma. Vamos tentar. S3o quatro raizes: 0, 0, 03 € 0. Comego somando
140 todas né?
141 Ge Soma € igual a menos b sobre...
142 F ...tracinho 1... 2 Af a,;... af dois a dois agora né?

143 Ge Sim.

F O . O+ 0y .05+ 0.0+ 0y. 05+ 0. 0+ 03 . 04 igual a trago de fracdo...1 sobre 1 que é 1
144 né? Agora tem que fazer... tr€s a trés. ;003 + 000l + ...

145 Ge N3ao vai dar certo!
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F Calma! Vamos tentar! E ndo vai certo... 0,030 ... igual a —6 sobre 1, e o dltimo € todos juntos:
146 1 sobre —6. Fazemos um sistema desse com esse.
147 Ge E muita coisa. Ndo vai ter sistema suficiente para fazer.

F Tem quatro equagdes e quatro incognitas. Eu acho que errei mesmo essa parte aqui. A gente estd
148 tentanto usar Girard, ndo tem que usar. Teorema de Bolzano.
149 Obs O que voceés estdo procurando agora?
150 F Tentando achar alguma coisa para usar.
151 Obs Vocés desistiram da outra?
152 F Que outra? Do Girard acho que sim porque ndo vai dar muito certo. Muito grande. Muita raiz.
153 Ge A gente deve ter feito alguma besteira.

F Nao d4 para fazer por fatoracdio; ndo da para fazer por pesquisa; ndo da para fazer por Girard.
154 Como a gente vai encontrar essa raiz irracional? Tem que ter alguma conseqiiéncia légica esse teorema.

Ge Mas por que ele estd falando: 'tem uma'? Por que ele estd falando 'uma' exatamente 'uma raiz
155 irracional'? [questiona a existéncia do irracional conjugado]

F Nao sei. Eu acho que ele s6 quer uma, ndo sei. Vamos pensar: 'teorema das raizes irracionais: Se
156 uma equacdo polinomial de coeficientes racionais...' todos os coeficientes sdo racionais...

157 Ge Huhum...

F ...admite o nimero a + Vb como uma das suas raizes, entdo admite... E se a gente usasse esse

genérico tipo a + v/ b , usasse a — /b e fizesse Briot-Ruffini com elas, com isso, serd? Vamos tentar!

Nao vai dar muito certo eu acho. S6 que vou multiplicar por 1 sendo fica muito ruim de fazer, ou
158 fatoramos algo errado. 1,2,1,-1,-6.

159 Obs Qual o método que voces estdo usando?

F E o teorema das raizes irracionais que é do tipo se vocé tem a + \/B ,tem a — \/E dai a gente
160 vai tentar fazer por isso. S6 tentar por enquanto.
161 Ge Para fazer um método...

F Olhe s6! Aqui vai um nimero igual a zero e com a — \/E vai outro nimero igual a zero e a
162 gente faz um sistema.
163 Ge E. Tente por esse mais esse.
164 F Vai ter que ser a + \/B
165 Ge vezes...

F ...a+\/g.Vaiserigualaavezesa... a’+a b+2a+a\/g+b+2 b+1; a2+2a\/g+ 1.
166 Calma. a* + 2a+/b +2a ...
167 Ge Eu acho que vai dar na mesma: uma equacdo de quarto grau ou maior.

F Vamos tentar. Este daqui corresponde a esse aqui. Vamos fazer o outro. Vai ficar: meu Deus,
168 vou ter que multiplicar tudo isto por isso dai?
169 Ge Sim, vai dar um grau maior sendo que vocé tem dois sistemas.
170 F Chamo de o igual a trigonometria entendeu? Depois substituo.
171 Obs: O que vocé estd tentando fazer agora?

F A gente estava tentando fazer por Briot-Ruffini com esse a + \/E s6 que dai comecgou a ficar

muito grande af chamei esse a + +/b de nimero o como se fosse uma raiz genérica e estou tentando

172 fazer por isso agora, estou fazendo as contas para ver se cai em alguma coisa que dé para a gente usar.
173 Ge Como se faz na trigonometria.
F Como depois vai dar o, quando a gente achar a raiz, der um nimero aqui a gente vai substituir

no final por a + \/E . Aluno B cheguei ao seguinte: o' + 2o’ + o — 0. — 6 = 0. Vocé tem que usar isso
174 para alguma coisa.

175 Ge N3o vai dar.

176 F Chegou na mesma coisa.
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177 Ge Entdo.

178 F Por qué?
Ge Porque na verdade vocé substituindo... a raiz genérica... a tnica coisa que vocé fez foi ao invés
179 de chamar de x vocé chamou de o.
180 F Colega B n6s temos que achar outro método.
181 Ge E pois a tinica coisa que vocé fez foi chamar x de o mas ndo deixa de ser uma raiz.
182 F "Se uma equag@o polinomial de coeficientes reais tem grau impar...!"

183 Ge Nio. E par.

F "O nimero de raizes imagindrias de uma equacdo polinomial de coeficientes reais €
184 necessariamente par."

Ge Eu acho que ela tem alguma imagindria, serd que ndo tem? Porque de qualquer forma se tem
185 uma racional e uma irracional vai ter duas imagindrias.

F Tudo bem, e como é que a gente vai achar essas duas imagindrias? Se a gente fizer pesquisa a
186 gente vai cair no — 2 de volta. T4, mas o que significa achar o resto?

Ge E que se gente fizer por pesquisa vai dar para ver que ndo necessariamente vai ser esses valores.
187 Pode ser que ndo seja nenhum desses. E aqui de qualquer forma deu um s6.
188 F Aqui deu um certo resto. O que significa dar esse certo resto? Que ela nio € raiz!?

189 Ge Certo. O grau aqui € 1, aqui € 2.

F Colega Ge acho que achei alguma coisa. Tem citado o Teorema da decomposi¢do aqui. Vamos

ver se da para usar para alguma coisa. "Qualquer equagdo algébrica de grau n, pode ser decomposta e
190 fatorada em n fatores do 1.° grau da seguinte maneira."
191 Ge Claro. Teria que fatorar com a raiz que a gente ja conhece, vezes o termo independente.

F Ah é colega B. Vamos tentar. Teorema da decomposicio. Como é o esquema? A gente
192 descobriu que -2 € raiz. Primeiro é —6 vezes...

193 Ge X+ 2.

194 F ...VEZes...
195 Ge As outras trés raizes que a gente ndo sabe.
196 F X—04,X—0n,X—03

197 Ge Tem que dar zero.

F Olhe aqui. Tem mais coisa aqui. Teorema fundamental da dlgebra. Demonstracdo. Temos que
P(x) admite uma raiz complexa. Chamemos de x; essa raiz. Podemos escrever (x — x;).Q(x) onde Q(x)
tem grau n — 1. Conseqiiéncia. Uma equacdo polinomial de grau n admite exatamente n raizes
complexas. Ndo necessariamente distintas entre si. Se a gente tem uma raiz (quis dizer equagdo) de grau

198 4 vai ter 4 raizes complexas. Mas a gente achou 1, ndo pode ser 4; a gente achou uma racional ja.
199 Ge Nao mas é que complexos engloba tudo ali, de certa forma.
F Observacdo. Decomposicdo de polindmios em um produto de fatores do 1.° grau é tnico exceto

pela ordem dos fatores. Nao déd para saber. Vamos tentar fazer o seguinte. Se tem uma raiz irracional,
vamos supor que a gente acha a raiz irracional (quis dizer imagindria), vamos supor que a gente ache
mais i, uma delas vai ser — i. Tem duas que sdo mais ou menos parecidas entendeu? A gente tem que
200 achar a 3.* dai.

201 Ge As complexas vao ser ela e o conjugado. A outra € que vai ser diferente de tudo.
F O que a gente pode fazer? Ndo da para fazer sistema com nada, isso e que é o pior. D4 para
202 fazer sistema com Girard sera?
203 Ge D4 uma coisa gigantesca, mas ndo sei se vai dar. Serd que vai certo?
204 F Tem esse o(;, 0, O3 € Oy ...

205 Ge Sendo que o; a gente ja sabe.

206 F A gente j4 sabe. E igual a 2.
207 Ge Menos 2 dai.

F Menos 2. Serd que ndo d4 para fazer sistema. — 20,0304 = — 6; —2 + 0, + 03 + 0y = — 2. Colega
208 B, alguma coisa tem que sair daqui. A gente tem trés incognitas e trés equagdes.

209 Ge A gente tem trés equacdesinhas no sistema, agora...
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F O problema é que a gente for multiplicar cada um desses vai chegar em uma coisa muito
210 gigantesca.
211 Ge Faz um outro de Girard aqui. Qual era a outra relacdo?
212 F Tem mais duas ainda. E que sio quatro.
213 Ge Usa uma daquelas. Senio vai ficar o x no meio.
F Ah € tem essa daqui. — 2.0, + (- 2).0;3 + (— 2).04 + 0. O3 + 0. 04 + 03. 0y = 1. Esse pode ser

achado porque a hora que a gente for multiplicar aqui... Vamos fazer o seguinte... Queria passar esse
daqui para c4d mas dai vai dar zero, vai acabar sumindo com isso. Vamos ver o que vai acontecer se a
gente desenvolver isso. (x2 — 0. X + 2X — 2.04).(X — 0p).(x — a3) = 0. (X3 - ocl.x2 +2x% - 204X — ocz.x2 -
214 0l1.0.X + 206.X — 204.0) tudo isso vezes (x — 043) vai ser igual a 0. O que € o x?

215 Ge O x € 0 X mesmo.
216 F E tipo uma incégnita?
217 Ge E que sempre fica X menos a raiz 1, x menos a raiz 2, ...
218 F A gente vai cair na mesma coisa?
Ge De novo! Serd que ndo € mais fécil tentar a partir dessa daqui em que a gente ja achou!? De
219 qualquer forma a gente vai achar as duas imagindrias e a irracional a partir daqui.
220 F Entdo vamos pegar. (X’ + x — 3) = 0. Mas como a gente vai partir daqui. Fazer pesquisa.
Ge Nao vai dar. Eu ja tentei. (-1) ndo da; (-3) nem (+3) vai dar certo aqui. A raiz real ja foi. Se for
para achar as outras duas, vao ser as duas imagindria, teoricamente. (ndo admitem raizes irracionais) e
221 mais a irracional. Se a gente achar a irracional fica mais fAcil.
222 F Nao tem como sair daqui.
223 Ge O que o prof. tinha falado quando no exercicio ndo tiver dado nenhuma certo?
F Nao lembro. Ndo d4 para usar multiplicidade também ndo é? Nao dd para usar divisdes
224 sucessivas. (1) ndo é raiz. (0) ndo € raiz.
Ge Nem o (3) nem o (- 3) aqui. (referem-se a equ. X+ x - 3; pag.3) E, mas s6 vai poder ser mesmo
225 uma irracional aqui no meio. Vamos tentar substituir.
F Nao lembro como € que chega. Eu até pensei nisso mas € impossivel. Existem milhdes de raizes

z

irracionais. Irracional acho que ndo € s6 imagindrio também. Ndo déd para fatorar. Nao d4 para fazer
pesquisa. Nao dé para fazer... nada. Eu acho que a gente deveria fazer o seguinte. Deixa um pouco de
lado esse para a gente pensar depois. Vamos tentar fazer o 3.

226

Atividade 3

227 Ge E, eu lembro disso.

228 F Aqui tem o Teorema de Bolzano.
229 Ge E, esse é facilzinho até.
230 F Teorema de Bolzano.
231 Ge Teorema de Bolzano € mais tranqiiilo. Eu lembro alguma coisa.
232 F Ah, € aquele negdcio que se tiver sinal contrdrio vai ser impar.
233 Ge Sim, um nimero impar de raizes. Ou um determinado nimero par de raizes, inclusive zero.
F Vamos tentar transpor o que estd escrito no enunciado aqui para a folha para ver se a gente

entende. Entdo € o seguinte. "O niimero de raizes situadas no intervalo aberto ]a; b[ é impar se P(a).P(b)
234 <0..." Asraizes sao aeb.

235 Ge Sim.

236 F a e b é impar. Nao, o nimero de raizes € impar. E isso?
237 Ge O ntimero de raizes é impar.

F Eu ndo entendi uma coisa. O que quer dizer isso aqui. "...ou seja, o valor do polindmio para x =
238 ae x = b tem sinais contrarios." Tipo, se for (1) a outra vai ser (— 1)?

239 Ge Nao.

240 F Ou seja, se o valor do polindmio para x = a e X = b tem valores contrérios. Se for P(a).P(b) < 0
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tem nimero impar de raizes, e eu vou ter sinal contrdrio da outra.

Ge Nao, acho que ndo necessariamente, se o nimero de raizes tem que ser... se fosse (+1) e (- 1),
241 quer ver?

F Entdo o que quer dizer isso? Se o valor do polindmio para x = a € x = b tem sinais contrarios? O
242 que quer dizer isso? Se P(a) e P(b) tem sinais contrarios entdo existe um nimero impar de raizes.
243 Ge Aqui diz que tem mesmo sinal.
244 F Sinal contrario.

245 Ge Aqui ndo. Nesse caso.

F Ah ta. Se for par. Se P(a).P(b) > 0 o nimero de raizes €é par e P(a) tem mesmo sinal que P(b).
Esta certo assim? Se P(a).P(b) for menor que zero, nimero de raizes impar. P(a) tem sinal contrdrio que
246 P(b). Se P(a).Pb) for maior que zero, niimero de raizes € par. P(a) tem mesmo sinal que P(b).
247 Ge Ou ndo tem raizes. O que ele queria aqui?
248 F (x> + X + 1 = 0). Eu ndo consigo entender o que é esse a e o que é esse b. E o intervalo.
Ge E tipo, de tal a tal lugar tem tantas raizes. Por exemplo, escolhemos esse ponto como a e esse
249 ponto como b. Entre eles tem duas raizes. Chute um valor ai.
F Mas € que ele nao d4 o intervalo. Muito estranho. Vamos tentar fazer assim. Eu chutei a e b de
250 valores. Vamos ver o que vai dar. (pag. 3) Se for (a’ + a + 1).(b° + b + 1), vai ser igual ao qué?
251 Ge N3o vai ter como vocé saber o sinal.
252 F E estranho porque ele nio d4 o intervalo.
253 Ge (consultam o material) Aqui eles ddo o intervalo.
254 F Tudo da o intervalo. O nosso nao dé o intervalo.
Ge Ali se pergunta quantas e aqui se pergunta quais. P(0) vai dar 1. Entdo entre P(0) e P(2), deixa
eu ver se tem alguma raiz nesse intervalo... (11). Nesse intervalo, tem sinais iguais, entdo ou ndo tem
255 nenhuma ou tem um nimero par. Nao ajuda muito.
F Eu fiz com (+1) e (- 1). P(a) e P(b) tem sinais contrdrios. Aqui na verdade eles ttm o mesmo
256 sinal, (+3) e (+1) entendeu. Daf (3.1) vai dar maior que zero.
Ge Nao quer dizer nada porque pode ser que ndo tenha nenhuma também. Vou fazer P(— 2): (- 8 —
257 [2+D)
258 F Mas af vocé vai chegar em qué?
259 Ge Nao, € s6 para saber quantas raizes t€m nesse intervalo. N@o vai ajudar muito.
260 F Da (- 9). Deu sinais contrarios, entdo quer dizer que tem um nimero impar.
261 Ge Tem alguma raiz af no meio.
262 F Tem um nimero impar de raizes aqui no meio.
Ge Entdo quer dizer que tem alguma pelo menos. Se é um nimero impar pelo menos uma vai ter.
263 Agora, se fosse nimero par pode ser que nao tenha nenhuma.
264 F Que raiz vai dar aqui?

265 Ge Entre (-2) e (0) vai ter uma.

F T4, mas vamos descobrir uma raiz aqui entao nesse intervalo. (2) ndo d4. (1) ndo da. (0) ndo da.
266 | (=D)...

Ge Entre (0) e ... € um intervalo aberto, ndo é? Entdo, entre (0) e (— 2) de qualquer forma vai ter
267 uma.

F Ah t4, entdo pode ser 1/2 e essa 'coisarada’ toda... Eu realmente ndo sei. Nao consigo ver saida
268 para isso. Se tivesse o intervalo era mais fécil, mas ndo tem.

Ge Mas mesmo que tivesse voce ia ter que achar quais. Se tivesse perguntado o niimero de raizes

até tudo bem, mas agora quer saber quais. E aqui mesmo nesse exercicio feito tinha (o intervalo) e
269 pergunta quantas (raizes).

270 F Eu ndo lembro disso, ndo lembro mesmo. Muito estranho. E precisamos fazer o 2b e o 3 ainda.
271 Ge Tem alguma aqui no meio. Pode ser infinitas raizes.
272 F Colega B, pesquisa!

Ge Faz pesquisa, legal. Esse sobre esse vai ser (— 1) e (+1) e nenhum deles vai dar. Porque (- 1) ndo

273 da. (1) ndo vai dar certo, pela pesquisa de qualquer forma.
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F A gente tem trés possibilidades para fazer isso. Ou a gente chuta valores nisso aqui. Ou a gente
274 faz Girard. Mas ndo d4.

Ge Eu acho que ndo vai ter nenhuma raiz real pelo jeito aqui. Eu acho que ndo tem, porque as que
275 poderiam ser reais aqui seriam (—1) e (+1), mas nenhuma delas d4 certo. (confundem racionais com reais)
276 F E se a gente chutar intervalos?

Ge Chutar a gente chutou. Eu chutei um intervalo aqui. Descobri que vai ter pelo menos uma aqui
277 no meio, mas pode ser qualquer valor.

F A gente vai ter que achar uma saida. Pesquisa, Girard, intervalo, ndo d4 nada. Tem que ter uma
278 saida.
279 Ge A gente viu todos os capitulos (do livro) ali ja? Tem mais algum depois desse?
280 F Eu acho que esse € o ultimo. Bolzano € o tltimo. Girard, pesquisa e equagdes.
281 Ge Pesquisa ndo da. Pelo menos ndo real.
282 F Se a gente fez pesquisa e ndo da é porque s6 tem irracional.
283 Ge Ou imagindrias.
284 |F E.
285 Ge Mas se for qual aqui... 2 ao cubo...
286 F E ao cubo. Se fosse ao quadrado é mais compreensivel, mas é ao cubo!

Ge Mas real vai ter que ter uma de qualquer forma porque é impar. Se o coeficiente (quis dizer
287 grau) é fmpar, vai ter que ter uma real ndo vai? Nao me lembro disso agora.
288 F Acho que ndo necessariamente. Mas a gente fez a pesquisa e nao deu.
289 Ge Mas real ndo necessariamente vai ser uma inteira, ou seja, real pode ser...

F Mas mesmo na pesquisa da o resultado; se esse for menor que esse vai dar fragdo dai. Vamos

290 colocar aqui a + \/B . Vou tentar um negdcio aqui colega B.

201 Ge Eu tento desse lado. Vou tentar chutar uns valores irracionais aqui no meio.
202 F Nao vai dar. Muito grande.
293 Ge Nem com o i da certo.
204 Pesq O que vocés estdo tentando nessa atividade 3?
F Na verdade ndo é nem tentando porque a gente estd meio perdido porque nao tem o intervalo

para a gente fazer, entendeu? Nao foi dado. A gente chutou o intervalo. A gente sabe que aqui dd. Tem
205 impar raizes aqui.

206 Ge Entre (0) e (-2).

F Ou entre (2) e (-2) d4. S6 que a gente ndo pode chutar assim, a gente tinha que ter o intervalo.
297 Como a gente ndo tem, estamos meio perdidos.
208 Pesq  Mas o que vocés ja concluiram a respeito da quantidade de raizes no intervalo?

Ge Assim, por exemplo, entre (0) e (2) (o polindmio) tem o mesmo sinal. Entdo quer dizer que tem

um nimero par ou nenhuma raiz aqui nesse intervalo. E aqui como deu impar, tem pelo menos uma, nao
209 sei. Pelo menos uma raiz ja que a quantidade € impar obrigatoriamente uma vai ter.

Pesq  Entdo vocés ja sabem que no intervalo ]-2; O[ tem uma quantidade impar de raizes. E qual € a
300 dificuldade agora?

301 F/Ge Achar as raizes.

302 Pesq O que vocé escreveu aqui aluna A?

F Que a raiz irracional é (a \/B ), porque a gente acha que sé tem raizes irracionais, ndo tem
303 raizes racionais.
304 Pesq  Por que vocés concluiram que nao tém raizes racionais?

F Porque a gente fez a pesquisa de raizes (racionais) e ndo deu nenhuma. Daf a gente chegou a
305 conclusdo que s6 tém raizes irracionais.
306 Ge Mas vai ter pelo menos uma real no caso porque o coeficiente, o grau é impar.
307 Pesq  De que forma voce escreveu o irracional aluna A?

308 F (ax \/E ) foi isso que a gente encontrou no livro.
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309 Pesq  Vocés consultaram o livro?
310 Ge Sim.
311 Pesq Todos os irracionais, alunos A e B, ttm a formaa+ +/b ?
312 Ge De certa forma sim porque se o a for (0) vai ser s6 a raiz.
F Depende, se tem imagindrio tem que ter o i. Dai o imagindrio seria (a \/B 1) e o irracional
313 seria (a £ +/b i).
Pesq  Estd bem, continuem.
314
2." etapa
F (utilizam o software) y = x"3 + x + 1. Ndo tem o intervalo. Vamos colocar - co. Nao d4 para por
315 infinito?
316 Pesq  Suponha que vocé esteja com (5) aqui. Vocé€ pode escrever (— 5) a (5).
317 F Vamos fazer de (-5) a (5) entdo. Vamos fazer a linha um pouco mais grossa. Pde (2).
318 Ge P&e um verde escuro na cor.
319 F O que a gente tem que descobrir? As raizes.
320 Ge Tem uma aqui pelo menos.
321 F E raiz quando passa pelo eixo x. Ento ela estd entre O e 1. Tem que fazer P(0) e P(1).
322 Ge P(0) da (+1). Agora P(-1)...
323 F ...vai dar (1) também. Isso ndo € bom.
324 Ge Nao. (-1) ao cubo vai dar (-1) e (-1) aqui da (-2); vai dar (-1).
F Beleza. Tudo bem, a gente tem o intervalo agora. Se eles tém sinais trocados ¢ um ntdmero
325 fmpar de raizes.
326 Ge E, vai ter uma.
F E um ndmero impar de raizes. Descobrimos que tem uma raiz, de acordo com o gréfico. Falta
327 descobrir qual € essa raiz.
328 Ge Vai ser real pelo menos. Nao vai ser inteira mas vai ser real.
329 F Agora temos que descobrir como a gente vai achar essa raiz.
330 Ge Vamos descobrir pelo programa.
F A gente sé pode usar isso. Acabou o que a gente pode usar. Usar Bolzano agora. Descobrimos
331 que ela estd no intervalo ]-1; 1[. Nao sei se aberto ou fechado.
332 Ge Aberto, eu acho. O intervalo € aberto.
333 F De -1 a 1, aberto. Sabemos que é negativa.
334 Ge A raiz é negativa.
335 F Nao sei como sair daqui.
336 Ge Seria uma raiz tripla, uma de multiplicidade trés? S6 vai cortar em um ponto.
337 F Pode ter irracional também. Quem garante que ndo tem irracional?
338 Ge Pode ter imagindria ndo é?
339 F E. Por isso ndo d4 para tirar nada. A gente precisa descobrir a raiz. E agora colega B?
340 Ge Vocé ja tentou racionalizar isso daqui ou ndo?
341 F Como assim racionalizar?
342 Ge Essa equag@o aqui.
343 F Fatorar?
344 Ge E, fatorar.
F Fatorar ndo d4 porque ou vocé tem um termo comum ou vocé tem que fazer dois a dois. Pelo
345 menos € assim que a gente aprende.




251

346 Ge Vamos tentar...
347 F A ndo ser que... eu ndo sei se pode fazer isso mas olhe sé.
Ge Entdo, (x° + x = -1) ndo é? Foi o que pensei. [x(x>+1)=-1e x =-1 oux = ++/2 i ; usaram como
348 a propriedade do anulamento; ver p. 4 das anotacdes]
349 F Por mais incrivel que pareca a gente achou trés.
350 Ge Mas eu acho que ndo estd certo. Serd que € possivel isso?
351 F Se é possivel eu ndo sei mas a gente achou trés raizes.
Ge Mas se esse aqui € —1, ndo necessariamente o todo vai ser —1, entendeu? Qual foi a conclusdo de
352 que x é —1 aqui? Se (x) for —1, aqui d4 2 (em x> + 1, vezes —1 dd —2 e ndo —1) entendeu?
353 F Ah é. Isso aqui ndo deu certo.
354 Ge Na verdade ndo existe isso. (referiram-se a "se a.b = c entdo a = c ou b = c")
F Vamos tentar o seguinte. Vamos fazer de forma gradual. Vamos tentar fazer o 2. Depois a gente
355 volta para o 3. 2b s6 que falta.
356 Ge Vamos fazer o gréfico daf; pelo menos a gente tem uma nog¢@o onde esta.
F x4+ 2x73 + xM2 — x — 6 (usam o software) Aumenta aqui (na espessura da linha) Pde 3 aqui
357 por favor. Cor a gente pde... Sempre mudamos; vamos deixar essa mesmo.
358 Ge Acho que tem que colocar um intervalo menor.
F E, para a gente conseguir ver onde ela estd. Na verdade dé para fazer por aqui. Pde (-2), (2), (-
359 [ De(.
360 Ge Acho que a gente aumentou muito. Nao tem que ser o contrario. Tem que aumentar.
361 F S6 no high? Oito.
362 Ge Oito, ta. E aqui embaixo?
363 F Cinco. Menos cinco; cinco.
364 Ge Melhorou um pouco.
365 F Tem que diminuir ainda aqui ndo é? Na vertical ndo é?
366 Ge Sim.
367 F Aumentar ou diminuir? Aumentar ndo é?
368 Ge Aumentar um pouquinho.
369 F Melhorou. Corta aqui e corta aqui.
370 Ge Em -2 nfo é? Sim, isso a gente ja sabe.
371 F Agora essa daqui.
372 Ge Estd entre (1) e (2).
373 F Entre (+1) e (+2). Isso é o melhor de tudo.
374 Pesq  Qual o grafico que vocés fizeram?
375 Ge Da "2".
F Vai estar entre (+1) e (+2). Agora como a gente vai descobrir? A gente tem que voltar a nossa
376 velha questdo. Como a gente vai descobrir? A gente poderia fazer o seguinte...
377 Pesq  Esse gréfico que vocés construiram é de qual fung¢do?
378 |F (x'+2x° + x> —x - 6).
379 Pesq O que vocés observaram de imediato nesse grafico?
F Que tem a raiz (-2), que a gente ja tinha descoberto pelas contas, e uma outra raiz que se
encontra entre (+1) e (+2) e que a gente ndo sabe qual € ainda, e que provavelmente vai ser a irracional.
380 A gente tem que descobrir.
381 Pesq  Como voceé sabe que ela é irracional? Como concluiu isso?
F Porque provavelmente é, porque a gente ndo tinha achado nenhuma outra racional. Entdo,
provavelmente vai ser a outra irracional que falta. S6 que gente ndo sabe como chegar nessa raiz ainda.
382 Quer dizer, ainda ndo, a gente estd tentando hd um bom tempo. E agora colega B?

383

Ge E agora?
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384 F A gente precisa chegar a uma conclusio.
Ge Isso me lembra outra reducio. Além daquele (-2) ndo da para fazer mais nada. Tem que dar para
385 fazer alguma coisa.
386 F Temos que descobrir. A gente ja usou ele 14 em cima.
387 Ge E, a gente j4 diminuiu o grau...
388 F Entdo vai dar o qué?: (x° ...)
389 Ge E se a gente fizer o grafico de (x* +...)?
390 F Boa!
391 Ge Qual era mesmo? Ah estd aqui: (X’ + x — 3).
392 F A gente baixou o grau. Deixa nesse intervalo mesmo nao ¢? Deixa ai. Deixa os dois.
393 Ge E, vai dar na mesma. Sabe que vai se uma (raiz) ali.
F Essa s6 tem uma raiz, (referindo-se a x+2) que € um bom indicio. Deixe ela ai. Vamos ver se a

gente descobre por isso. A gente vai ter que descobrir por essa equagdo. E se gente descobrir por essa
equacdo, ¢ o mesmo caminho que a gente vai ter que usar para o outro. A gente estd pensando tanto para
394 esse "2b" quanto para o "3".

395 Ge A gente vai fazer para essa daqui que € de um grau menor.
396 F Olhe, é menor que (0,5).
397 Ge E menor que (0,5). Esta entre (1) e (1,5) na verdade.
398 F Esté entre (1) e (2), menor que (0,5).
399 Ge Raiz de (2) € quanto?
400 |F (1,44)
401 Ge E, pode até ser. Se for V2. (\/5)3
402 F Vamos tentar entao.
403 Ge Vai ser um valor que ndo vai dar para chutar. Vai ter que chegar no valor, ndo adianta.
F Temos que ficar olhando para ela, tentando chegar a uma conclusio. E agora, chegou a alguma

conclusdo, alguma coisa assim que dé para fazer? A gente descobriu que isso € uma raiz e a gente tem a
404 outra que é (-2): Girard!?

405 Ge Mas nesse aqui que € da outra equag@o? Essa vai ter uma. Se fosse nessa até dava mas...

406 F O que vocé falou?

407 Ge Nessa aqui da. S6 que a gente ndo fez com soma. (referem-se as relagdes de Girard)

408 F S6 que a gente fez com quatro nao com duas (raizes); a gente pensou que tinham quatro. Serd?
Ge Nao da certo. Nao quer dizer que tenham s6 duas. Sdo quatro s6 que a multiplicidade é dois.

Entao, e se dividissemos por (2)... por (-2) de novo? (x> + x — 3) dividido por (x + 2) (usam o método da
409 chave).

410 F Mas foi o que vocé falou. E da outra equagdo, ndo dessa.
Ge E mas vamos ver o que acontece. Esqueci do zero. Vamos fazer "bonitinho", sendo fica sem
411 espaco. (escreveram X +0x>+x—3)
412 F Sobrou (-13).
413 Ge E. Nio d4. Deixa s6 eu terminar. E nio vai dar.
F Olha o que eu achei. Achei (+ 2i). (pag. 4-verso) Tipo mesmo assim estou apelando ja que a

gente ndo chega a nada. Peguei isso aqui (o quociente) e igualei a zero. Achei delta, (-16), (raiz de) (-16)
414 é (41), x € (£ 21).

415 Ge Mas isso €, de qualquer forma, imagindria e a gente precisa da irracional.
416 F Mas a irracional € imagindria.

417 Ge Nao necessariamente. (hd uma confusio entre reais irracionais e imaginarios)
418 F T4, ndo necessariamente, mas pode ser.

419 Ge Nao, mas o imagindrio estd fora.

420 F Nao, estd junto. Eu acho que esta junto.

421 Ge Como eram os conjuntos? Naturais, inteiros... daf tem os racionais, dai os irracionais estavam
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fora ndo é? Irracionais aqui...

422 F E dentro dos irracionais t€ém os imagindrios?
423 Ge E os complexos estdo em tudo.
424 F Ah, os complexos estdo em tudo. Entao estd errado.
425 Ge Foi isso que eu falei. A gente precisa da irracional. A irracional ndo € a imagindria.
F A gente estd discutindo conjuntos aqui para tentar entender se irracional é necessariamente

imagindria ou ndo. Af a gente chegou a conclusdo que ndo, que pode ser, mas que ndo € necessariamente.
A gente estd na mesma ddvida porque a gente chegou a uma equacido do mesmo tipo que essa, entendeu?
E a gente ndo consegue fazer isso porque se a gente conseguir fazer essa a gente consegue usar 0 mesmo
raciocinio. S6 que a gente ndo consegue. Ja tentamos abaixar o grau, tentamos fazer de tudo. Tentamos

426 pesquisa, tentamos Girard, tentamos de tudo.

427 Pesq  Por que serd que vocés ndo descobrem que valor € esse?

428 F Porque nio existe.

429 Pesq  Se ndo existe, o que o grafico estd mostrando?

430 Ge Eu acho que tem sim, mas a gente ndo estd conseguindo achar.
431 F Por que a gente nao estd conseguindo achar?

432 Ge Boa pergunta!

433 F T4, essa daqui estd errada. Por que serd?

Ge Mas a gente precisa necessariamente achar qual € a raiz? Porque aqui mostra que tem uma raiz.
434 S6 precisa demonstrar que tem uma raiz.
435 F Mas como a gente vai demonstrar que tem uma irracional?

Ge S6 precisa demonstrar, mas eu nio sei como agora. Nao precisa falar, ndo estd pedindo qual.
436 Estd pedindo que encontre.
437 F Na de baixo pede.

Ge Na de baixo sim, mas essa aqui pede para encontrar a raiz, essa aqui s quer que mostre que tem
438 uma raiz irracional.
439 F Boa. Como a gente vai mostrar?
440 Ge De qualquer forma, se fizer a pesquisa vai ver que nao vai ter nenhuma raiz.

F Entdo e isso que a gente podia por. Se o grafico estd apontando que tem uma raiz, se por
441 pesquisa a gente ndo achou nenhuma racional, pela determinacdo 16gica voc€ tem uma irracional.

Ge Porque pela pesquisa ndo d4 nenhuma... nenhum nimero inteiro assim ndo é? Porque vocé vai

ver que os tUnicos valores possiveis sdo (-1, -3, +1, +3) e nenhum deles aqui vai zerar a equagdo, entdo
442 ndo vai ser nenhum racional.

443 F Seré que s6 falar isso vai ser suficiente?
444 Ge Teria que demonstrar isso.
F Nao é "demonstre", é "mostre". Deixa ele (Prof.) passar aqui. Prof. olhe s6. Aqui estd pedindo
445 para mostrar a raiz; a gente nao precisa encontrar essa raiz.
446 Pesq  S6 mostrar que existe.
447 F Pode ser (resposta) discursivo.
448 Pesq  Pode dar resposta discursiva.
449 F A gente fez por pesquisa de raizes. Af s6 deu a (-2); as outras ndo deram.
450 Ge Como por pesquisa ndo se consegue chegar a nenhum outro valor que seja...
451 F ...racional!
452 Ge ...que seja inteiro...
F Como o grifico estd apontando uma outra raiz, uma outra determinacdo légica seria uma outra
453 irracional.
454 Pesq  Essaé a conclusdo?
455 F Seria uma das, porque encontrar mesmo ndo da; nao estd dando para encontrar, entendeu?
456 Pesq  Certo. Na atividade 3 que estd pedindo para encontrar a raiz...

457 F Daf a gente vai ter que pensar depois.
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458 Pesq  Sim.

F Entdo vamos fazer o seguinte. Me ajuda montar a resposta. "H4 uma raiz irracional pois com
pesquisas de raizes sé encontramos a raiz racional (-2). Se no grafico mostra que ha outra raiz entdo ela
459 s6 pode ser irracional." (anotaram na folha) Agora a gente vai ter que quebrar a cabeca na 3.

460 Ge Comeca a 3.

461 F O que a gente j4 descobriu? A gente fez bastante grafico, bastante coisa.
462 Ge Vamos apagar esse aqui e fazer outro sé da 3.

F x* + X ... é 36 0 Gltimo! Nao, ndo, ndo! Limpa s6 o dltimo. (na linha onde se escreve a expressao
463 no software) Limpa. (+1). (escrevem no software, X+ X + 1)

464 Ge Beleza.

465 F A raiz esta entre (0) e (-1).
466 Ge Isso a gente ja tinha concluido.

F Ja sim. Pelo grafico. A gente faz P(0) que d4 (+1) e P(-1) que da (-1), entdo "nimero impar de
467 raizes".
468 Ge Ou seja, pelo menos tem uma distinta ali. Se ela tem multiplicidade eu ndo sei.

F E agora como a gente vai encontrar? Tem uma coisa. Olhe s6. Se a gente colocar aqui (y = x* +
469 x + 1), quando ele corta o eixo y... 0 eixo X, 0 y € (0). Vai chegar na mesma coisa!

Ge Sim, quando y for (0) o x vai ser tal. O "P" dessa raiz vai ser (0). Quando o x é (0), oy é (1),
470 certo?
471 F Quando o x € (0)... sim!
472 Ge Entdo vamos fazer, y ...
473 Pesq  Vocés ja acharam o intervalo em estd a raiz.
474 F Sim.
475 Pesq  Vocés ndo tem como aplicar o teorema novamente, tentando obter essa raiz?
476 F Sinceramente nao.
477 Pesq  Aplicando o teorema de Bolzano novamente tentando obter essa raiz.

Ge Aqui, quando o x é (0), o y é (1), daf tentar... mas ndo d4 por sistema com isso. Com y sendo
478 (1), x € (0). Quando y € (0), x € alguma coisa?

F Nao da. Tem que tentar por Bolzano mesmo. Vamos ver se a gente encontra alguma coisa de
479 volta naquela folha de Bolzano. Eu lembro que eu fiz esses exercicios, mas eu nao lembro assim.

(obs - folha 5-verso) consultam o material.

B Pior que eu também fiz, eu lembro que o professor fez em sala, copiei todos, eu fiz bonitinho.
480 Fiz em casa, entendi, daf chega...
481 F Nao tem nada escrito ali que ndo esteja escrito aqui, entendeu?

Ge Mas essa raiz deve ter multiplicidade 3 ndo é? S6 estd cortando em um lugar e tem que 3 raizes.
482 Deve ser uma raiz s6 de multiplicidade 3.
483 F Se uma raiz tem multiplicidade 3...
484 Ge Tem que transformar em um negécio daqueles 14: (x — o)
485 F Mas eu pensei no seguinte... (escreve as relacdes de Girard)

Ge (— o) de novo que é a mesma; (— o) de novo, vezes (1); ah, o termo independente € (1). Isso tem

486 que dar (0).

487 |F @ =-1). (0= 5-1)

488 Ge Mas o que seria a (\/3 -1)?

F (o), uma das raizes. Se é a mesma raiz com multiplicidade 3, eu fiz por Girard. Mas esse é o
segundo ou o terceiro? E o segundo ndo é? Seria oot + oot + 0w, seria (1). SO que a raiz cibica de (-1) é

489 (-1). Nao € (-1)!

490 |Ge Nio é (-1). E maior que (~1).

491 F Quanto vale i?
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492 | Ge i? Eu sei que i* é (-1).

493 F T4, mas tinha um valor, vocé lembra?
494 Ge iéraiz de (-1) ndo é€?

F Mas tinha um valor! E quanto € a raiz de (—1)? i. Ah t4. Nao consigo enxergar como usar
495 Bolzano de volta. Eu ndo consigo enxergar isso.

496 Ge Eu também.

497 F Hum... Diminuiu um aqui. (a,x" + a,_x" "' ... a;x' + ay). Ndo dd.
498 Ge Eu fiz (x - 0)((x - o)(x - &) igual a zero, porque o € raiz.
499 F Mas tem termo independente ainda.

500 Ge O termo independente € (1).

501 F T4, mas multiplica entdo.
502 Ge Mas de qualquer forma vai dar a mesma coisa.
F Serd? (x - o) dé (x* - xo + o) vezes... é verdade, dd a mesma coisa. (x° - X0 + x0t> - &) é
503 igual a (0). N@o € a mesma coisa.
504 Ge Na verdade € porque vocé fez ao cubo ali. Assim como se fosse ao quadrado.
F Vamos pensar o que a gente pode fazer a partir daqui. A gente pds que o € raiz de (m = 3)
(multiplicidade) Agora da para agrupar de 2 a 2. Kx-o) + o (x-0); K+ad)x-0)=0;x>+0=0
505 oux - o =0).E, acho que nio fez muita diferenca. (x = o)

506 Ge E, isso a gente ja sabia.

F Ou achar que (x* = - o). Como se um é igual ao outro, um ao quadrado vai ser negativo do
outro? Vamos numerar e ver o que a gente fez e que ndo deu certo. Ele deu a dica que a gente tem que
507 usar Bolzano, mas eu ndo consigo.

508 Ge O importante, ja que ele falou, € tentar fazer por isso.
509 F Mas eu ndo sei, ndo tem como.
510 Ge Eu também nao sei.

F Nao sei nem por onde comecgar porque eu ndo entendo como pode usar Bolzano nisso. Para
511 mim, Bolzano € sé para confirmar € pronto. Usei ali, confirmei e pronto, entendeu?

Ge Tentando usar o Bolzano no intervalo. Se a gente fizer o Bolzano para comprovar que ela esta
512 no intervalo ]-1; O[ d4 na mesma.
513 F Eu jé fiz isso. Estd aqui.

Ge Que estd entre (-1) e (0) a gente sabe. Que € negativa a gente sabe. E se for ver, ¢ um pouquinho

514 menor que (0,5)... (-0,5). E menor que (-0,5).

515 F Um pouco menor.

516 Ge Bem pouco.

517 Obs O que vocés concluiram até agora.
518 F Que esta no intervalo ]-1; O[; que € menor que (-0,5) e até agora € isso.
519 Ge Que € negativa, é ébvio.
520 Obs E o que vocés estio procurando agora, entdo?
521 F A raiz.
522 Obs E o que vocés j4 tentaram fazer para procurar essa raiz.
F Girard, pesquisa, divisdo... J4 tentamos o que mais? J4 tentamos de tudo um pouco... baixar
523 grau...
524 Ge Tentamos de tudo, estamos agora tentando fazer pelo teorema de Bolzano, como o Prof. falou.
F S6 que assim. A gente ndo sabe como usar Bolzano a raiz, porque a gente usa o Bolzano sé para
525 confirmar o que a gente achou no gréfico, entendeu?
Ge S6 para confirmar que ela estd nesse intervalo e que tinha, por exemplo, um nimero impar de
526 raizes.
F Agora, para descobrir a raiz a gente nao consegue entender como, entendeu? Bolzano ndo serve

527 para isso, entendeu? A gente ja tentou vdrias coisas: Girard, baixar grau...
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Ge E que a forma como a gente aprendeu Bolzano a gente aprendeu mais para o nimero de raizes,
528 se tinha a possibilidade de estar em um intervalo.
529 F E dai? Alguma novidade?
530 Ge Qual?
531 F Nao, estou perguntando se vocé tem novidade porque para mim...

532 Ge Baixar grau?

F Mais uma vez eu vou ter que escrever a equagdo aqui para ver se tem alguma coisa. Nao dé para
533 fatorar, deixa eu escrever mais coisa que a gente fez. Fatorar ndo da.
534 Ge Porque se for fatorar vai dar na mesma.
335 F A gente ndo fez aquele negdcio de igualar a (-1) ndo é?

536 Ge Fez? Qual?

Pesq  Se eu perguntar se a raiz estd entre (-1) e (-0,5) ou entre (-0,5) e (0), o que vocé€s me
537 responderiam?

538 Ge Entre (-1) e (-0,5).

539 F Entre (-1) e (-0,5)!

540 Ge E bem préximo de (-0,5) por sinal.

541 Pesq  Como vocés sabem que estd entre (-1) e (-0,5), algebricamente, usando o teorema de Bolzano?
F E s6 por (0,5) aqui e ver quanto que d4, se dé sinal contrario. Pde (0,5) 14: (1/8 + 1/2 + 1= 0;
13/8). Esse € P(0,5). E o P(-1) a gente descobriu que é... (-1). A gente sabe que estd nesse intervalo... que
542 tem uma raiz nesse intervalo por causa dos sinais que sdo contrdrios.

Pesq  Entdo estd entre (-1) e (-0,5). Se eu perguntar se estd entre (-1) e (-0,7), ou se estd entre (-0,7) e
543 (-0,5), como vocés saberiam responder?

544 F Tem que fazer...
545 Ge Também fazendo assim.
546 F Como vocé falou?
547 Pesq  (-1) e (-0,7) ou entre (-0,7) e (-0,5).
548 F Temos que fazer, vamos 14. (0,7) ao cubo?
549 Ge (0,7; 0,49)
F (7) vezes (9), (63)... um, dois, trés... (-0,343 - 0,7 + 1) vai ser igual (0,343) com (0,7); trés,

550 quatro,... vai dar igual (-0,043). P(-1) € (-1) e P(-0,5) eu nio sei.

551 Ge P(0,7)...

552 F Nio, P(0,5) agora.

Ge Eu s6 vou copiar o seu resultado agora. (0,043), (-0,043). P de qual que faltou, P de... deu 13/8
553 ndo é?

554 F Nao. Eu fiz errado. Eu fiz positivo.
555 Ge Ah, € (-0,5).
556 F Da (-5/8).
557 Ge Eu fiz a mesma coisa, eu fiz os dois positivos.
F Mentira... (-4/8). O que ele perguntou? Ah, esta entre (0,7) e (0,5). Ndo. Para mim esta entre

558 (0.5 e (D).

559 Pesq  Vocés descobriram se estd entre (-0,7) e (-0,5) ou entre (-1) e (-0,7)?

560 Ge Entre (0,7) e (0,5).

561 Pesq  Vocés descobriram isso usando...?

562 Ge Usando Bolzano.

563 Pesq  Usando Bolzano? Estd bem!

564 F A gente ja sabe que esta entre (0,7) e (0,5).
Ge Foi isso que ele falou. A gente vai aproximando cada vez mais, para ver, mais ou menos,
565 aproximado, qual € a raiz.

566 F Mas, por que vocé sabe que estd entre (0,7) e (0,5)?
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567 Ge Porque seu sinal diferente.

568 F Nao, deu negativo nos dois.

569 Ge Nao, aqui dd mais, porque o (1) € mais. D4 (+0,5) aqui, ndo da (-0,5) aqui.

F Oito dividido por oito, d4 um; vezes menos um: menos um. Oito dividido por dois: quatro;
570 vezes menos um: menos quatro. (mmec-pdg. 5-verso) Ah, légico.
571 Ge Daf vai dar quanto?
572 F (3/8).
573 Ge Eu ndo vi quanto dava, mas eu vi que dava positivo. Entdo estd entre eles.
574 F Est4 entre eles, beleza!
575 Ge Faz P(0,6). Vamos ver. (0,6) vezes (0,6): (0,36)...
576 F A gente sabe que estd entre (0,7) e (0,5). Voce estd fazendo (0,6).
Ge Sim. D4 (0,216), (0,6)3; s6 que menos. Menos, menos (0,6) de novo, mais (1). Vai dar positivo
577 isso.
578 F Vai dar positivo.
579 Ge Isso aqui deu negativo néo é?
580 F Sim.
581 Ge Ah, entdo esta entre (0,6) e (0,7).
582 F Entre (0,6) e (0,7). Isso aqui € P(0,6) vai dar igual a...
583 Ge Vai dar positivo, porque isso € menor que (1); se somar os dois...
584 F Vai dar mais alguma coisa.
585 Ge Mais alguma coisa.
586 F Esté entre (-0,6) e (-0,7). Agora a gente tenta o qué? Agora a gente chuta!
587 Ge Chuta alguma coisa no meio.
588 F (0,65). Sera que € raiz.
589 Ge Resolva com (0,65).
590 F Agora eu quero ver a gente fazer (0,65)°.
591 Ge Da (0,65) vezes... vai dar... (erraram porque usaram 0,65 ao invés de —0,65)
592 Prof. O que vocés descobriram?
593 Ge Que esta entre (0,6) e (0,7).
594 F Entre (-0,6) e (-0,7).
595 Prof. A escolha desses valores foi com que critérios?
596 F Bolzano!
597 Prof.  E vocés esperam encontrar um valor exato ou aproximado?

598 Ge Mais aproximado.

599 F Mais aproximado.
600 Prof.  Por que aproximado?

F Porque é um nimero muito pequeno; tem um intervalo muito pequeno entre eles; eu acho que
601 vai ser um nimero mais aproximado.

602 Prof.  Estd bem. Est4 6timo. Muito obrigado. (encerraram suas anotacdes)
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ANEXO 4

ANOTACOES DOS ALUNOS “G” E “C”
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