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RESUMO

A proposta deste trabalho é oferecer algumas atividades para desenvolvimen-
to em sala de aula, com alunos de educacéo basica, envolvendo os fractais geomé-
tricos. A caracterizacdo dessas figuras é feita através de duas de suas principais
caracteristicas: a autossemelhanca e a dimensdo ndo necessariamente inteira, o
gue possibilita a abordagem de temas como sequéncias numeéricas e nocdes de limi-
tes com alunos de ensino médio. Tais atividades também podem ser utilizadas co-
mo complemento as aulas de progressfes aritméticas e geométricas, logaritmos e

area de triangulos equilateros.

Palavras-Chave: Fractais Geométricos, Sequéncias, Ensino Médio.



ABSTRACT

The purpose of this work is to provide some activities to be developed in the class-
room with students from basic education, involving geometric fractals. The character-
ization of these objects is made through two of its main features: self-similarity and its
dimension not necessarily entire, which enables the approach to issues such as nu-
merical sequences and notions of limits with high school students. Such activities
may also be used as a supplement to lessons of arithmetic and geometric progres-
sions, logarithms and area of equilateral triangles.
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INTRODUCAO

Por muitos séculos, a Geometria Euclidiana — cam sbjetos e seus conceitos — era
considerada como a unica forma de descrever o mussio foi assim até a descoberta de
geometrias que introduziram novos objetos na reptagédo de certos fenébmenos do Univer-
S0, como é o caso dos fractais. Nesse sentidopm&ga dos Fractais € mais precisa, por
exemplo, para descrever a natureza, uma vez geectdessituacdes e estuda propriedades e

comportamentos de figuras mais complexas que aleud.

Um estudo que priorize as caracteristicas, classiies e as principais propriedades
dos fractais, ou seja, um saber cientifico, poé#sith entendimento de como eles podem ser
trabalhados como um saber escolar. Assim, o estaddeometria dos Fractais na sala de aula
se justifica pois da aos alunos a oportunidadea@pacidade de investigarem tépicos da Ma-

tematica Tradicional por um novo angulo, por caraghao analiticos.

Dessa forma, o presente trabalho objetiva leval@wo do ensino médio um primeiro
contato com os fractais, pois “esses objetos saodas relativamente recentes na matematica
e, apesar de constituirem um campo de investigde&anguarda, tém algumas propriedades
capazes de ser compreendidas e apreciadas peltssroeriosas de criancas e jove(rgti-
rado do artigo O Fractal de Grossman — Revistardfe$sor de Matematica n° 72, 2° quadri-

mestre de 2010, pag. 23, Ana Lucia Braz Dias).

Um paradoxo bem curioso que envolve o estudo @dasais € o fato de que, apesar de
nao ser facil defini-lo formalmente, € muito simgpéntender seu conceito. Desse modo, neste
trabalho, a caracterizacédo dos fractais é feita pelpriedade da autossemelhancadareen-
sdo ndo necessariamente inteira. O modo como foidozimlo este Gltimo conceito € uma
simplificacdo dadlimenséo de Hausdorfcapacidade limit€box dimensione, claro, coinci-
de com ambos nos exemplos apresentados. A definigérosa e razdes pelas quais sao
chamadas de dimensdes fogem inteiramente aoswvalgjeteste texto e podem ser encontra-

das, por exemplo, no livro de K. Falconer, FraGabmetry, Johm Wiley & Sons Ltd., 1990.

Ao realizar atividades com fractais, o aluno popkcar, aprofundar e relacionar os
diversos conceitos matematicos estudados no engda além de ter a oportunidade de um
primeiro contato com sequéncias infinitas e sem#ds. Assim, o Capitulo 1 retoma esses
conceitos, apresentando-os sob a perspectiva quedaggona com o objeto de estudo deste
trabalho: os fractais.



No Capitulo 2, tendo em vista que as representagesétricas dos fractais, nor-
malmente, encantam por sua beleza, apresentam-Bactas classicos, como a curva de
Koch, o triangulo de Sierpinski, o tapete de Sreski, 0 conjunto de Cantor e a curva de

Peano.

Como o tema “fractais” se relaciona com variosa@sitto conteudo de matematica do
ensino fundamental e médio, no Capitulo 3 sdo ptapaatividades envolvendo calculo de
areas e de perimetros, progressdes geomeétricagaetioos. Encontram-se, nesta parte do
trabalho, questdes que podem ser discutidas aatae de cada um dos fractais citados. Por
exemplo, ao tratar do Conjunto de Cantor, podemdsautidos: intervalos reais abertos e
fechados; unido e intersecdo de intervalos reaiges bem elementares de limite; cardinali-
dade de um conjunto. O estudo da Curva de Kochlplitsstratar de PG; area de triangulos
equilateros; nocdes bem elementares de limite. Quen Triangulo de Sierpinski, discutem-

se tridngulos equilateros; nogcdes bem elementaréside; Triangulo de Pascal.

A Ultima parte do trabalho, “Considera¢fes Findisiz uma discusséo geral do tema

tratado em relacdo ao que foi proposto inicialmente



CAPITULO 1
NOCOES DE SEQUENCIA PARA O ESTUDO DOS FRACTAIS

O estudo dos fractais envolve alguns conceitos méteos trabalhados no ensino
meédio. Tais conceitos sdo aplicados e aprofundp€los alunos ao serem retomados com as
atividades relacionadas aos fractais. Ainda, asogl€m a oportunidade de um primeiro con-

tato com sequéncias infinitas e seus limites.

Desse modo, para que as atividades com os fragmg®stas neste trabalho possam
ser aplicadas, sdo apresentados a seguir os amoedttematicos sob a perspectiva que os

relaciona com os fractais.

1. Sequéncia: nocdes basicas

Umasequéncia uma funcdo cujo dominio € o conjunto dos numeatgraisN. Con-

siderando-se apenas sequéncias de numeros reastdd funcdes d¢ emR.

As notacdes usuais para uma sequéncia Saco(Xz, ... , %, ... ) OU(X,).y OU @inda

(x,), que podem ser notadas nos exemplos seguintes:

(1) (3, 6,9, 15, ...) € a sequéncia dos multiplositivos de 3.

(2) (2,3,5,7,11, 13, ...) € a sequéncia dosemamprimos positivos.

(3) (2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, ...) é a sequénefmiia pela lei % :
X, =X,, +2n,n=>2

n

=2
(4) (2, 4, 16, 256, 65 536, ... ) € a sequéncia dada pela recorré <):<|‘a ) )
X, = (%), 0n=22

O presente estudo trata de um tipo particular da&weia, as progressdes aritmética e
geomeétrica - apresentadas a seguir - pois entendess SA0 esses 0S conceitos relevantes

para o desenvolvimento das atividades sobre feactai
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1.1 Progresséo Aritmética
A progressdo aritméticgdoravante P.A.) € uma sequéncia dada pela reooré

=X o ~ N :
% ondex (0 primeiro termo) & (a razdo) sdo numeros reais da-
X, =X, +r,0nlJN, n=2

dos. Dessa forma, percebe-se que:

Héa outras formas de se expressar um termo quattpssa progressao, fazendo como a se-

guir, por exemplo:

X =X, +r=X_,+r+r=..=x+r+r+..+r,ouainda,

X, =% +(n—Yr, denominada expresséo do termo geral de uma P.A.

Uma expressédo para a somg) ®sn primeiros termos dessa progressao sera determiaada

seguir, usando-se apenas argumentos de conteleitio médib

SejaS, =X +X, +X,..X _, + X, pode-se reescrever tal soma das seguintes nsneira

S, =X X Hr+x+2r+. . Ax+(N-2r+x +(n-Dr (1)
Xo X3 Xn-1 Xn

S =x+M=-DYr+x+ (N=2Qr+...+x +2r+x +r+x (2)
——

Xn Xn-1 X3 X2

Somando as duas expressoes, obtém-se:

2.8, =nfx +x +(n-Dr|=S, = i, + x12+(n—1)r] , ou ainda, S, :—n(x12+ %) |

! No anexo 1, encontra-se uma demonstracéo maispgeeatal soma.
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1.2 Progressdo Geométrica
Entende-se poprogressdo geométricdP.G.) a sequéncia dada pela recorréncia

=X . ~ . . ,
% em quex (o primeiro termo) & (a razdo) sdo numeros reais da-
X, = X409, 0n0ON, n=2
dos.

Analogamente ao que se observa em uma P.A., poelsceever o termo geral de uma
P.G. em fungao da razé&o e do primeiro termo, fazend

X, =X 4,0=X_00=...= Xq9...q, isto &,
X =xq"".
Também é possivel determinar uma expressao paraadod primeiros termos (J
de uma P.G. da seguinte forma
S, =X +X +..+X, =S =x +xq+x9°...+x9"" (1)
multiplicando-se todos os temos da expressao Iraed® g, ¢ 0, obtém-se:

S, =x [+x, [G+...+x [f=S, [ =x [+x9°+x09°...+ xq"

Subtraindo-se enta&, [q—-S,, obtém-se:

S, M-S, =x M+x0°+x0°..+ %9 +xq" = (x +x [ +x9° +...+ xq"")

S-S =%xq"-% =S, {q-)=x(q"-) =S, = xqu—_l, ou entao

n

IELT:
S =%y

,seq#1l.

A seguir, sdo considerados alguns aspectos sotite B convergéncia de sequéncias
para que se possa, efetivamente, calcular a sosizihoos de uma P.G., quando esta possui

infinitos termos.

2 No anexo 2, encontra-se outra demonstracéo, rapi$ gara essa soma.
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2. Nogdes de limite de uma sequéncia
2.1 Sequéncia limitada
Uma sequéncia xé dita limitada, se existe> 0 tal que },| < c, para todo natural.

E possivel compreender esse conceito por meiogimslexemplos, assim, conside-

rando as sequéncias

o)t

é facil ver quex; D[O,l], para todon 0 N, entdo, basta considerar um valor real de c »1, p

exemplo, ¢ = 1,2, para escrever (hXL¢< 12 paratodon N . Logo, a sequéncia € limitada.

Ja em (6),

CGRETS

X D(O,l), para todonON . Considera-se, entdo, ¢ = 1. Segue |xje<1 para todonO N .

NP~

AP
|

Novamente, ha uma sequéncia limitada. Em contidpag sequéncia

(7)(n)=(1,2,3,.. )

nado é limitada, pois claramente ndo excste0 tal que Ixl < ¢, para toda natural. Para a

sequéncia

nir
8) (sen;] ( 16: 1010-1... )
vale X, D[—ll] para todond N . Dessa forma, novamente, basta considerar um yakalr

quer de ¢ > 1, tomando agora ¢ = 2, segue|1q4.||e 2 para todonON. Mais uma vez, ha

uma sequéncia limitada.
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2.2 Sequéncia convergente

Uma sequéncizé)g)tem limiteL e é escritdim x, = L se for possivel tornar os termos

n-oo

Xn tAo proximos dé. quanto se queira ao fazersuficientemente grande. Sien x, existir,

N
entende-se que a sequéncia € convergente. Casarmprgntende-se que a sequéncia diver-
ge.

Intuitivamente, isso significa que uma sequénc@mvergente e que seu limite é o
namero real, quando, a partir de certo numero (bem grand@lataentos dessa sequéncia,
esses elementos se aproximam tanth,dpie “ndo é possivel” calcular a diferenca ene e

e 0 numero redl.

Considerando, novamente, as sequénciagij = (1% % % j e
n

(sen%Tj =( 16; 1010-1... ) chega-se a concluséo, intuitivamente, que a praréeeron-

vergente, e seu limite € zero, enquanto a seguima 8.

Para que o campo da intuicdo possibilite tal am@d, torna-se imprescindivel uma

outra maneira de se descrever a definicdo acimsimisima sequénci(ixn) tem limiteL e

escrevemodim x, = L se, para cada >0, existir um inteiro correspondente N tal que se n >

nooo
N entdo|x, - L|<e.

Essa definicdo permite argumentar de maneira noamte sobre a convergéncia de

uma sequéncia. Mais uma vez, retomando o exemplo (5
1 11

5| —1=|L—=,—,...

SORCEES

é efetivamente possivel mostrar que o limite destméncia é zero, pois, sga 0, um nu-
mero real qualquer e sejd =1um numero naturasuficientemente grandde modo que

i— < &,ou aind E— <i,Dn>N,ou
N N

1 .1
—<¢g,entdo—=
N n

< &,paratodon>N,
n

logo lim L =0.

n- o n
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Da maneira analoga, retomando o exemplo (6),
1) (111
(6) (_j :(_'_,_'." j
2 2 48

€ possivel mostrar que o limite desta sequénni@den é zero, pois, seg>0, um nimero

real qualquer e sejl >|0£ >0, entéoz—ln—o( =2—1n <2iN < Iilgg =&, paratodo n > N,
log = o
2 22

logo Iim(lj =0.

n-oo

Em geral, nota-se quémq" =0, para todo ge R, com |q|< 1. Basta tomar

n-oo

N > Ioi acima.
logq

Por outro lado, retomando a sequéncia (8),
(8) (sen%’j =( 16: 1010-1... )

é efetivamente possivel mostrar que, embora limjtado € convergente, pois:
i) X, D{— 10,]} para todonJ N ;

i) seja L um numero real qualquer e considerandaroero reak , tal queO< e <1.

Segue que ndo pode ocorr%en%r— L

<&g<1, para todon natural, a partir de um

certo indice N, pois os valores de= senn7n oscilam em x= 0 para n da forma 4k - 2, x

1 paran da forma 4k - 3 epx= - 1 paran da forma 4k — 1, corkr € N. Assim, é possivel afir-

mar que sempre havera termos dessa sequénciaai,ifemiﬁan(;ajxn - L| seja maior do que .
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Uma sequéncia particularmente interessante é a €ndos termos de uma P.G. de
razaog, comO < g < 1, lembrando que a expressao que permite calclisorza é

n

l_
S, =%~

seq#1.

1-9
1-q

<Pl

Comoo<q<1=1-q>0e0<1-q"<1,entdo S, <|S,|< —
-q

X

ou seja(S,) € limitada e seu limite quandotende ao infinito(n - «) & dado pelo quociente

X X

—1_ ouaindalimS =—-se <1.
g alims, =1 2 |al

3. Relacao entre areas de triangulos equilaterosgeiadrados

J3

Dado um triangulo equilatero de ladosua area é\=7 &%, e um triangulo equila-

2
tero de lado® tem areaA, = @ Ba—2 = AGLZ.
n n n

Relacéo analoga pode ser verificada em quadradirea de um quadrado de ladé

2
A = a® e a de um quadrado de ladoé A, :a_2 = A[—Ilz.
n n n

Apos a exposicao dos topicos matematicos que séivados pela Geometria Fractal
e integrados a ela, o capitulo seguinte apresantiaactais classicos como forma de subsidio

para as atividades a serem aplicadas em salaale aul
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CAPITULO 2

OS FRACTAIS

1. Proposta de definicdo

No final do século XIX e inicio do século XX, mat&cos como Cantor, Koch, Sier-
pinski, Peano e Hilbert investigavam figuras (tamlhamadas de objetos) cujas proprieda-
des ndo eram satisfatoriamente explicadas pelaeaaneuclidiana. Tais objetos foram de-
signados fractais.

N&o h& uma definicdo exata e pronta para fracaisgeral, sdo figuras construidas a
partir de um procedimento recursivo (usualmentetorgimples e direto) que gera, em cada
passo (iteracdo), uma melhor aproximacao do fra€talcarater ilustrativo, tem-se, a seguir,

0 procedimento para a construcéo da Curva de Koch.

A curva, que hoje é conhecida por Curva de Kodhpdiblicada em 1904, pelo mate-
matico sueco, Helge Von Koch (1870-1924) e suatno@ pode ser descrita da seguinte
maneira:toma-se um segmento de reta e divide-se tal segneentoutros trés segmentos
congruentes. Em seguida, substitui-se o segmentoat@or um triangulo equilatero sem a
base. Repetem-se, entdo, indefinidamente os passa®res para cada um dos segmentos da

nova figura. A curva obtida no limite desse prooasa Curva de Koch.

EVANES
DR
S
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Naturalmente, € necesséario, de alguma maneirapidessas formas geométricas.
Desse modo, sera feita uma caracterizacao degsaasfipor meio de algumas de suas propri-

edades: a autossemelhanca e a dimenséo nao inteira.

2. Autossemelhanca

A autossemelhanca se traduz na apresentacao &ibtaid) de copias de si mesmo em
varias escalas, tdo pequenas quanto se queirafiguma é autossemelhante se qualquer uma

de suas partes € uma copia exata do todo.

Alguns autores consideram fractais os objetos taewa como a couve-flor, o broco-
lis, as nuvens e as folhas. Para esses objetdessamelhanca é dita aproximada ou estatisti-
ca; para as figuras geométricas geradas por paxessursivos, diz-se autossemelhanca exa-

ta.

(http://www.mises.org.br/Article.aspx)

(http://www.todateoria.com.br/old/fractais)

(http://pt.dreamstime.com)

Neste trabalho, s&o estudados apenas os fractabogepor processos recursivos. Se-
rdo destacadas, nas proximas paginas, algumasgdeasfmais significativas no estudo dos
fractais, conhecidas como Fractais Classicos. Talddentemente, possuem autossemelhan-

ca exata e sua dimensao nem sempre € inteira, seravisto no final deste capitulo.
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3. Fractais Classicos
3.1 Conjunto de Cantor

Em 1883, Georg Cantor (1845-1918) publicou um trabao qual € construido um
conjunto, chamado hoje de “Conjunto de Cantor’‘@oeira de Cantor”), como exemplo de

um conjunto excepcional.

Sua construcao pode ser descrita da seguinte raaneirsidera-se um segmento de
reta representado pelo intervalo fechage [0,1]. Divide-se tal segmento em trés partes con

gruentes e elimina-se a parte central. Tem-seadesha, a unido disjunta de dois intervalos

fechados de comprimen%g cada, isto é,1= 1, :[O,QUE ,1] Repetindo o procedimento

em cada segmento dg ou seja, dividindo cada um deles em trés artegroentes e despre-

zando a parte central, obtém-se= [Oﬂ U[é?ﬂ U Eﬂ UE ;L} gue é a unido disjunta de

quatro intervalos de comprimento igua%acada um. Continuando o0 processo para 0s quatro

intervalos obtidos, obtém-se 8 intervalos de comentoEcada. Repetindo-se indefinida-
mente o processo, obtém-galie serd a unido disjunta deiervalos fechados de compri-
1
mento— cada.
3n

O Conjunto de Cantor (doravante K) € o conjuntgaietos (nUmeros) que permane-
cem apos infinitas repeticdes desse processo dadeetdo terco médio. Pode-se definir K

usando a expressak :ﬂln. Assim, nota-se que o comprimento de cada tado por
n=0

1\" " _(2Y . : ) .
2”(§j :(gj , e comollm(—j =0 entédo o "comprimento" do K é zero, logo K ndo tem

intervalos.

- e - —— - e - -
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3.2 Curva de Peano

Giusepe Peano (1858-1932), matematico italianoliggubm 1890, sua famosa curva
que promete cobrir totalmente uma superficie plguedrangular. Sua construgéo inicia-se
com um segmento de reta, em seguida, substitalsegmento por uma curva de nove seg-
mentos, conforme indicado na figura 2. Novamenibsttui-se cada segmento anterior pela

curva de nove segmentos, e assim sucessiva enidefiente.

3 4

A curva obtida no limite desse processo é a CuevRahno que, de fato, preenche to-
da a superficie de um quadrado, pois sua dimengfitaEa dois, como sera visto no item 4

deste capitulo que tratara da dimensao fractal.

3.3 Ilha de Koch (ou Floco de Neve)

A Curva de Koch, ja citada no item 1 deste Capijtiém origem a outro fractal, a llha
de Von Koch, ou Floco de Neve. Sua construcdo feeedicia da Curva de Koch apenas no
primeiro passo. Deve-se comecar com um triangulid&gro e construir, sobre cada um de

seus lados, a Curva de Koch.

AN EN
LIS
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Alguns aspectos da llha de Koch merecem espeaat@b, como, por exemplo, 0
calculo de seu perimetro e de sua area. Para efatsi@alculos, sera considerado o lado do
triangulo equilatero inicial como unitario, assimota-se que, na situacao inicial, chamado de

passo zero, ougFa figura tem 3 lados e cada um com comprimental ig 1.

/\

: . 1
No passo 1,  a figura tem 3.4 lados e cada um com comprimigyotal aé.

A

2
Em R, temos 3.4.4 = 3%4ados e o comprimento de cada um é igl.(a% :

3

3
Em R, temos 3.44 = 3.4lados e o comprimento de cada um é igL{alg .

£

Depois den passos da construcdo, sabe-se que a figura taimera de lados dado

por M, = 3.4' e que o comprimento de cada lado é dado p,pn(%j . Entdo, para calcular

seu perimetro, basta fazBy = 3.4”(%) ,isto é,P, = {gj , que se torna cada vez maior.

Dessa maneira, no limite do processo, isto €, dggminfinitos passos, é natural intuir

n- oo n-o

. ) L . . 4\"
que o comprimento va para infinito e escrevéiseP, =lim 3{5) =00,
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Para o calculo da area da Illha de Koch, deve-searcomimero de triangulos equila-
teros obtidos em cada passo da construcdo, determiérea de cada um desses tridngulos e

depois somar essas areas. Segue, entao, que:
Em Ra area éA, =T (triangulo equilatero de lado 1);
No segundo passoy,Fa figura tem, além da &rea do tridngulo anteddirea de mais

A in L . N3 ~ . )
trés triangulos equilateros de Iad;o, cada uma deles tem are\é:%, entdo a area é

\\ ;4/ \.\i ‘,
A _£+3 \/_ l = A :ﬁ+£; ‘;V/ \/
9 4 12
Em Fa area éA, —ﬁ+£+12§(—j ou aindaA, =ﬁ+ﬁ+£.f; g
4 12 4\9 4 12 12 9

Tem-se em £, A3_7 E+E§ 87

V3,8, 48 4 \/_(1j3 , OuU ainda,

Aax/_\/_«/§4£(42

— | ; ao final den passos de construcao, a area sera dada por
4 12 12 9 12\9

Ah__+_ =+ = ot
4 12 12'9 12 12

9

9

V3,43 434 \/_(4j2 @(4)“‘1.

Nota-se que, nessa soma, a partir do segundo téemese uma P.G. em que o pri-

. . 3 ~ . _4 ., . .
meiro termo ea, =—— € a razao 25 €, Como ja mencionado no capltulo 1, a somandos

4 n
7 *s)
termos dessa progressao pode ser calculada faﬂ;rrd?la — 4 | Efetuando os calcu-
1-—
9
) _3J3(, (4Y o .
los, obtem-seS, >0 1- 3 | Tem-se, agora, uma expressao mais simples paeaa

A, da figura: A, —£+2£0{1 [Ej j
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No limite do processo de construcdo dessa figuwasoatrario do perimetro, conse-

n-oo

lim A, = Ilm(£ +£( [9)an —£ i (aproximadamente 0,7).

: ] : (4" 4 ~
gue-se determinar o valor da sua area, pois comab}ﬁlm(—j =0, p0|s5 <1, entdo:

e " neel 4 20 4

3.4 Triangulo e Tapete de Sierpinski

Divulgados em 1916, o Triangulo e o Tapete de 8iskpséo obras de Waclaw Sier-

pinski (1882 — 1969), matematico polonés. A segsdiQ descritos 0s procedimentos para

construcao de cada um.

3.4.1 O Triangulo

Para a construcdo do triangulo, deve-se considefaiglmente, um triangulo equila-

tero. Determina-se o ponto médio de cada um delados e tracam-se 0s segmentos com

extremidades nesses pontos médios, formando qui@ngulos equilateros. Em seguida, re-

move-se o triangulo central e repete-se, indefmiglste, em cada um dos triangulos néo eli-

minados, 0S passos anteriores.
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O perimetro e a area do Triangulo de Sierpinskbtam sdo bastante interessantes.
Para determinar seus valores, sera considerado i@gagulo inicial tem lado unitério.

Na situacdo inicial, isto é, no passo zero, o peritmé dado por P= 3 e a
) 3 . A .
areah, =7. No passo seguinte, tem-se trés triangulos eqolgdte congruentes de lado

V31

igual a%, entdo o perimetro da figura é dado ppr 3.3.% e aarea poA = 3.7.2.

Em seguida, sdo nove triangulos equilateros e cenggs, agora com lado igua%a

. . . : ~ . 1
assim, o perimetro e a area da figura séo dadosgspectivamente?, = 9.3.Z e

Azzgﬁi
44

No passa, a figura tem Btridngulos equilateros e congruentes, cada umladm

medindoz—ln, entdo, seu perimetro e sua area sao dados gpectvamente,

Pn:g]_slijpn: § e&:BW@_i:Aﬂ:@E .
2" 2 4 4" 44

Nota-se, entdo, que no limite do processo, isttepois de infinitos passos, o perime-

tro e a area tendem a, respectivamente, infintiere, isto &,

limP, =lim 3(;)” = elimA = Iim£(§jn =0

noo Nooo noo noo 4 4
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3.4.2 O Tapete

Para a construcdo do Tapete, pode-se usar a mésnieatde eliminacdo do triangu-
lo, porém, partindo de um quadrado. Deve-se diwdse quadrado em nove quadrados con-
gruentes. Elimina-se o quadrado central. Aplicargkefinidamente, esse mesmo processo em
cada um dos oito quadrados restantes. Assim comndrgulo, o perimetro do Tapete de

Sierpinski € infinito e sua area é limitada.

Como jé& foi dito, outra caracteristica dos fractaigue sua dimensdo ndo € traduzida
necessariamente por um numero natural, fato reladimao grau de irregularidade dos mes-

mos.
4. Dimensao dos fractais

Na Geometria Euclidiana, a nocdo de dimensdo etaéionada, principalmente, a
dois aspectos: a ideia de medida e a quantidaddatmacdes para se localizar um ponto no
espaco onde este se encontra. Sendo assim, umtponthmensao zero (ndo se pode medir
um ponto), a reta tem dimensdo um (s6 se mede prooento de um segmento de reta), o

plano tem dimenséao dois e o0 espaco tem dimenssio tré

Em contrapartida, a Dimenséo Fractal, ou Dimens&oFdactais, representa o nivel
de ocupacédo do espaco pelo fractal e ndo o espasoande a forma esté inserida. Essa dife-

renca de concepc¢dao faz com que a Dimenséo Fraecthhva assumir valores nao inteiros.

Intuitivamente, ja se percebe que a curva de Kpohexemplo, ocupa “mais espaco”
gue uma linha no plano, mas, com certeza ela nénaésuperficie, isto €, uma figura plana
cuja area pode ser medida em metros quadrados. éagural que sua dimensdo assuma
algum valor entre um e dois.

Ma,
r L

e il

-':li

o i__r "'r-"fl
o s L
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O valor da Dimenséo Fractal, geralmente dado pondmero irracional, representa o
nivel de ocupacgéo do espaco pela forma (fractgpm determinar numericamente a dimen-
sao dos objetos com autossemelhanca exata, podeeseer a ideia de construcéo de objetos

autossemelhantes da seguinte maneira:

1. Dividindo cada aresta de um cubo em quatro pégteais obtém-se>fovos cubos, cujas

===

arestas medem ¥4 da aresta original.

2. Dividindo-se cada lado de um quadrado em tréspiuais obtém-s€& Bovos quadrados,

cujos lados mederr do lado original.

3. Dividindo-se um segmento de reta em quatro pagigais obtém-se 4 novos segmentos,

cujo comprimento &; do segmento original.

Percebe-se entdo que, em cada caso, o nimgaovos objetos semelhantes ao ori-
ginal é dado pon = p°, ondep indica o nimero de partes em que cada segmendividido

e D a dimenséao do objeto estudado.

Usando as propriedades dos logaritmos, reescreaees@ressao acima da seguinte

: logn _. . . . . ~ L
maneira:D :L. Finalmente é possivel determinar a dimensaordotafs classicos.

log p
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4.1 Conjunto de Cantor

O processo iterativo deste fractal divide cada segonem trés partes iguais (p = 3) e
remove uma dessas partes produzindo dois novoseségsn(n = 2), assim sua dimenséo D &

calculada fazendo:

=192 _ < 063 —_— —_ —
g3~ oTooo oTooo

4.2 llha de Koch

Nessa figura, cada segmento foi dividido em tré&sepaguais (p = 3) gerando quatro
novos segmentos (n = 4), logo a sua dimenséao D& piar:

Iog4

= D=126
IogS 12

4.3 Triangulo de Sierpinski

Na construcdo deste objeto, divide-se cada ladmi@ogulo no seu ponto médio de-
terminando dois segmentos congruentes (p = 2)red® ulesses pontos meédios gera trés no-
vos triangulos (n= 3) ja que um deles é removiogo Isua dimensao D é:

IogB

= D=159
IogZ 1

4.4 Tapete de Sierpinski

O processo de construcao deste objeto divide eamtado quadrado em trés segmen-
tos congruentes (p = 3), gerando oito novos quadréa= 8), ja que um deles é removido,
logo sua dimenséo D é:

log8
log3

D=—"2"—D=189
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4.5 A Curva de Peano

Curiosamente, essa figura admite dimensao int&icu¢ no seu processo de constru-
céo cada iteracao divide o segmento em trés pguass (p = 3) e gera uma curva com outros

nove segmentos (n=9), assim sua dimensao D épdada

1D
T

_ log9
log3

D =D=2

A proposta de caracterizacdo dos fractais classipossentada neste capitulo carece
de aplicacdo por meio de atividades elaboradasaldéotma que os conceitos, até agora
exemplificados, possam ser aplicados. Assim, ngiim@ capitulo, sdo apresentadas ativida-

des, destinadas a alunos do Ensino Médio, reladaanaos fractais classicos.
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CAPITULO 3

DA TEORIA A PRATICA: OS FRACTAIS NA SALA DE AULA

Neste capitulo, sdo apresentadas atividades -vemndn alguns dos fractais mais co-
nhecidos - que podem ser realizadas com alunosisiodEMédio, utilizando-se apenas mate-
rial de uso diario, como régua, papel, lapis edudra ou, caso a escola disponibilize, compu-
tadores para todos os alunos, fazendo uso de pragrde geometria dindmica como o Geo-

Gebra, por exemplo, utilizado para elaborar agédigdeste capitulo.

Atividade 1

Situacdo de aprendizagem: Conjunto de Cantor

Objetivos:

» compreender 0 processo iterativo e a lei de formdeate fractal;
e organizar e analisar dados para definir a expregséd de uma sucessao;
e aplicar o conceito de limite;

+ calcular a dimensao fractal.

Pré-requisitos:

» saber realizar operagdes com numeros racionais;

* conhecer intervalos reais abertos e fechados, bem saber definir a unido e a inter-
secao desses intervalos reais;

» conhecer a definicdo de logaritmos e suas proptesdaperatorias;

» saber nogbes bem elementares (intuitivas) de limite

Materiais

* materiais de uso diario como caderno, lapis, cabetaacha e régua;

e papel quadriculado ou malhas pontilhadas, comonaarexo.
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Desenvolvimento

As primeiras iteragdes do Conjunto de Cantor s&ggsintes:

[ ]
L ]
L ]
o

Lo}
Yy

143 203

1- Desenhe mais trés iteracdes desse conjunto.
2- Explique como € a lei de formacé&o desse conjunto.
3- Observe o0 que acontece com o niumero de segmegtms @ comprimento de cada um

deles completando a tabela:

comprimento de numero de comprimento total
cada segmento segmentos do conjunto
iteragao 0 1 1 1
iteracdao 1
iteragao 2
iteracdo 3
iteragcaon

lei de formacao

4- Como ficara o conjunto depois de infinitas iteraibe

5- Calcule a dimensao Fractal do Conjunto de Cantor.

Observagéo

Essa atividade pode ser realizada durante as saltas Intervalos Reais - no Ensino Médio -
ou durante as aulas sobre operacdes com frac@Ensino Fundamental, nesse caso, exclu-

indo-se o item 5.
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Atividade 2

Situacao de aprendizagem: Curva de Koch

Objetivos:

* compreender 0 processo iterativo e a lei de formdeate fractal;
e organizar e analisar dados para definir a expregséd de uma sucessao;
e aplicar o conceito de limite;

+ calcular a dimensao fractal.

Pré-requisitos:

saber realizar operacdes com nimeros racionais;

saber reconhecer uma progressao geometrica earadcsbma de seus termos;

conhecer a definicdo de logaritmos e suas proptesiaperatorias;

saber nocdes bem elementares de limite.
Materiais

* materiais de uso diario como caderno, lapis, cabetaacha, régua e compasso;

e papel quadriculado ou malhas pontilhadas.

Desenvolvimento

As primeiras iteracfes da Curva de Koch sdo asrdgegu

L]
L]

1- Desenhe mais duas iteracdes dessa curva.

2- Explique como € a lei de formacéao dessa curva.
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3- Observe o0 que acontece com o numero de segmegtms @ comprimento de cada um
deles completando a tabela (considere que nadiei@do segmento mede uma unidade de

comprimento):

comprimento de numero de comprimento total
cada segmento segmentos da curva
iteragao 0 1
iteracdo 1
iteragao 2
iteracdo 3
iteragaon

lei de formacao

4- Para que valor tende cada uma das expressdessobéidabela?

5- Calcule a dimensao Fractal da Curva de Koch.

Observacéao

Essa atividade pode ser realizada durante as salbas progressées geométrica, ou durante as
aulas sobre logaritmos, ou ainda, nas aulas dellsanga de triangulos - no ensino médio.

Atividade 3

Situacao de aprendizagem: A llha de Koch

Objetivos:

* compreender 0 processo iterativo e a lei de formdeate fractal;
e organizar e analisar dados para definir a expregséd de uma sucessao;
» aplicar o conceito de limite;

+ calcular a dimensao fractal.

Pré-requisitos:

» saber realizar operacdes com numeros racionais;
» saber reconhecer uma progressao geomeétrica earadcsbma de seus termos;

» saber calcular a area de um triangulo equilatero;
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» saber reconhecer triangulos semelhantes e caleut@do de semelhanca entre seus
lados e suas areas;
» conhecer a definicdo de logaritmos e suas progedaperatorias;

» saber nocdes bem elementares de limite.
Materiais

* materiais de uso diario como caderno, lapis, cabetaacha, régua e compasso;

e papel quadriculado ou malhas pontilhadas.

Desenvolvimento

Aplicando o mesmo procedimento da construcdo dasCde Koch aos trés lados de um tri-
angulo equilatero, obtém-se uma figura conhecidaocttha de Koch.

1- Expligue como é a lei de formacao dessa figura.

2- Observe o que acontece com o0 numero de segmeptosp comprimento de cada um
deles a partir da tabela da atividade anterior.

3- Calcule o perimetro da figura em cada iteragdosidere, novamente, que cada lado do
triangulo na iteracdo 0 mede 1 unidade de medidahgprimento, e complete a tabela:

perimetro

da figura

iteragao 0

iteracdao 1

iteragao 2

iteracdo 3

iteragaon

lei de formacao

4- Quantas iteracdes precisamos realizar para gaeimetro seja maior ou igual a 90 unida-
des de medida de comprimento?

5- Para que valor tende o perimetro?

Observagéo

Essa atividade pode ser realizada durante as soltes propriedades operacionais dos loga-

ritmos - no Ensino Médio.
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6- Calcule a area da figura em cada iteracéo e letenp tabela:

area

da figura

iteragao O

iteragao 1

iteragao 2

iteragao 3

iteragaon
lei de formagao

7- Para que valor tende a area da llha de Koch?

Observagéo

Essa atividade pode ser realizada durante as sall@s progressdes geométrica e/ou durante

as aulas de area de triangulo equilatero - no Bridédio.

Atividade 4

Situacdo de aprendizagem: O Triangulo de Sierpinski

Objetivos:

» compreender o processo iterativo e a lei de formdeate fractal;
e organizar e analisar dados para definir a expregséd de uma sucessao;
e aplicar o conceito de limite;

* calcular a dimensao fractal.

Pré-requisitos:

» saber realizar operagdes com numeros racionais;

» saber reconhecer uma progressao geomeétrica earadcsbma de seus termos;

» saber calcular a area de um triangulo equilatero;

» saber reconhecer triangulos semelhantes e caleut@do de semelhanca entre seus
lados e suas areas;

» conhecer a definicdo de logaritmos e suas progtedaperatorias;

» saber nocdes bem elementares de limite.



Materiais

* materiais de uso diario como caderno, lapis, cabetaacha e régua;

» papel quadriculado ou malhas pontilhadas, comanaarnexo.

Desenvolvimento

O processo iterativo escolhido para a construc@tadigura, nesta atividade, € bem simples.

Observe as primeiras iteracdes:

1- Desenhe mais duas iteracdes dessa figura.

2- Observe o0 que acontece com o numero de lados idagutos, com o comprimento de
cada um deles, calcule o perimetro e a area, emit@dcao e complete a tabela (consi-

dere novamente que cada lado do triangulo na &er@¢mede 1 unidade de medida de

comprimento):

lei de formacao

comprimento| nudmero perimetro | areade cada| 4&reatotal
de cadalado | de tridngulos| dafigura triangulo dafigura
iteracdao 0
iteragao 1
iteragao 2
iteragao 3
iteracdon

w
1

de medida de comprimento?

4- Para que valor tende o perimetro do triangulo degBiski?

5- Para que valor tende a area do triangulo de Sekigin

(@]
T

Calcule a dimenséao Fractal do triangulo de Siekpins

Quantas iteracdes sdo necessérias para que o perse@ maior ou igual a 90 unidades
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Observagéo

Essa atividade pode ser realizada durante as saltles progressdes geométrica e/ou durante

as aulas sobre logaritmos - no ensino meédio.

Atividade 5

Situacdo de aprendizagem: Estudar a relacdo emti@qgulo de Pascal e o tridngulo de Sier-

pinski
Objetivos:

» identificar os padrdes do triangulo de Sierpinskiméngulo de Pascal.
Pré-requisitos:

» saber usar os critérios de divisibilidade por 2,%e por 4;
» conhecer a lei de formacao, do triangulo aritmétiedPascal, baseada na recorréncia

conhecida como Relacéo de Stiefel.
Materiais

* materiais de uso diario como caderno, lapis, cabetaacha e régua;

Desenvolvimento

1- Construa, na malha hexagonal, o triangulo de Pascalpelo menos 16 linhas.

2- Destaque 0s numeros impares.

w
1

Descreva a nova estrutura em destaque.

4- Repita o procedimento destacando os multiplos eldé&pois os multiplos de 4.

Observacoes:

1- Essa atividade pode ser realizada durante as aobre Bindmio de Newton (no Ensino
Médio) e/ou durante as aulas sobre critérios disititdade (no Ensino Fundamental).

2- Naturalmente, em sala de aula, sugestdes psitacde outros multiplos, como os de 5, sdo
apresentadas. Nesse caso, tem-se uma boa ocasiabgeatir se as novas configuracoes

sdo ou nao fractais.
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RELATO DE EXPERIENCIA EM SALA DE AULA

A pratica pedagogica proposta atualmente paraioedsa Matematica procura apro-
ximar cada vez mais os fundamentos tedricos dadagi® do aluno, correlacionando, para
isso, conhecimentos empiricos a aspectos observedosindo em que vivemos para cons-

trugdo do conhecimento.

Dentro dessa perspectiva, foram realizadas aslaties propostas neste trabalho com
alunos da primeira e da segunda série do EnsinaolVidd “Escola de Educacéo Infantil,

Fundamental e Médio Carlos Chagas Filho”, em aslaéementares ao horario regular.

Com o objetivo de motivar os alunos, foi escolhidza ordem diferente da apresenta-
da neste texto para a realizacao das atividadegring&ipio, foram apresentados os objetos
fractais e suas caracterizacdes por meio da pdguleeda autossemelhanca. Os alunos pude-
ram, entao, observar padroes e perceber as |&smdacédo de cada objeto fractal. A expecta-

tiva de que rapidamente o fizessem se confirmou.

Naturalmente, ocorreram indagacdes sobre o “nomaetdis, o que levou entéo a ou-
tra caracteristica dos fractais: sua dimensao mi&ira. Consequentemente, outras questdes
foram surgindo, como o conceito de dimensé&o eaclale a necessidade do rigor nas defini-
¢bes em Matematica. Para satisfazer a curiosidasl@ldnos, foram realizadas as etapas fi-
nais das atividades 1, 2 e 3, ou seja, foram adasl as dimensdes fractais da Curva e llha de
Koch e do Triangulo de Sierpinski, sendo utilizadoshecimentos elementares de exponen-

cial e logaritmo.

Em seguida, foram propostas as etapas iniciaiatiladades 1, 2 e 3. A partir do pro-
blema de como calcular o perimetro e a area daaGle\Koch, foi, entdo, introduzida a ideia
de infinito e convergéncia de uma sequéncia, deeitmbem informal. Os alunos entenderam
claramente que sequéncias limitadas podem namseergentes e conseguiram, rapidamen-
te, perceber que os infinitos termos de uma P.Gedeente formam uma sequéncia conver-

gente, cuja soma eles ja conheciam.

Esses novos conceitos fascinaram os estudant&npas etapas que exigiam mani-
pulacdes algébricas, como calculo da &rea da #hdotth, exigiram um pouco mais de paci-
éncia e dedicacdo deles. Assim, a estratégia eagmedjante dessa situacdo foi propor que

trabalhassem em grupo, discutindo estratégiasferomo resultados.

Essa experiéncia com os alunos induz a que sejéas dgumas alteracdes na pro-

posta inicial deste trabalho:
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1- As etapas das atividades que solicitavam o desgmimoais algumas iteracbes dos
fractais se mostraram muito cansativas, teria Bide interessante o uso de um
software que facilitasse esse trabalho. Ainda gssimomento se tornou oportuno
para a verificacdo da impossibilidade real de capéb de tais figuras.

2- Havia uma expectativa de que dois encontros déntn@s/aulas fossem adequados
a realizacdo de todas as atividades, porém esg® tedio foi suficiente para cum-
prir o proposto. A pratica mostrou que sdo necessdois encontros (de trés ho-
ras/aulas) para cada uma das atividades 2, 3, 4.

Por fim, destaca-se que o trabalho com os estusldetrou claro que nao se deve dar
muita importancia as constru¢cdes geomeétricas c@uar@ compasso, pois perde-se muito
tempo com essas atividades e, consequentememieresse por outras questdes mais impor-
tantes diminui.
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CONSIDERACOES FINAIS

Um estudo que explore caracteristicas, classifesiedprincipais propriedades dos frac-
tais possibilita que tépicos da Matemética Tradhialsejam (re)vistos por caminhos ndo ana-
liticos. Assim, o0 estudo da Geometria dos Fra&aima forma de aplicar, aprofundar e rela-
cionar diversos conceitos matematicos estudadé&nemo Médio, além de oportunizar, mui-

tas vezes, um primeiro contato com sequénciagtaie seus limites.

Sob tais considera¢cdes e assumindo o ensino daéh@mmios Fractais como uma es-
tratégia a mais para o professor despertar no aprazer de aprender matematica, o objeti-
vo deste trabalho foi buscar uma proposta de aiMad que apresentasse os fractais ao aluno
de Ensino Médio. Essa proposta é entendida comomanaira de ajudar esse aluno a inter-
nalizar a Geometria como um “objeto de conhecinfepttmo uma faceta da matematica que
pode ser desvelada a partir da reflexdo, contrilmuipara a democratizacdo do acesso ao

mundo do raciocinio matematico.

Para alcancar o objetivo geral deste trabalhoapétulo 1 foram apresentados os diver-
S0s conceitos matematicos, estudados no EnsincoMguaie sdo necessarios para a realizacao
das atividades com fractais e que proporcionam mummepo contato com sequéncias infinitas

e seus limites.

O capitulo 2 apresentou os fractais classicos, cansarva de Koch, o triangulo de
Sierpinski, o tapete Sierpinski, o conjunto de Gampta curva de Peano e, no capitulo 3, fo-
ram propostas atividades envolvendo célculo des&ade perimetros, progressdes geométri-
cas e logaritmos, ou seja, questdes que podenisseitidas ao se tratar de cada um dos frac-
tais citados. A parte final do capitulo apresemiz Wreve descricdo dos resultados obtidos na
realizacdo das atividades propostas neste tralalnoalunos da primeira e da segunda série

do Ensino Médio, em aulas suplementares ao haeyidar.
A partir da aplicagéo da proposta de atividadexci@hadas aos fractais, conclui-se que:

1- A apresentacao dos fractais despertou a cuaideidos alunos em relagéo ao concei-
to de dimensao euclidiana e a necessidade do magpdefinicbes em Matematica, além de
possibilitar a utilizagdo de conhecimentos elenrestde exponencial e logaritmo.
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2- As atividades que envolvem manipulactes algabricomo célculo da area da llha
de Koch, requerem mais paciéncia, concentracadieadg#io, assim, devem ser realizadas em

grupo, o que permite a discussao das estratégiapmrferéncia dos resultados.

3- E mais produtivo e interessante o uso de umvacdt como o GeoGebra por exem-
plo, para auxiliar a realizacdo das atividades splieitavam o desenho de mais algumas ite-

racOes dos fractais.

4- Ha necessidade de um tempo maior do que o oaicaste trabalho - dois encontros

de trés horas/aulas — para a aplicacao das atesgadpostas.

5- Nao é produtivo propor muitas constru¢des gencadt com régua e compasso,
pois consomem um tempo que pode ser utilizado dondades mais interessantes para o0s

alunos.

Diante dessas consideracdes, € possivel afirmap @gtudo da Geometria dos Fractais
ndo so ajuda o aluno a internalizar conhecimeniespgrmitem aprender matematica melhor,
como também possibilita que ele amplie os sentidespodem ser estabelecidos quando inte-
rage com o raciocinio logico — especificamente ocestmumeros. S6 assim a maioria dos alu-
nos tera uma relacéo prazerosa com os numeroantros como objetos de curiosidade, de

descoberta e recriagao.
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ANEXO 1

Uma outra justificativa para a expressado da sonjad( n primeiros termos de uma P.A., pode ser

feita da seguinte maneira:
S =X+X+. X S =X+ +r+. . +x+(n-Dr
S, =nx +(@+2+...+n-Dr (*), prova-se por inducédo sobmeyue:

142+, +n-1=100=1

, paratodon22.
De fato:

i. Sen =2, éclaro que a afirmacéao é verdade+22F£E171 =1

ii. Admite-se quel+2+3+...+n-1= n(n-1)

, hipétese de inducéo.

iii. Paracalcularasomal+2+3+...+n-1 faz-se uso da hipétese de inducéo,

n(n-1) n(n-1) ,

1+2+3+...+n-1= = 1+2+3+...+n-1+n=

n>-n+2n_n’+n_ (n+Dn
2 2 2
Logo, pelo principio da inducéo finita, a soma @os- 1) primeiros naturais € dada por
_n(n-1)
==,

Assim, retomando a soma & (*), tem-se que:

1+2+3+..+n-1+n=

S,

S :zn_xl-{-Mr :ﬂ

+x +(n—-Dr |, ou seja,
h T > 2| % X +(n-1) j

Xn

Sn - n(xl + Xn)
2
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ANEXO 2

A outra demonstracdo para a somampsmeiros termos de uma P.G., citada no Capitufmode ser
feita da seguinte maneira:

SejaS, a soma dos primeiros termos de uma P.G. de ragag+ O:
S, =X X +..+X, =S =x +xq+x9°.+xq""

S =x{l+q+q’..+q")
Note que:
1-q"
1-q

1+9+0Q°.+Q"" = éequivalentea 1-q" = (1-Qq).+g+q° +...+q" ")

n

1-¢

Prova-se por indugdo solmgue:1+q+q°...+q"™" =

, para todo n natural.

De fato:
i. Sen =1, é imediato qu& — q = (1 — q)(2).
i, Toma-se por hipétese de induckoq” = (1-q).(L+q+q° +...+9" ).

ii. Para provar qud—q""

=@1-q).0+q+q° +...+q"), tese de inducao, calcula-se o
produto 1—q).0+q+o’ +...+q" " +q"):

-0).Q+q+ e +.+ g +q") =(L-g)L+ g+ +..+ g )+ (L1-q)d")

hipoteséeinducéo

@-qg).0+g+qg’+..+q" +q") =1-g" +q" —g"* =1-g"*

n

1-¢

Logo, pelo principio da inducéo finita, pode-serafir quel+q+q° +...+q" " = , para todm

natural, entdo, pode-se escrever:

s, = x4

,seqZ1.



