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Resumo

Este trabalho apresenta algumas abordagens pedagégicas para o ensino da matematica
utilizando o software FreeMat. As abordagens caracterizam-se como propostas de ativi-
dades metodolégicas a serem desenvolvidas e aplicadas no ensino de fungoes, matrizes e
sistemas lineares. Busca-se, facilitar o aprendizado destes contetdos, pelos discentes do

Ensino Médio, através da aplicacao deste recurso computacional.

Palavras-chave: Ensino, FreeMat, Funcoes, Matrizes e Sistemas Lineares.
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Abstract

This work presents some pedagogical approaches to teaching mathematics using the Free-
Mat software. The approaches are characterized as methodological proposals for activities
to be developed and applied in teaching functions, matrices and linear systems. The aim
is to facilitate the learning of these contents, by the students of high school, through the

application of computational resource.

Key-words: Teaching, FreeMat, Function, Matrices and Linear Systems.
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Introducao

O ensino de matematica é apresentado ao aluno desde as primeiras séries do en-
sino bésico. Ja, no Ensino Médio, o discente depara-se com novos contetidos matematicos,
caso das matrizes e dos sistemas lineares, ou aprofunda o estudo dos topicos apresentados
no nivel fundamental, caso das funcoes. Os conceitos de func¢ao, matriz e sistema linear
sao trabalhados dentro da disciplina de matematica do primeiro e segundo ano do Ensino
Médio e aplicados em outras areas do conhecimento. Estes conteidos podem ser traba-
lhados de forma interdisciplinar e contextualizada, todavia, para isto, o discente precisa
compreender suas propriedades algébricas e construgoes graficas, acarretando uma maior
facilidade na aplicagao destes topicos em exercicios ligados ao cotidiano ou visando a
interdisciplinaridade.

Algumas disciplinas necessérias para a interacao da crianga ou adolescente com
meios tecnolégicos, que facilitariam a insercao e aplicagao da tecnologia nas areas das
ciéncias exatas, nao sao abordados na Matriz Curricular do Ensino Médio, como exemplo,
o ensino de informatica. Ainda, a matematica pode proporcionar esta relacdo com a
tecnologia, porém, isto nao é alcancado. Observa-se por exemplo, no ensino de fungoes a
nivel médio, professores habituados a esbocar graficos somente no quadro, remetendo a um
ensino de carater tradicional. Também, evidencia-se o desestimulo do discente tanto no
estudo algébrico das fungoes quanto na abordagem geométrica, uma vez que, os docentes
encontram dificuldades ao trazer aplicacoes desse contetido, bem como, para torna-lo mas
dinamico.

No caso do ensino de matrizes, cujo conteido é extremamente aplicado na pro-
gramagcao computacional, nao é diferente. Presenciasse dificuldades dos docentes em apre-
sentar e propor meios facilitadores para o ensino desse contetido nas escolas, também, além
dos alunos nao observarem aplicacoes no cotidiano, muitas vezes, devidos estas dificul-

dades, nao sao apresentadas nenhuma aplicacao das matrizes nas solugoes de sistemas



lineares, o que poderia ser facilmente revertido ao apresentar programas computacionais.

Neste contexto, esta dissertacao tem por objetivo apresentar uma nova abor-
dagem para o ensino das fungoes, matrizes e sistemas lineares, utilizando como recurso
computacional, o FreeMat, bem como, delimitar passos a serem seguidos na utilizacao
deste software para o ensino dos conteudos citados.

Este trabalho esta estruturado em quatro capitulos, sendo os trés primeiros re-
lativos a um estudo tedrico para amparar o entendimento das propostas, que serao apre-
sentadas no quarto capitulo.

No Capitulo 1, serao apresentados aportes tedricos, na area de ensino, para o
entendimento das propostas dentro das concepcoes didaticas e centrados na concepc¢ao
construtivista do uso do computador em sala de aula que, segundo FUGIMOTO (2014),
amparam o uso de novos meios no ensino de matematica.

No Capitulo 2, dedica-se a informagcoes sobre alguns softwares matematicos, fo-
cando no estudo do FreeMat, onde sao apresentados alguns dos seus comandos, necessarios
para aplicacao nas propostas metodoldgicas.

No Capitulo 3, sao abordados topicos sobre fungoes, matrizes e sistemas lineares.
Dentro das matrizes, é apresentado uma aplicagao na criptografia, sendo tratados os siste-
mas poligraficos baseados na multiplicacao de matrizes. Nos sistemas lineares, descreve-se
os métodos de Cramer e de Gauss-Jordan. Os conceitos abordados, neste capitulo, sao os
tratados no Ensino Médio, porém, o estudo de matrizes inversas e dos sistemas lineares,
aprofunda-se de modo a abranger propriedades nao contempladas neste nivel de ensino, ao
passo que, nas propostas, sao apresentados meios para serem desenvolvidos na educacao
bésica.

No Capitulo 4, sao apresentadas trés propostas para aplicagao do software Fre-
eMat no estudo de funcoes, matrizes e sistemas lineares. A primeira proposta, aborda
atividades para plotagem graficas de funcoes e delimita atividades para construir uma
funcao, e um programa computacional, que represente uma conta de agua, onde seja
reportado o valor cobrado para um determinado consumo em metros ctibicos (m?*). A se-
gunda proposta, aborda o ensino de matrizes, delineando atividades que partem do estudo
das operagoes com matrizes e aplicagoes na criptografia através dos sistemas poligraficos.
Também, baseados nestes sistemas, propoe-se atividades para construcao de programas

no FreeMat, para criptografar ou decifrar uma mensagem, quando inserido uma matriz



que a corresponde. A terceira proposta, apresenta atividades para resolucao de sistemas
lineares através dos métodos de Cramer e de Gauss-Jordan, ainda, propoe-se a construgao
de programas através do FreeMat, para reportar as solugoes de um sistema linear, quando
inserido a matriz dos coeficientes e a matriz dos termos independentes. Dentre estas pro-
postas, apenas a primeira foi aplicada, em sala de aula, sendo em uma turma da primeira
série do Ensino Médio do Instituto Federal de Mato Grosso/Campus Sao Vicente.
Finalizamos este trabalho, apresentando, no Apéndice A, a sintaxe dos programas
construidos na proposta, que acreditamos, poder ser inserido no ensino de matematica da

primeira e segunda série do Ensino Médio.



Capitulo 1

Ensino de matematica: do giz ao uso

do computador

O ensino de matematica tem necessitado da insercao de novos recursos e metodo-
logias pedagdgicas, visto que, a utilizacao de ferramentes tecnoldgicas na escola tornou-se
essencial e que os alunos dominam e interagem bem com estes recursos. As praticas de
ensino da matemadtica, nas escolas de nivel basico, nao apresentam grandes diferencas
das utilizadas antes do avanco da informdtica, como exemplo, é frequente nas escolas o
ensino de construgoes graficas no quadro utilizando a régua enquanto os softwares com-
putacionais de plotagem grafica, com poderosos recursos de visualizacao, nao sao nem
apresentados aos alunos.

Confirma-se a importancia da utilizagao de softwares, no que diz respeito o ensino
de fungoes através das construcoes graficas, quando deparado com as informagoes do
Programa Nacional do Livro Didético (PNLD) de 2015, neste, sao dados relevantes elogios
aos livros que aplicam tais recursos no desenvolvimento de suas atividades. Também,
sao apresentadas criticas quanto as dificuldades de alguns autores ao explanar o uso de

softwares graficos, aliando, de forma coesa, com os conceitos e definicoes matematicas.



O uso de aplicativos computacionais, que permitem visualizar o grafico
de fungoes, ajuda tanto a perceber as propriedades dos seus varios tipos,
quanto a fazer experimentos com maior riqueza de exemplos. Por isso, é
elogidvel a tendéncia, observada em alguns materiais didaticos destina-
dos ao ensino médio, de empregar os referidos aplicativos como recursos
para a aprendizagem da matemadtica [...] Além disso, softwares livres sao
sugeridos para auxiliar o tragcado de graficos, o que é elogidvel. Contudo,
nas conversoes entre as formas de representagao, nem sempre sao levados
em consideragao, de modo preciso, o0 dominio, o contradominio e a lei de

formagéo das fungoes apresentadas (BRASIL, 2014).

Atualmente, existem diversas pesquisas sobre softwares matematicos aplicados ao
ensino, também, orientagoes de praticas voltadas para o ensino de matematica utilizando-
os, dentre estas, no banco de trabalhos do Profmat, estao dispostas varias dissertagoes
orientando praticas através do Geogebra, sotware mateméatico para o ensino de geometria.

Nesse capitulo, serao descritos alguns conceitos do ensino de matematica, através
do uso de recursos computacionais; além disto, busca-se, orientar e facilitar a compreensao
pedagdgica da proposta para utilizagao do computador no ensino de matematica através

do software FreeMat, o qual sera apresentada adiante.

1.1 O uso de computadores no ensino de matematica

Com o crescimento do papel da informética na sociedade e os computadores
tornando cada vez mais comuns nos lares da populacao brasileira, no final do século XX,
passa a ser importante, e necessario, o uso de computadores e ensino de informatica nas
escolas. Por sua vez, depara-se com a necessidade de modificar o ensino para a insercao

destas ferramentas em sala de aula.

O mundo estd mudando e também deve mudar a formagao que damos aos
nossos educandos, a fim de que enfrentem e se desenvolvam plenamente
neste mundo. Precisamos capacita-los para que se apropriem dessas
tecnologias, de forma que as fagam suas e as utilizem como ferramentas
de superagao pessoal e de mudanga social (LLANO, 2006).

Diante disto, mudancas no ensino foram esperadas: escolas com um ensino mais

dinamico e diversificado, professores que dominassem novas metodologias e trouxessem



para o aluno novos caminhos visando alcancar o entusiasmo do discente e a motivacao
pela busca do saber, programas computacionais que facilitassem o entendimento do aluno,
enfim, um anseio pela mudanca do ensino, uma mudanca que fosse percebida e vivenciada
nas escolas. Porém, ainda nao vivencia-se isto, muitos docentes discriminam o uso da
tecnologia por nao dominarem ou conhecerem meios para aliar conteudos trabalhados em
sala de aula com os recursos tecnolégicos. Assim, mesmo com a mudanca da sociedade na

utilizagao de recursos tecnoldgicos, percebe-se um lento avango das escolas neste aspecto.

Recordam-se casos de centros educacionais onde se inseriram os compu-
tadores e que, depois da emocao inicial, tudo continuou do mesmo jeito.
Quando acreditava-se que os aparelhos teriam em si o poder de gerar
esta mudanca, percebeu-se que tais equipamentos nos enganaram, nao
cumpriram a promessa de “modernizar” e “melhorar” a qualidade de
nossa educagao. O erro estd em pensar que eles sao “varinhas magicas”,
que a sua presenga basta para transformar a realidade de uma instituicao

educativa (LLANO, 2006).

Desta forma, exigéncias para com os docentes, afim de que, lecionem discipli-
nas do nticleo comum nas escolas de ensino basico, aliando suas aulas as tecnologias da
informacao, tem tornado-se cada vez mais frequentes. Porém, observa-se o uso destas tec-
nologias de forma limitada, sem a explora¢ao de mecanismos facilitadores do ensino apren-
dizagem. Atividades e exercicios, que poderiam ser mais aprofundados com a utilizacao
destes recursos, interligando-os as disciplinas, sao apenas trabalhadas de forma mecanica
e repetitiva, ofuscando sua aplicacao, enquanto recurso para um ensino dinamico, e tra-
zendo um ensino tradicional com uma roupagem diferente.

Muitas vezes, os professores, premidos pelas exigéncias oficiais e instituci-
onais, levam seus alunos a laboratoérios de informaética sem planejar ativi-
dades que desenvolvam competéncias, tais como a de formular hipdteses
ou de argumentar. Aprendem a acessar um determinado software e es-
tabelecem tarefas em que os estudantes vao apenas digitar comandos e
visualizar as respostas (CURY, 2004).

Quanto ao ensino de matematica na educacao basica, este, pode-se tornar mais
atrativo quando empregado o uso do computador e, a inser¢ao deste recurso, proporciona
ao discente, além do aprendizado matemaético, a aquisicao de novas habilidades sobre

uso de ferramentas computacionais. Quando bem orientado, os discentes podem aplicar



estas ferramentas na solucao de problemas do seu cotidiano, bem como, apresentarem mais
facilidade quanto a aquisicao e fixacao de contetidos matematicos que lhe sao apresentados.
Cabe a matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o conhecimento
de novas informacoes e instrumentos necessérios para que seja possivel
a ele continuar aprendendo. Saber aprender é a condi¢ao bésica para
prosseguir aperfeicoando-se ao longo da vida. Sem dudvida, cabe a todas
as areas do ensino médio auxiliar no desenvolvimento da autonomia e
da capacidade de pesquisa, para que cada aluno possa confiar em seu

préprio conhecimento (BRASIL, 2000).

Ao aplicar o uso de computadores no ensino, além de um conhecimento prévio
para lidar com alguns softwares, exige-se dos docentes, abordagens nas aulas que nor-
teiem o discente na construcao do conhecimento, utilizando esta ferramenta nao apenas
para conseguir resultados, mas, um elo entre discussoes, interpretagoes, construgoes e os
topicos estudados. Porém, quando aplicados, atividades mais elaboradas e com tarefas
que sobreponha atividades mecanicas sao pouco evidenciadas.

Nao é necessério que o professor seja um especialista em tecnologia, mas
é interessante que ele a conhega e domine, de modo a utiliza-lo numa
perspectiva critica. Para fazer uso adequado dos recursos tecnolégicos e
para facilitar o desenvolvimento das sequéncias didaticas, é importante
que o professor conheca o modo de operacao técnica (comandos, fungdes
e linguagens) de forma a explorar suas possibilidades e identificar as li-
mitagoes [...] o uso da tecnologia, e, em particular, do computador na
educagao, pode ser considerado uma inovagao e, como toda inovagao, ela
s6 serd integrada a pratica profissional apés um processo longo de apro-
priacgao e de utilizacao frequente em situagoes diversificadas. O processo
de integracao envolve aspectos tecnolégicos, pedagogicos e, também, de
gestdo. Além de dominar tecnologia e de conhecer os softwares dis-

poniveis, é necessdrio incorporé-los ao curriculo (BELINE, 2010).

Por mais que existam uma gama de softwares educacionais com grandes poten-
cialidades voltadas para o ensino de matematica, o despreparo ou desconhecimento dos
docentes de como aliar suas aulas com estes softwares, sao alguns dos fatores que acar-

retam na sua utilizacdo de forma mecanica, semelhante ao utilizar uma calculadora para



obter resultados ou de resolver uma equacao no caderno, deixando as perspectivas de uso

dessas ferramentas em sala de lado.
Quanto aos recursos didaticos, o uso de calculadora e de outros recursos
tecnoldgicos ainda é um terreno insuficientemente explorado no ensino
médio atual. Por exemplo, nas obras didaticas, é sempre presente o
emprego da calculadora, porém visa-se mais a realizagao e conferéncia
de calculos em detrimento de outras possibilidades de trabalho didatico
com essa ferramenta tecnolégica. Entre os outros recursos tecnolégicos,
de forma geral, ha boas sugestoes de utilizagao de softwares livres. (BRA-

SIL, 2014).

Logo, atividades orientadas e fundamentadas para utilizagao do computador sao
necessarias, assim como, o conhecimento pelo docente de recursos computacionais que
sirvam como ponte para desmistificar o ensino de matematica nas escolas piblicas e torna-
lo mais atrativo, podendo ser através da utilizagao de softwares em atividades aplicadas
que busquem desenvolver novos olhares sobre a matematica e suas aplicagoes.

Os professores necessitam, portanto, conhecer as tecnologias disponiveis
e estudar possibilidades de uso dessa ferramenta como mais um recurso
didatico para o processo de aprendizagem. E importante ressaltar que
nao se trata de tornar a aprendizagem mais facil aligeirando o ensino.
Ao contréario, a aprendizagem deve ser favorecida com situagoes que a
tornem mais significativa e que os alunos possam interagir entre si e
com a maquina, construindo conhecimentos, vivenciando situagoes que,
muitas vezes, nao tinham sentido, ou tinham outro sentido, no ambiente
papel e ldpis (BELINE, 2010).

Ressalta-se que, professores de matemaética ainda insistem em praticas docentes
norteadas pela ementa, onde, praticas baseadas na realizacao de projetos podem atrasar
o cumprimento da mesma. Desta forma, a incorporacao de um ensino desmistificado
através da utilizagao do computador, necessita de tempo e praticas diferenciadas, exigindo
do professor flexibilidade quanto a matriz curricular, visto que, quando se trabalha com
um software especifico, o professor terd o desafio de ensinar o aluno a trabalhar com o
programa, bem como, vincular atividades que tenha por finalidade o ensino ou fixagao de

certo conteudo matematico.



Vale insistir que a atualizagao curricular nao deve significar comple-
mentacao de ementas, ao se acrescentarem topicos a uma lista de assun-
tos. Ao contrédrio, é preciso superar a visdo enciclopédica do curriculo,
que é um obstaculo a verdadeira atualizagao do ensino, porque estabelece
uma ordem tao artificial quanto arbitraria, em que pré-requisitos fecha-
dos proibem o aprendizado de aspectos modernos antes de se completar
o aprendizado classico e em que os aspectos “aplicados” ou tecnoldgicos
s6 teriam lugar apds a ciéncia pura ter sido extensivamente dominada.
Tal visao dificulta tanto a organizagao dos conteidos escolares quanto a

formagao dos professores (BRASIL, 2000).

Para a implementacao efetiva das tecnologias da informagao em sala, sera pre-
ciso, além de um olhar especial para o curriculo escolar, também, atualizacoes e novas
metodologias de ensino. E, ao inserir o uso do computador em sala, hé necessidade de
desenvolver trabalhos orientados aos alunos em relacao ao uso correto dessas tecnologias
e suas aplicagoes junto aos conteudos abordados, buscando interligar os conteiidos ma-
tematicos presentes nos planejamentos com os softwares presentes no universo da internet.

Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é hoje o
computador, exigird do ensino de matematica um redirecionamento sob
uma perspectiva curricular que favoreca o desenvolvimento de habilida-
des e procedimentos com os quais o individuo possa se reconhecer e se
orientar nesse mundo do conhecimento em constante movimento (BRA-

SIL, 2000).

Quanto as praticas orientadas para o uso e ensino desses recursos, de modo a
facilitar e orientar a utilizacao de meios tecnolégicos no ensino de matematica, a execucao
de projetos dentro da concepc¢ao construtivista é um meio para alcancar e inserir tais
praticas nas escolas, além de conceber espacos para atividades em grupos, podendo ser

atividades dinamicas ou interdisciplinares inseridas no meio tecnolégico.



O desenvolvimento de projetos, conduzidos por grupos de alunos com a
supervisao de professores, pode dar oportunidade de utilizagao dessas e
de outras tecnologias, especialmente no Ensino Médio. Isso, é claro, nao
ocorre espontaneamente, mas sim como uma das iniciativas integrantes
do projeto pedagdgico de cada unidade escolar, projeto que pode mesmo
ser estimulado pelas redes educacionais. Para a elaboragao de tal projeto,
pode-se conceber, com vantagem, uma nucleagao prévia de disciplinas de
uma area, como a matematica e ciéncias da natureza, articulando-se em
seguida com as demais dreas (BRASIL, 2000).

Neste contexto, atividades voltadas para a introducao do computador em salas
de aula sao um anseio e, estas praticas, tornam o ensino mais atrativo e desafiador, dentre
varios recursos do computador, cabe aos docentes atualizarem e dominarem a utilizagao
de softwares voltados para a educacao.

Quanto a quantidade de softwares voltados para o ensino, a matemaéatica é mais
beneficiada, sendo encontrados softwares para esboco grafico, resolucao de equacgoes, es-
tudo do célculo e diversos programas para atividades lidicas.

Cabe ressaltar que a matematica é uma &area privilegiada tanto pela
quantidade de materiais (softwares) existentes quanto de pesquisas re-
lacionadas ao uso dos mesmos materiais. Entretanto, poucas pesquisas
tratam do uso que o professor faz de um software em sala e, também,
poucos sao os textos destinados a difundir as pesquisas para os profes-

sores (BELINE, 2010).

Desta forma, a quantidade de softwares voltados para matematica e seu ensino,
bem como, a falta de conhecimento e despreparo, por parte de uma parcela dos docentes
do ensino bésico, de como lidar com estes programas nas aulas de matematica ou no uso do
computador em sala, refor¢a a importancia de orientacoes voltadas para docentes quanto
a utilizagao de softwares e a difusao destas praticas no ensino basico, visto a importancia

e crescente inser¢ao das tecnologias da informagao nas escolas.
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Capitulo 2

FreeMat: dentre varios softwares

pagos, uma escolha livre

Neste capitulo, serao apresentados alguns softwares aplicados na matematica,
utilizados para o estudo de areas como: algebra, geometria, equacoes diferenciais, dentre
outras; em especial, destes softwares, serd dado énfase ao FreeMat, sendo apresentado um
breve histérico e comandos basicos para sua utilizagao no que tange, fungoes e matrizes.
Os comandos apresentados também servirao de base para entendimento e aplicacao das
propostas, que serao descritas no Capitulo 4.

Diante de uma grande quantidade de softwares aplicados a matemaética e ao en-
sino de matematica, destacam-se alguns pesquisados e comentados em artigos cientificos
ou trabalhos académicos, tais como SANTOS (2010) e BATISTA (2004), destes, devido
alguns softwares serem pagos e dificilmente utilizados pelas escolas ptublicas, existem al-
ternativas similares e livres no mercado para o uso destas instituicoes ou pelos docentes
das mesmas.

Na Tabela 2.1, sao listados alguns softwares matematicos gratuitos, incluindo os
contetdos abordados pelos mesmos e os sistemas operacionais compativeis. Além dos
softwares citados na Tabela 2.1, existem outros de natureza comercial, tais como: Cabri
Geométre, Derive, MS-Excel, Geospace, Geoplan, Mathematica, Maple, Matlab, entre

outros.
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Software Aplicagoes Sistema operacional
Geogebra Geometria, algebra e cédlculo Windows, Linux, MacOS X
Calc 3D Algebra linear, geometria plana e espacial Windows e MacOS X
FreeMat Graficos de relagoes, calculo numérico, algebra | Windows, Linux e MacOS X
kmplot Gréficos de relagoes Linux e MacOS X
Kseg Geometria euclidiana Windows, Linux e MacOS X
Maxima, Calculo, equagoes diferencias e algebra linear Windows, Linux e MacOS X
WinGeo Geometria espacial Windows e MacOS X
Winplot Geometria espacial e plana, graficos de relagoes Windows e MacOS X
Régua e Compasso Geometria plana Windows, Linux e MAcOS X
Octave Calculo numérico Windows, Linux e MacOS X
Scilab Algebra, calculo numérico, graficos de relagoes | Windows, Linux e MacOS X

Tabela 2.1: Softwares matemdticos livres

Devido a proximidade com objeto de estudo que sera apresentado nos proximos

capitulos, destaca-se o Matlab, uma ferramenta matematica aplicada no calculo numérico,

sendo referéncia entre os softwares matematicos desta area. Este é um software pago

segundo uma licenca comercial para Windows, Linux e outras plataformas, e é produzido

pela empresa Mathworks. Com o Matlab, é possivel esbocar gréaficos de funcoes, resolver

equacoes diferenciais ordinarias, derivar e integrar funcoes.

Ainda,

O Matlab (acrénimo de MATrix LABoratory) é um software compu-
tacional conhecido mundialmente como uma excelente ferramenta para
solugdes de problemas matemaéticos, cientificos e tecnoldgicos, que possui
comandos muito préximos da forma como escrevemos as expressoes ma-
tematicas, podem ser usado como prancheta de rascunhos para avaliar
expressoes digitadas nas linhas de comando, ou para executar programas
grandes previamente escritos, pois ele possui um ambiente de desenvol-
vimento integrado embutido, um depurador de informagoes (NOBRE,

2014).

Convém observar que esse sistema nao é desenhado especialmente para
atingir objetivos pedagdgicos, mas é projetado para atender as necessi-
dades do profissional na resolugao de problemas. E certo que a utilizagao
adequada desse sistema pode contribuir muito para cientistas, professo-

res e alunos a nivel de graduacdo ou profissional (NOBRE, 2014).

Similar ao Matlab, existem alguns softwares matematicos distribuidos gratuita-

mente, destes, diante dos citados na Tabela 2.1, cabe destacar o FreeMat, um software
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que embora nao tenha todas as suas potencialidades, tem grandes recursos e aproxima-se

muito do mesmo.

2.1 FreeMat

O FreeMat é um pacote computacional numérico desenvolvido pela Samitbasu,
tem sintese e 95% da compatibilidade dos recursos iguais ao do Matlab, tendo como
plataformas suportadas: Windows, MAC OS X e Linux. Por ser um software livre dis-
ponivel sob a Licenga Publica Geral (GPL), é possivel baixa-lo gratuitamente através da
seguinte pagina da internet, http://freemat.sourceforge.net, sendo, a versao 4.2, a atual
até a dada deste trabalho. Informacoes gerais sobre o software e seus desenvolvedores sao
encontraddas em FREEMAT (2014).

O FreeMat é um programa de cédlculo numérico para Matematica e
ciéncias afins, que funciona interativamente, baseado em matrizes, per-
mitindo a visualizacao grafica de varios dos seus objetos. O FreeMat
é rapido e simples, resolvendo problemas numéricos em tempo menor
que o exigido em uma linguagem de programacao como C ou Fortran
(SODRE, 2014).

Com o FreeMat é possivel plotar graficos 2D e 3D, realizar diversas operagoes
com matrizes e polinomios, trabalhar com funcoes, podendo realizar um tratamento mais
aprofundado como derivar, integrar fungoes e resolucao de equacgoes diferenciais. Em
SHARMA (2014), é dado maior énfase e apresentado comandos para estes tratamentos
graficos e algébricos no software.

Pela sua grande quantidade de recursos e similaridade com o Matlab, o FreeMat
pode ser aplicado tanto no ensino béasico quanto no ensino superior. Observa-se que, para
ser aplicado no ensino basico, foco de estudo deste trabalho, muitos de seus comandos sao
simples e de facil programacao, podendo ser trabalhado sem um estudo minucioso de seu
tutorial, bem como, é gratuito, leve e tem suporte para o sistema Linux, utilizado pelas
escolas publicas.

Por ser muito facil de usar, a linguagem é ideal para uso educacional e
para desenvolver rapidamente protGtipos de novos programas [...] sis-
tema computacional flexivel capaz desenvolver essencialmente qualquer

problema técnico (NOBRE, 2014).
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Ao iniciar o FreeMat, o usudrio depara-se com a Interface do Programa (Figura
2.1), tal Interface estd em lingua inglesa e nela estd disposta a janela de comandos, uma
tela branca onde devem ser digitados comandos para realizacao de agoes matematicas.
Tais comandos, sao digitados no prompt, isto é, inseridos na janela de comandos apds o
seguinte sinal: “—— >": em seguida, pressiona-se a tecla Enter, para que sejam reportadas
as respostas, que serao apresentadas na prépria janela precedidas pelo anagrama “ans”

(answer, que em portugués significa resposta).

Observacao 2.1. Durante a apresentacao das propostas utilizando o FreeMat, ao serem
descritos a insercao de n comandos referente a execucao de uma agao matematica, estes,

serao apresentados dentro de um retangulo, como segue

comando 1

comando 2

comando n

subentendendo-se que, apds cada comando inserido, deve-se clicar na tecla Enter.

=
—{ MENU E BARRA DE FERRAMENTAS

Dk DBE uwire

Name Class Value

— double Variéveis e dados
armazenados

JANELA DE COMANDOS

%% sex 6. fev 15:08:19 2015

Historico de comandos

e Browser

Filename Size Date Modified  Type
.. (ParentF. Folder

bin o 24Nov 2014 16:... Folder Difeto’rio

help 0 24 Nov 2014 16:.. Folder

Figura 2.1: Janelas dispostas na Interface do FreeMat

PLER , 15088531, Ready NomalMode W B |

Na parte superior da Interface, encontram-se as Barra de Menu e Ferramentas, no
canto esquerdo da Interface, sao dispostas trés janelas: History, File Browser e Variables

que, respectivamente, corresponde ao armazenamento do histérico dos ltimos comandos
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digitados, diretério corrente do programa e o espaco de trabalho onde se visualizam dados
e variaveis, como mostra a Figura 2.1.

Ao plotar um grafico de uma relacdo matematica, este, é apresentado em uma
nova janela aberta automaticamente pelo software. Na parte superior desta janela grafica,
encontra-se o Menu de Ferramentas, e nele sao dispostos sequencialmente as seguin-
tes ferramentas: save (salvar grifico), close (fechar grifico), copy (copiar grdfico), zoom
(aumentar grdfico), rotate(rotacionar grdfico), camera rotate (rotacionar camera) e sam-
ple (mostrar pontos do grdfico), como observa-se na Figura 2.2.

T Figure 1 - o IEN

File Tools

[EOo®ca D ]

Janela Grafica

PO HED--

Menu de Ferramentas

Figura 2.2: Janela grafica do FreeMat

Segundo SODRE (2014), a realizacao de operagoes bésicas no FreeMat assemelham-
se com as de uma calculadora cientifica, ou seja, operacoes na forma usual. Na Tabela
2.2, sao apresentados os comandos utilizados para estas operagoes entre nimeros reais e,
também, com matrizes. Exemplos destas operagoes basicas realizadas no FreeMat, com
nuameros reais, podem ser vistos na Figura 2.3 e, no caso das operagoes com matrizes,

exemplos detalhados foram construidos no Capitulo 4 deste trabalho.

Operacao Operador aritmético | Numeros reais | Matrizes
Adigao + 2+3 A+B
Subtracao - 2-3 A-B
Multiplicagao * 2x3 AxB
Divisao / 2/3 -
Potenciacao - 273 A3

Tabela 2.2: Comandos utilizados nas operagées com nimeros reais e matrizes

Na resolucao de expressoes que envolvam chaves, colchetes e parénteses; como

o FreeMat s6 possibilita utilizar parénteses, este ordenard as operagoes. SODRE (2014)
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explica que, “Para realizar cédlculos basicos no FreeMat, basta inserir as operagoes nas

formas usuais, lembrando que parénteses alteram a precedéncia nas operagoes realizando

primeiro as operagoes envolvidas por eles”.

Exemplo 2.2. Para determinar o valor da expressao

(2+3)-2]>—-1
3 )

no FreeMat, o comando correspondente seria:

(((2+3)%2)"2-1)/3

@

File Edit Debug Teols Help

JV& ‘LE]W WIB W 8 o9

--> 243

ans =
5

--> 2-3

ans =
-1

—-> (((2+3)*2)*2-1)/3

ans =
33

-->

2T
=

Z43

2®3

[{((2+3) *2)~2-1) .3

Figura 2.3: Operagoes com nimeros reais desenvolvidas no FreeMat

Quanto as matrizes, estas constituem a estrutura basica do FreeMat, por isso,

ele permite varias maneiras de manipula-las. Para inserir uma matriz no FreeMat, entre

colchetes, os elementos de uma mesma linha devem estar separados por um espaco e as

linhas devem estar separadas por ponto e virgula.

Exemplo 2.3. Ao trabalhar com matrizes no FreeMat, para inserir a matriz quadrada



deve-se digitar o seguinte comando:

B=[1 4; 2 1]

Relativo ao suporte e acesso do tutorial do FreeMat, na janela de comandos,
digita-se helpwin; isto ajudard quanto duavidas e desenvolvimento de operacoes mais
complexas, bem como, fornecera todas as ferramentas que o FreeMat dispoe.

Para um estudo introdutorio, a Tabela 2.3, apresenta algumas fungoes e coman-
dos basicos utilizadas no FreeMat para manipulagao de graficos, matrizes e fungoes. Os
comandos citados na Tabela 2.3, sdo referentes aos apresentados em FIPIAK (2012),

SHARMA (2014) e SODRE (2014).

Funcoes Descrigao
helpwin Abre um tutorial do programa em lingua inglesa
clear Limpa as variaveis armazenadas
clc Limpa a janela de comandos
plot(x,y) Plota um grafico 2D para os pares ordenados (z,y)
det (A) Calcula o determinante da matriz A

format short | Configura o FreeMat para reportar 4 casas decimais apds a virgula
format long | Configura o FreeMat para reportar 16 casas decimais apds a virgula

inv(A) Determina a matriz inversa da matriz A
rank (A) Determina o posto da matriz A
A’ Determina a matriz transposta da matriz A
eye(n) Cria a matriz identidade de ordem n
zeros(m,n) Cria a matriz nula de ordem m x n
size[A] Informa a quantidade de linhas e colunas da matriz A
C=[A B] Determina a matriz em blocos C' = [A|B]
; Quando inserido apds um comando, nao reportara os resultados
mod (a,n) Determina o inteiro ndo negativo, menor do que n, b =mod(a, n)
congruente a a moédulo n
mod (A,n) Determina a matriz B =mod(A, n) cujas entradas sdo congruentes,
respectivamente, as entradas da matriz A médulo n
disp Utilizado para apresentar mensagens de textos no programa
x=input Entrada de dados para uma variavel x via valor digitado

Tabela 2.3: Algumas fungoes e comandos utilizados no FreeMat
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2.2 Programacao em FreeMat

O FreeMat ¢ uma ferramenta e uma linguagem de programagao, por possuir uma
biblioteca de funcoes predefinidas, torna as tarefas de programacao técnica mais faceis.

Os comandos do FreeMat sao normalmente digitados na Janela de Comandos,
onde uma unica linha de comando é introduzida e processada imediatamente, porém,
o FreeMat é capaz de executar sequéncias de comandos armazenadas em arquivos com
extensao .m, para isto, deve-se acessar o Menu de Ferramentas e selecionar a opgao editor.
Apos selecionado, abrird uma nova janela para edigao de textos, tal janela, apresentada na
Figura 2.4, é especifica para programacao e os comandos deverao ser digitados na mesma.
Portanto, por meio do editor de texto, é possivel construir um programa em FreeMat

através dos mesmos comandos e sintaxe dos utilizados na janela de comandos.

3 wridrdr heehiar o ko -r H

l File Edit Debug Tools Help
w e W e
Dl DB wik @« 3 |[lPPo o il kpdnligs
=y | | L a

1

%
=

Janela de edicdo de texto

Ready

Figura 2.4: Janela de edigao de texto

Para programagcao em FreeMat, existem dois tipos de arquivos: script e function.
Os arquivos script sao uteis quando se deseja efetuar uma sequéncia de comandos com
muita frequéncia, pois, toda vez que for chamado, efetua a lista dos comandos como se
eles fossem inseridos sequencialmente, via teclado. Os arquivos tipo function, admitem
parametros de entrada, retornam valores e possuem variaveis locais. O 1ltimo arquivo
serd o que utilizaremos, no Capitulo 4.

Para salvar um arquivo digitado no editor do FreeMat, na barra do Menu do
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editor, seleciona-se a opcao F'ile e clica-se em Save ou Save As, como mostra a Figura
2.5. Apds, deve-se escolher um diretorio para salvar o arquivo, sugere-se escolher prefe-

rencialmente o diretério onde esteja instalado o FreeMat.

-3 untitled.m - FreeMat v4.2 Editor - O
File | Edit Tools Debug Help
[ NewTab Ctr+N D k E] b b OB IB @ -
i/ Open Cti+0 o

Open Selection CtisD
B s cuies File | Edit Tools Debug Help

Save As.
@ CloseTab Crlew 1 Mew Tab Crrl+M

Close All Tab "_

|::> &7 Open Cirl+0

2 2

resem Open Selection Ctri+D

3 valonm -

4iftm S

3 awve Ctrl+5 I
[© QuitEditor Ctil+Q Sawe As
&# CloseTab Ctrl+W
Close All Tab

1 wvalores.m
2 noco.m
3 valor.m

4 ift.m

5 if_test.m

@ QuitEditor Ctri+Q

Figura 2.5: Local para salvar arquivos digitados na janela de edigao

Em particular, para salvar um arquivo script, deve-se escolher um nome para o
arquivo e salva-lo na extensao .m. Para utiliza-lo, selecione o diretério onde foi salvo,
por exemplo, escolher o diretério Program Files/FreeMat, como mostra a Figura 2.6,
e digita-se na janela de comandos o nome com que foi salvo, assim, todas as sequéncias

de comandos serao executadas.

5 FreeMat v4.2 Command Window - olEN|
File Edit Debug Tools Help

DB DBBE 0 lE w3 P sekbee || [Chogonristefee | | Q)
>

Fies (x86) FreeMat.
C: Msers ison Juvina/Google Drive

C: Program Fies (x55

C:/Program Files (v86)/FreeMat v

C:[Program Fles (x36) [FresMat
C: Users/Wilson Juvino/Goodgle Drive
c/
C:Proaram Files (%36)

Figura 2.6: Diretérios do FreeMat
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Ja, para salvar programas em arquivos tipo function, o procedimento é similar
e explicaremos com mais detalhes, a continuagao: Na primeira linha do editor deve-se

escrever:

function nome do arquivo

e o arquivo de ser salvo com o nome descrito. Por exemplo, ao digitar na primeira linha

function resultado

para salvar este arquivo, deve-se escolher o diretério corrente onde esta instalado o Fre-
eMat (como foi observado na Figura 2.6), salvando-o com o nome: resultado.m. Para
executar a fungao, basta digitar na janela de comandos a palavra: resultado.

Quanto aos operadores utilizados na programacao, a Tabela 2.4 apresenta alguns

operadores l6gicos e, a Tabela 2.5, operados relacionais.

Descricao | operador logico
e &

ou |

Tabela 2.4: Operadores 16gicos

Descricao operador relacional
igual a ==
maior do que
maior ou igual a >=
menor do que <
menor ou igual a <=
diferente a ~=

Tabela 2.5: Operadores relacionais

2.3 Comandos de repeticao e de condicao

Na programacao, existem comandos especificos que controlam o fluxo e especi-
ficam a ordem. Tais comandos sao chamados como comandos de condicdo e comandos
de repeticao, os quais, no FreeMat, sao os mesmos utilizados no Matlab e funcionam de

forma semelhante aos usados na linguagem C', porém, com uma estrutura diferente.
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2.3.1 Comandos de condicao

Relativo aos comandos de condicao, neste trabalho, serao abordados os lagos if,
else e elseif (se, sendo, sendo se). O comando if, avalia uma expressdo condicional
! e, executa uma sequéncia de comandos, se esta condicio é verdadeira. A forma geral

deste comando é a seguinte:

if expressdo-condicional
sequéncia de comandos

end

Exemplo 2.4. Inserido a sequéncia de comandos

if x>10
y=10

end

tem-se o seguinte: se a condigao x > 10 for verdadeira, entao y = 10.

O comando elseif, avalia uma expressao condicional considerando a possibili-
dade de ela ser falsa. Se o comando if diz o que fazer quando a condicao é verdadeira, o
comando elseif permite executar uma sequéncia de comandos se a condicao if é falsa.

A forma geral deste comando é a seguinte:

if expressdo-condicional
sequéncia de comandos

elseif expressdo-condicional
sequéncia de comandos

end

!Entende-se por expressao condicional, qualquer expressao que resulte em uma resposta do tipo ver-
dadeiro ou falso e construida utilizando operadores matematicos, relacionais ou logicos.
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Exemplo 2.5. Inserido a sequéncia de comandos:

if x>10

y=10

elseif x<=10
y=-10

end

tem-se o seguinte: se a condicao x > 10 for falsa, entao y = —10.

O comando else, ¢é utilizado apds as expressoes condicionais definidas por if
e elseif. O comando else executa uma sequéncia de comandos, quando as condigoes

anteriores sao falsas. A forma geral é a seguinte:

if expressdo-condicional
sequéncia de comandos

elseif expressdo-condicional
sequéncia de comandos

else expressdo-condicional

sequéncia de comandos

end

Exemplo 2.6. Inserido a sequéncia de comandos

if x>10
y=10

elseif x<10
y=-10

else x=10

y=0

end

tem-se o seguinte: se a condicao x > 10 e z < 10 forem falsas, entao y = 0.
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2.3.2 Comando de repeticao

Relativo aos comandos de repeticao, neste trabalho, serao abordados os lagos for
e while.

O comando while, avalia uma expressao condicional e executa uma sequéncia
de comandos enquanto essa condicao for verdadeira. Ou seja, ao final da sequéncia de
comandos, o comando while testa a expressao condicional para saber se deve ou nao
executar novamente aquela sequéncia de comandos. A forma geral de um comando while

é:

while (expressdo condicional)
sequéncia de comandos

end

O comando for é um controlador de fluxo que serve para repetir uma sequéncia

de comandos diversas vezes. A forma geral de um comando for é:

for variavel = valor inicial: valor final
sequéncia de comandos

end

Com estas informacoes é possivel utilizar tal software para aplicagao superficial
em conteudos do ensino bésico, observando que sao intimeras as fungoes que o programa
dispoe. Para uma aplicacao e estudo mais aprofundado, é necesséario, além dos conhe-
cimentos destes comandos bésicos, também, dominio da parte algébrica e geométrica do

conteudo a ser desenvolvido.
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Capitulo 3

Topicos de Matematica a serem

aplicados no FreeMat

Neste capitulo, serao apresentados definicbes e propriedades elementares das
funcoes, matrizes, determinantes e sistemas lineares, na qual, juntamente com os exem-
plos abordados no capitulo, serao utilizadas na proposta para utilizacao do FreeMat no
ensino de matematica. As propriedades, definicoes e teoremas matemaéticos apresenta-
das, possuem como referéncias: BOLDRINI (1980), CALLIOLI (2000), HEFEZ (2012),
HOWARD (2001), IEZZI (2002), LIMA (2013) e SILVA (2007).

De agora em diante, utilizaremos as notagoes N, Z, R e Z,, (n > 2), para indicar

o conjunto dos nimeros naturais, inteiros, reais e dos inteiros médulo n, respectivamente.

3.1 Funcao

Data-se o primeiro aparecimento da representacao de uma funcao ha 2000 a.c,
de forma intuitiva, segundo MARTANT (2015), foi encontrado nas tabuas babilonicas em
seus calculos com tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas. Quanto a
origem do conceito de funcao, atribui-se ao matematico Nicole Oresme (1323 - 1382), que
descreveu graficamente a dependéncia entre velocidade e tempo usando linhas verticais e
horizontais. Com o avanco da matematica, consequentemente, houve contribuicoes para

o desenvolvimento das fungoes, até que se chegasse nos conceitos utilizados atualmente.

Definigao 3.1. Sejam dois conjuntos nao vazios, A e B, e f C Ax B. A terna (A, B, f)

é uma funcao de A em B se, para todo z € A, existe um tunico y € B tal que (z,y) € f.
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O conjunto A é denominado dominio da funcao e o conjunto B é denominado
contradominio da func¢do. O conjunto dos elementos y € B, para os quais existe x € A,
tal que (z,y) € f, é chamado de conjunto imagem e serd denotado por Im(f).

A terna (A, B, f) é usualmente denotada por f: A — B e lé-se: funcao f de A
em B. Neste contexto, se (z,y) € f, denomina-se y como imagem de z pela aplicacao de
f e escreve-se f(x) =y, onde, x é chamado de varidvel independente e y é chamado de

variavel dependente. Mais precisamente, representa-se

f: A — B

z — [f(z)

como sendo a funcao f de A em B tal que a cada x € A, faz corresponder um tnico
elemento f(x) € B.

O grdfico de f é o conjunto

graff = {(z,y) €e Ax B:y= f(x)}.

Se A e B sao subconjuntos de R, a funcao f : A — B chama-se funcdo real de

varidvel real e, o seu grafico é representado no plano cartesiano.

1
Exemplo 3.2. A fungao real de varidvel real f: R\ {0} — R, definida por f(z) = W,
x
possui por imagem o conjunto (0, +00).
Exemplo 3.3. Para alugar um carro certa pessoa dispoe de duas Locadoras, A e B. A
locadora de automédveis A, cobra uma taxa de 20 reais mais 2 reais por quilometro rodado,
apos a retirada do carro da garagem. Ja, a locadora B, cobra uma taxa de 50 reais mais

1 real por quilometro rodado. Nota-se que, a locadora A tem uma taxa menor que a sua

concorrente, diante disso, existird um momento no qual a locadora B torna-se viavel?

A principio parece ser que a locadora A é favoravel. No entanto, veremos que isto
nao ¢ verdade, a partir de uma certa quilometragem. Para ambas locadoras os valores a
serem pagos y estao em funcao dos quilometros rodados x, sendo os quildometros niimeros
reais nao negativos. Desta forma, se a locadora A cobra R$ 2,00 por quilometro x mais
uma taxa fixa de R$ 20,00, entao o valor a pagar y é dado por y = 2z + 20. De maneira

andloga, a locadora B cobra R$ 1,00 por quilometro x mais uma taxa fixa de R$ 50, 00,
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entao o valor a pagar y é dado por y = x + 50. Assim, define-se uma funcao para cada
locadora, de modo que, f : [0, +00) — R dada por f(x) = 2x+20 é a fungao da locadora
Aeg:[0,+00) — R dada por g(z) = x + 50 ¢ a fungao da locadora B.

Afim de determinar para quais valores do dominio, as imagens da funcao f sao
maiores que as imagens da fun¢do g, devemos achar os valores x € [0,400) tais que

f(z) > g(x). De fato, se x € [0, +00), temos que
flz)>g(x) & 224+20>z2+50 < x> 30.

Concluimos que, f(x) > g(z) se, e somente se, x > 30. Isto é, a locadora B é mais atrativa

que a locadora A ap6s percorridos 30 km.

Definicao 3.4. Sejam n um numero inteiro nao negativo e ag, . .., a,, nimeros reais. A

funcao f : R — R, definida por
f(x) = Zaixi = a,z" + -+ + ap,
i=0

denomina-se func¢ao polinomial.
Se a,, # 0, n é chamado grau da funcao polinomial f. Em particular, temos que:

(1) Se n = 0, a fun¢ao polinomial f é a fungdo constante. Além disso, se ag # 0, f

possui grau 0. A funcdo nula nao possui grau.
(2) Sen=1¢ea; #0, afuncdo polinomial f denomina-se funcao afim.
(3) Sen =2eay # 0, a funcdo polinomial f denomina-se func¢dao quadrdtica.

(4) se n =3 e ag # 0, a fungao polinomial f denomina-se func¢do cibica.

Definicao 3.5. Seja n um numero natural, com n > 2, e D; conjuntos nao vazios, tais

que D; N D; = &, paratodoi # jei,j=1,2,...,n. Sejam f; : D; —>YeD:UDi.
i=1
A funcdo f : D — Y, dada por f(z) = f;(x), se x € D;, denomina-se funcao definida

por partes. Escreve-se:
4

fi(z), sex € Dy;

fa(x), sex € Do;

fn(z), sex € D,.

\
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Exemplo 3.6. A funcao f: R — R, definida por

0, se = <0;
flx) =1 2° se 0<x<2;

r+3, se x> 2;

é uma funcao definida por partes. O grafico de f é representado na Figura 3.1. A imagem
de f é o conjunto [0,4] U (5,4+00). Com efeito, dado y € [0,4], consideramos = = /4.
Entdo x € [0,2] e f(z) = f(v¥) = (/v)* = y. Logo, y € Im(f). Assim,

[0,4] € Im(f). (3.1)

Agora, dado y € (5,+00), consideremos z = y — 3. Entao, x € (2,400) e f(z) =
fly—3)=(y—3)+3=y. Logo, y € Im(f). Assim,

(5,400) C Im(f). (3.2)

De (3.1) e (3.2), [0,4] U (5, 4+00) C Im(f).
Vejamos agora que Im(f) C [0,4] U (5, +00). De fato, dado y € Im(f), existe um
z € R tal que y = f(z). Se x <0, entdo y = f(z) =0 € [0,4]. Logo, y € [0,4]. Assim,

Im(f) C [0,4] U (5, +00). (3.3)
Se z € [0,2], entdo y = f(x) = 2* € [0,4]. Logo, y € [0,4]. Assim,

Im(f) C [0,4] U (5, +00). (3.4)
Se z € (2,400), entdo y = f(z) = + 3 € (5, +00). Logo, y € (5,400). Assim,

Im(f) C [0,4] U (5, +00). (3.5)

De (3.3), (3.4) e (3.5), Im(f) C [0,4] U (5, +00).

Definicao 3.7. Duas fungoes f : A — B e g : C — D sao chamadas funcoes iguais

se, A=C, B=D e f(x) = g(x), para todo x € A.
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flx)=x+3

flx)=x*

Figura 3.1: Gréfico da funcao f

Definicao 3.8. Sejam f: A — Beg:(C — B. Diz-se que f é uma restricio de g se

AC Ce f(z) =g(x), para todo x € A. Neste caso, denota-se f = g|a.

3.1.0.1 Funcao bijetiva
Definicao 3.9. Sejam A e B dois conjuntos e f: A — B.

(a) Diz-se que f é injetiva se, para quaisquer z1, o pertencentes a A, tais que x; # o,
tenha-se f(z1) # f(x2). Equivalentemente, f é injetiva se, para quaisquer i, xs

pertencentes a A, tais que f(z1) = f(22), tenha-se 1 = xs.

(b) Diz-se que f é sobrejetiva se, para quaisquer y € B, existe um =z € A tal que

f(z) =y. Isto é, f é sobrejetiva, se Imf = B.
(¢) Diz-se que f: A — B é bijetiva se, f for injetiva e sobrejetiva.

Exemplo 3.10. Seja f : R — R, definida por f(z) = 2*+ 1. Esta funcdo nao ¢ injetiva,
pois f(=3) = 10 = f(3). Além disso, f também nao é sobrejetiva. De fato, para y = 0,
nio existe z € R tal que f(z) = 0, pois, caso contrério, #> + 1 = 0, para algum z € R, o
qual contradiz o fato de z2 4+1>1 > 0.

Consideremos agora uma restricao da funcao f. A funcdo g = f|jo 40 : [0, +00) —

R é injetiva. Com efeito, dados z1,z2 € [0,+00) tais que g(x1) = g(x2). Entao
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3 +1 = 2241 e, assim, 22 = 23. Logo, |x1| = |za]. Como z1,25 € [0, +00), segue

que 1 = To.
Por outro lado, a funcdo h : R — [I,+00), definida por h(z) = 2® + 1, é
sobrejetiva. Com efeito, dado y € [1,400), consideremos =z = \/yTl € R. Entao,
hz)=h(/y—1)=(y—1)?+1=(y—1)+1=y. Isto mostra que Im(h) = [1, +00).
Analogamente, as demonstragoes anteriores, prova-se que a funcao [ : [0, +00) —

[1,4+00), definida por I(x) = 2 + 1, é bijetiva.

Sejam A e B subconjuntos de R. Utilizando a representacao grafica de uma
funcao f : A — B no plano cartesiano, podemos verificar se esta é injetiva, sobrejetiva
ou bijetiva. Para isto, basta analisarmos a intersecao das retas paralelas ao eixo x, que

passam pelo ponto (0,y) com y € B.
(1) Se cada uma dessas retas intersetar o grafico em um sé ponto, entdo a funcao é
injetiva.
(2) Se cada uma dessas retas intersetar o grafico em um ou mais pontos, entao a funcao
¢é sobrejetiva.
(3) Se cada uma dessas retas intersetar o grafico em um sé ponto, entdo a fungao é
bijetiva.

Exemplo 3.11. Seja f a fungao definida no Exemplo 3.6. Analisando o grafico de f,
apresentado na Figura 3.1, note que, a reta paralela ao eixo x, passando pelo ponto

(0, —1), nao interseta o grafico de f; mostrando que f nao é sobrejetiva.

3.2 Matrizes

Ao longo desta secdo, o conjunto R serd um anel comutativo com unidade' (que

podemos considerar como sendo Z,Q, R ou Z,).

Definicao 3.12. Sejam m,n € Ne I, = {(3,j) : 1 <i < m,1 < j < n}. Define-se a

matriz A de ordem m x n (lé-se: m por n), como a fun¢do A que a cada par ordenado

Na literatura, existem muitos autores que tratam sobre teoria de anéis. O leitor interessado, pode
ver, por exemplo, em (HYGINO, 2001, pig. 218).
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(4,7), no conjunto I,,, associa um unico elemento A(7, j) = a;; pertencente a R. Isto é,
A L,, — R
(4,7) — A(i,]) = ai

Cada elemento a;; é chamado entrada da matriz. Uma matriz A de ordem m x n
com entradas no anel R ¢ usualmente representada por um arranjo retangular com m

linhas e n colunas da forma:

ail a12 N AT

G21  QAg2 ... d2p
A=

m1  Gm2 Qmn

ou simplesmente por A = [a;;]mxn-

O simbolo a;; representa a entrada da matriz A que esta na i-ésima linha e j-
ésima coluna. O conjunto das matrizes de ordem m x n com entradas no anel R sera
denotado por M., «n(R).

As matrizes de ordem 1 X n

Li:[ail Qg = Qip | s

1 <i <m, sao chamadas linhas da matriz A = [a;j]mxn. Escreve-se,

L,
A=
L,
As matrizes de ordem m x 1
alj
a2j
Cj — y
Clmj
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1 < j <mn, sdo chamadas colunas da matriz A = [a;j]mxn. Escreve-se,
A

Uma matriz A de ordem n x n denomina-se matriz quadrada. Neste caso, a matriz
A = [a;j]nxn diz-se que é uma matriz de ordem n e, denota-se por A = [a;;],,. Denotaremos
por M, (R), o conjunto de matrizes quadradas de ordem n com entradas no anel R.

A matriz quadrada A = [a;;],, onde a;; = 0, para todo ¢,j =1,...,n com i # j,
denomina-se matriz diagonal.

A matriz quadrada I,, = [0;;],,, onde

1, set=y;

0, sei#j;

5ij —

denomina-se matriz identidade.
A matriz de ordem m X n Oyyxn = [€45]mxn, onde €;; = 0, para todo 1 <i < m e

para todo 1 < j < n, denomina-se matriz nula.

Dada uma matriz A = [a;j|mxn, define-se a matriz oposta de A, denotada por
—A, como a matriz —A = [—@j]mxn-
Dada uma matriz A = [a;j|mxn, define-se a matriz transposta de A, denotada

por A", como a matriz A" = [b;j]nxm, onde b;; = aj;, para todo 1 < i < n e para todo

1<j<m.
1 2 3
Exemplo 3.13. A matriz transposta da matriz quadrada A= | 4 1 6 é a matriz
0 2 =3
1 4 0
Al=121 2
3 6 —3

Sejam A = [@ij]mxn € B = [bij|mxn duas matrizes. Diz-se que a matriz A é igual

a matriz B se, a;; = b;;, para todo 1 <7 < m e para todo 1 < j < n.
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3.2.1 Operacoes com matrizes
3.2.1.1 Adicao de matrizes

Definicao 3.14. Sejam A = [a;j]mxn € B = [bij]mxn duas matrizes em M,,,,(R). Define-

se a soma de A = [a;;]mxn € B = [bijlmxn, denotada por A+ B, como a matriz
C= [Cij]mxm

onde
Cij = aij + bij,

para todo 1 < i < m e para todo 1 < 5 < n. Isto define uma operacao de adi¢cao de

matrizes em M, xn(R).

Dadas as matrizes A = [a;;]mxn € B = [bij]mxn, denota-se A — B = A+ (—B).

1 2 3 5 3 3
Exemplo 3.15. Dadas as matrizes A = 4 1 6 e B = 4 —1 6 em
0 2 -3 1 2 —4
M;(R), tém-se:
1 2 3 5 3 3 145 243 3+3 6 5 6
A+B=1|4 1 6 +14 -1 6 =444 1—-1 6+6 =18 0 12
0 2 -3 1 2 —4 0O+1 242 —-3-—-4 1 4 -7
e
1 2 3 -5 -3 -3 —4 -1 0
A-B=A+(-B)=|41 6 |+| -4 1 —-6|=]0 2 0
0 2 -3 -1 -2 4 -1 0 1

Proposicao 3.16. Dadas trés matrizes A, B e C' pertencentes a M,«n(R), a operagdo

de adicao de matrizes, satisfaz as sequintes propriedades:
(1) A+ B = B+ A (comutativa);
(2) (A+B)+C = A+ (B+C) (associativa);
(3) A+ Opuxn = A (ezisténcia do elemento neutro aditivo);
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(4) A+ (—=A) = Opxn (existéncia do elemento oposto).

Demonstracgao.

(1) Sejam A = [aj|mxn € B = [bjjlmxn. Entéo

A+ B = [aijlmxn + [bijlmxn = [@ij +bijlmxn = [bij + Gijlmxn = [bijlmxn + [@ijlmxn = B+ A.

(2) Sejam A = [aj|mxn € B = [bijlmxn - Entéo

(A+ B) + C = [aij + bijlmxn + [Cijlmxn
= [(aij + bij) + Cijlmxn
= [aij + (bij + ¢ij)lmxn
= [@ijlmxn + [bij + Cijlmxn

— A+ (B+0).

3) Seja A = |aii|mxn. Como O,xn = |€iilmxn, onde e;; = 0, para todo 1 <7 < m e para
J J J

todo 1 < j < n, temos

A + Oan = [aij + eij]mxn = [aij + O]mxn = [aij]mxn = A.

(4) Seja A = [a;j]mxn. Como —A = [—a;j|mxn, temos

A+ (—A) = [Clij + (_aij>]m><n = [ez‘j]mxn = Omxn-

O

Observacao 3.17. A Proposicao 3.16, estabelece que o conjunto M, «,(R) munido da

operacao de adicdo é um grupo abeliano *.

INa literatura, existem muitos autores que tratam sobre teoria de grupos. O leitor interessado, pode
ver, por exemplo, em (HYGINO, 2001, pag. 137).
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3.2.1.2 Multiplicacao de escalares por matrizes

Definig¢ao 3.18. Seja A = [a;j|mxn uma matriz em M,,,(R). Dado A € R, define-se o

produto do escalar A pela matriz A = [a;j|mxn, denotada por AA, como a matriz

C = [Cij]mxna

onde

Cij = ACij,

para todo 1 < i < m e para todo 1 < j < n. Isto define uma operacao de multiplica¢cao

de um escalar por uma matriz.

Proposicao 3.19. Dadas as matrizes A e B pertencentes a Mp,xn(R) € A\, pu escala-
res pertencentes a R, a operacao de multiplicacao de escalares por matrizes, satisfaz as

seguintes propriedades:

(1) MpA) = (Ap)A = p(AA);
(2) AM(A+ B) = AA + AB;
(3) AN+ p)A=XNA+ pA;
(4) 1A= A.

Demonstracao.

(1) Sejam A = [a;j]mxn € A, 0 € R. Entao

AMpA) = A (U[aij]mxn) = /\[:uaij]mxn = P‘(Maij)]mxn = [()‘:u)aij]mxn = (Ap) [aij]mxn = (Aw)A.

Por outro lado, sendo A e p quaisquer, pelo visto anteriormente, segue que

A(pA) = (M)A = (pA)A = p(AA).

Portanto, A(uA) = (Au)A = u(AA).
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(2) Sejam A = [Gij]lmxn, B = [bijlmxn € A € R. Entao

AMA + B) = Aaij + bijlmxn
= [Maij + bij)mxn
= [Aaij + Abij)|mxn
= [Aijlmxn + [Abijlmxn
= Aaijlmxn + Albilmxn
= A\A+ \B.

(3) Sejam A = [a;j]mxn € A, 0 € R. Entao

(A+ A = A+ p)ailmxn
= [(A + waijlmxn
= [Aaij + paijlmxn
= [Aijlmxn + [1aij]mxn
= Maijlmxn + plaijlmxn
= N+ pA.

(4) Seja A = [a;j|mxn. Entao

1A = 1[az‘j]m><n = [1 : aij]mxn - [aij]mxn = A

O

Observacao 3.20. As proposigoes 3.16 e 3.19, estabelecem que o conjunto M, x,(R)

munido das operacoes de adicao e multiplicacdo por escalar é um R-médulo *.

Na literatura, existem muitos autores que tratam sobre teoria de médulos. O leitor interessado, pode
ver, por exemplo, em POLCINO (1972).
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3.2.1.3 Multiplicacao de matrizes

Definig¢ao 3.21. Sejam A = [aij]mxn € B = [bji|nxp duas matrizes com entradas no anel

R. Define-se o produto de A e B, denotada por AB, como a matriz

C= [Cik]mxpa

onde

n
Cik = E a;jbjr, = anbip + -+ + ainbnk,
j=1

para todo 1 < i < m e para todo 1 < k < p. Isto define uma multiplica¢ao no conjunto de
matrizes de ordem m xn e n X p no conjunto de matrizes ordem m x p. Em particular, isto
define uma operacao de multiplicacdo no conjunto de matrizes quadradas com entradas

no anel R.

Em geral, dadas duas matriz quadradas A e B, da mesma ordem, e com entradas
no anel R, o produto AB nao é necessariamente igual a BA, ou seja, a multiplicacao de

matrizes nao é comutativo.

1 2 3 5 3 3
Exemplo 3.22. Dada asmatrizes A= | 4 1 6 eB=14 -1 6 em Mj3(Z),

0 2 -3 1 2 —4
temos que

1 2 3 5 3 3
AB=141 6 4 -1 6
0 2 -3 1 2 -4

1-5+2-4+3-1 1-3+2-(-1)+3-2 1-342-64+3-(—4)
= 4-54+1-4+6-1 4-341-(-1)+6-2 4-3+1-6+6-(—4)
0-5+2-4+(-3)-1 0:3+2-(-1)+(-3)-2 0-34+2-6+(=3)-(—4)

6 7 3
=130 23 -6
5 —8 24
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5 3 3 1 2 3
BA=14 -1 6 4 1 6
1 2 -4 0 2 -3

5.143-443-0  5-243-143-2  5:3+3-6+3-(=3)
= 4-14(=1)-446-0 4-24(=1)-1+62 4-3+(=1)-6+6-(—3)
1-142-44(=4)-0 1-242-1+4(=4)-2 1-3+2-6+ (—4)-(=3)

17 19 24

=10 19 -12
9 —4 27

Proposicao 3.23. A multiplicacao de matrizes, satisfaz as sequintes propriedades:

(1) se A € Mpxn(R), B € Muxp(R) e C € My, (R) entio A(BC) = (AB)C

(associatividade da multiplicagdo);
(2) se A€ Myxn(R) entio AL, = A e I,A = A,

(3) se A e Myun(R) e B,C € M,x,(R) entao A(B+C) = AB+ AC (distributividade

a esquerda da multiplicagdo em relagdo a adi¢do);

(4) se A, B € Myxn(R) e C € M, »,(R) entao (A+ B)C = AC' + BC (distributividade

a direita da multiplicacao em relagdo a adi¢ao);
(5) se A € Myxn(R) entdo AOyxp = Omxp € OpxmA = Opxn.

Demonstracgao.

(1) Sejam A = [Gijlmxn, B = [Djklnxp € C = [Ckr|pxq- Entao

(AB)C = ([ailmxn[bjklnxp) [chrlpxq = [Z az‘jbjk] [Chrlpxq = [firlmxas

Xp

onde

Jir = Z (Z az'jbjk) Crr = Z Z (aijbjk) crr = Z Z (aijbjn) crr- (3.6)

p
k=1 k=1 j=1 j=1 k=1
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Por outro lado,

A(BC) = lagjlmxn ([bjklnxplcrelpxq) = [@ijlmxn [Z bjkckr] = [girlmxq>

nxq

onde

3
bS]
3
bS]

Gr = (% Z(bjkcw)> - ij (bjCrr) = (aijbjr)err— (3.7)

k=1
Logo, de (3.6) e (3.7), segue que f; = gir, para todo 1 < i < m e para todo 1 < r < gq.
Portanto, A(BC) = (AB)C.
(2) Sejam A = [a;;]mxn € I, = [0jk]n. Provemos que Al, = A. Seja, AL, = [dik|mxn, onde
di, = iazijajk. Temos que

j=1

dip = Qb + > aij0je = ag - 1+ Y ay; -0 = ay.

j=1 j=1

ik ik
Portanto, AL, = [aik|mxn = A.
Provemos agora que [,,A = A, onde I, = [0kilm- Seja, I, A = [dijlmxn, onde
dip; = Zékiaij. Temos que
i=1

d 5kkak] + Z 5;ﬂaw 1- Q4 + Z 0- Ay =

z#k z;ék
Portanto, I,,A = [akj]mxn = A.

(3) Sejam A = [Gijlmxn, B = [Djklnxp € C = [¢jk)nxp- Entdo
A(B + C) = [aijlmxnbjk + Ciklnxp = [dik)mxp

onde

n n
diw = > ai(bjp + cjp) = Y _(aibjk + agcsr) = E :aw ik + E :%Cﬂc
=1

J=1

Por outro lado,

n

Ssen] =[St S| =l
j=1 : '

mxp J=1 J=1 mxp

AB -+ AC = [Z aijbjk
j=1

mxp
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Portanto, AB + AC = A(B + ().
(4) Sejam A = [aj}mxns B = [bijlmxn € C = [Cjk]nxp- Entao

(A + B)C = [aij + bij]mxn[cjk]nxp = [dik}mxp;

onde
n n n

di =Y (aiy+bijee = Y ai(cip +bieip) = > ayci+ > bicin.

Jj=1 J=1 J=1 J=1

Por outro lado,

n

E aijcjk

=1

n

Z bz’jcjk] = [Z agcir + Z bz‘jcjk] = [dit]mxp
j=1 mx

Jj=1 Jj=1 P

AC + BC = +

mxp

mxp

Portanto, AC + BC = (A+ B)C.

(5) Sejam A = [aij]mxn € Onxp = [€jk|nxp- Provemos que AO,x, = Opxp. Seja, AOyxp, =

[dik]mxp, onde dy, = g a;;ej,- Temos que
Jj=1

n n
dix = Zaijejk = Zai]’ -0=0.
j=1 j=1

Portanto, AO,xp = Opxp-

Provemos agora que OpxmA = Opxn, onde Opxm = [€kilpxm- S€ja, OpxmA =

[dkjlpxn, onde dy; = Zekiaij- Temos que

i=1

m m
dkj = E Gkiaij = E 0 . aij = O
i=1 i=1

Portanto, OpxmA = Opx. ]

Exemplo 3.24. Sejam

pertencentes a Msy(Z;). Para determinar 2(AB + AC), calculemos 24 e B + C, pois
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2(AB + AC) = 2A(B + (). Temos que

6 6 0 6 6 12 6 5
B+C = + = =
3 2 1 4 4 6 4 6
e — —
2 1 4 2 4 2
5 3 10 6 3 6
Logo,
4 2 6 5 4-6+2-4 4-5+2-6 4 4
2(AB+AC) = 2A(B+C) = : _ —
3 6 4 6 3-64+6-4 3-5+6-6 0 2

Defini¢ao 3.25. Diz-se que uma matriz A, pertencente a M, (R), é inversivel, se existe

uma matriz B, pertencente a M,,(R), tal que
AB =BA=1,.

A matriz B é chamada matriz inversa de A.

Observacao 3.26. Se uma matriz A, pertencente a M, (R), é inversivel, entdo a matriz
inversa de A ¢ tnica e denota-se por A~'. De fato, se B,D € M,(R) sdo tais que
AB=BA=1,=AD = DA, tem-se

B = BI, = B(AD) = (BA)D = I,D = D.

Portanto, B = D, provando que a matriz inversa de A é tnica.

2 2 2 —1
Exemplo 3.27. A matriz inversade A = € My(R) é amatriz B = €
3 4 “3/2 1
M;3(R). De fato,
FREE 2 1 2.242(=3/2) 2-(~1)+2-1 10
3 4 ~3/2 1 3.244-(-3/2) 3-(~1)+4-1 0 1
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i 2 1] ]2 2 2.24(~1)-3 2:2+(-1)-4 10
—3/2 1 3 4 (—=3/2)-2+1-3 (=3/2)-2+1-4 0 1
2 2 2 26

Exemplo 3.28. A matriz inversa de A = € My(Zy7) é amatriz B =
3 4 12 1

Ms(Za7). De fato,

AB 2 2 2 26 2:242-12 2-264+2-1 10
3 4 12 1 3:244-12 3-26+4-1 01
2 26 2 2 2:2426-3 2-2+26-4 1 0
12 1 3 4 12-24+1-3 12-2+1-4 0 1

Enunciaremos a seguir uma proposi¢ao que sera aplicada na Subsecao 4.2.2.

a b
Proposicao 3.29. Seja A = pertencente a Ms(Z,). Entao A é inversivel se,

c d
e somente se, ad — bc € inversivel em Z,,. Neste caso,

. | d b
A7 = (ad — be)
—c a
Observagao 3.30. Um elemento k € Z,, é inversivel se, e somente se, mdc(k,n) = 1. Se

n = 27 isto é equivalente a dizer que 0 nao é congruente a k médulo 3. Logo, os elementos

inversiveis em Zy7 e seus respectivos inversos sao dados na Tabela 3.1.

a |12 4|5 |78 |10|11|13]14]16 |17 19|20 22|23 25|26
a 1|14 7|11 [4]17[19] 5 |25 2 [22] 8 [10|23]16[20] 13|26

Tabela 3.1: Inversos multiplicativos em Zo7

a
Em particular, pela Proposigao 3.29, segue que A = € My(Za7) é inversivel se,

c d
e somente se, (ad — be) € {1,2,4,5,7,8,10,11,13,14, 16,17, 19, 20, 22, 23, 25, 26}

Proposicao 3.31. Se uma matriz A € M,,(R) possui uma linha nula, entio A ndo é

tuversivel.
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Demonstracao. Seja A = |a;j],, uma matriz quadrada de ordem n e Ly = [agj]ixn Sua
k-ésima linha nula. Suponhamos que A ¢é inversivel, entdo existe uma matriz B = [b;,],

de ordem n tal que AB = I,,. Seja AB = [ciy]n, onde ¢; = a;;bj,. Em particular,

Crk — Zakjbjk = ZOb]k =0 7§ 1.
j=1 k=1

Logo, AB # I,,, uma contradicao. Portanto, A nao é inversivel. O

Proposicao 3.32. Sejam A,B € M, (R). Se A e B sdo inversiveis, entao AB é inversivel
e (AB) ' =B71A

Demonstracao. Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem n. Como

(AB)(B™'A™Y) = [A(BB™)JA™" = (AL,)A™ = AA~' = I,

(B'AY(AB) = [B"{(A™'A)|B = (B"'I,)B = B'B = I,

segue que, AB é inversivel. Logo, pela unicidade da matriz inversa, (AB)™' = B~1A™!.

O

3.2.2 Aplicagcao das matrizes a criptografia

Nesta subsecao, apresentamos dois métodos para codificar e decodificar men-
sagens. O estudo de codificacao e decodificacao de mensagens secretas é denominado
criptografia. Na linguagem de criptografia, os codigos sao denominados cifras, as mensa-
gens nao codificadas sao denominados textos comuns e as mensagens criptografadas sao
denominados textos cifrados ou criptogramas. O processo de converter o texto comum em
cifrado é conhecido como cifrar ou criptografar e o de recuperar texto comum a partir do
texto cifrado é chamado de decifrar.

Um sistema poligrdfico, é um sistema de criptografia no qual o texto comum é
dividido em um conjunto de n letras, cada um dos quais ¢ substituido por um conjunto
de n letras cifradas. Apresentaremos uma classe de sistemas poligraficos que sao baseados
na multiplicacao de matrizes.

! Consideramos o alfabeto portugués munido do caractere 0, o qual indicard um

1O restante, desta secdo, foi desenvolvida integralmente pelo meu orientador, a quem agradeco.
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espaco em branco. Daqui em diante, admitiremos que cada letra de texto comum e de
texto cifrado, tem um valor numérico que especifica sua posi¢ao no nosso alfabeto, isto
seré dado pelos elementos do anel R (onde R = R ou R = Zs7), segundo a correspondéncia

da Tabela 3.2.

a|b|lc|d|le|f|g|h|i1|]]j|]k|1l|m
112131456789 (10]11]12]13
njol|pl|gq s|t|u|v | w|x|y|z|O0
14 115116 |17 |18 |19 |20 | 21 | 22|23 |24 | 25|26 |0

Tabela 3.2: Tabela de correspondéncia

Seja A uma matriz quadrada de ordem n inversivel com entradas em R, que sera

chamada matriz chave para o cédigo. Consideremos o texto comum
i, - i, (3.8)

ondeis, ...y € N, {a;,,...,a;,} C {a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,1,m,n,0,p,q,r,s,t,u,v,w,
x,y,2,0}. Dividimos este texto em um conjunto de n caracteres, os quais serdao chamados
de blocos, completando com o caractere 0, se necessario. Seja m o nimero de blocos do

texto comum e

(3.9)

Qi h—tyr1 """ Finge

0 k-ésimo bloco do texto comum, para todo 1 < k£ < m. Se c/L; é o valor numérico da
Tabela 3.2, correspondente ao caractere a,;, para todo n(k—1)+1 < j <nk, 1 <k <m,

a correspondéncia numérica do bloco de texto comum (3.9) é dado por

— —

R e T
Sejam
B —_— ——
Ly = Qi o1ypr " Qg L € Mya(R)

e MA = [Zij];mxn, onde

Ly

M =
Ly
mXn

A matriz M A € M,,«n(R) serd chamada matriz cifrada.
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CASO 1: Se a matriz chave A possui entradas no corpo R = R, o texto comum (3.8) é
transformado no texto cifrado, utilizando as entradas da matriz cifrada M A, deixando

um espac¢o em branco entre cada uma das entradas desta matriz, como segue:
Tir - Tin T2 . Ton 0t Iml 0 Tmns (3-10)

o qual serda a mensagem transmitida.

CASO 2: Se a matriz chave A possui entradas no anel R = Zy7, o texto comum (3.8) é
transformado no texto cifrado, utilizando os caracteres do nosso alfabeto correspondentes
as entradas da matriz cifrada AM, sem deixar espacos em branco entre cada uma das

entradas desta matriz, como segue:
bi1 -+ binbar -+ ban - b1 -+ b, (3.11)

o qual serd a mensagem transmitida, onde z;; = gi;, para todo 1 < ¢ < m e para todo
1 < j < n. Este caso é um sistema poligrafico chamado cifras de Hill e o texto cifrado
(3.11) é chamado n-cifra de Hill.

Para decodificar o texto cifrado (3.10) ou (3.11) (mensagem transmitida), deve-
mos fazer um processo similar ao mostrado anteriormente, agrupando em n blocos de
m caracteres, obtendo-se novamente a matriz M A. Finalmente, multiplicamos a direita
pela inversa da matriz chave obtendo a matriz M (pois M = (MA)A™'). Apés, isto

escrevemos a matriz M como sendo o texto comum.

2
Exemplo 3.33. Consideremos a matriz chave A = € My(R). Utilizemos a

3 4

matriz A para criptografar a mensagem: “Profmat”. Como a matriz A é de ordem 2,
dividimos a mensagem em conjuntos de duas letras e acrescentando o caractere 0 para

completar o espaco em branco, obtendo os seguintes blocos:
pr of ma tO0,
o qual usando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2 fica

16 18 15 6 13 1 20 0.
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Forma-se, assim, a matriz

16
15
13
20

A matriz cifrada é dada através do produto

MA =

Portanto, o texto cifrado é

16 18

15 6
13 1
20 0

86
48
29
40

104
54
30
40

86 104 48 54 29 30 40 40,

o qual é a mensagem transmitida.

Exemplo 3.34. Decifremos o criptograma

86

dado no Exemplo 3.33, utilizando a mesma matriz chave A. Agrupando o criptograma,

em blocos de dois elementos, obtém-se a matriz

Para obter os pares do texto comum, multiplicamos, a direita a matriz C' pela inversa de

86
48
29
40

45

104
o4
30
40

104 48 54 29 30 40 40,




A, dada no Exemplo 3.27:

86 104 16 18
oo | 485 2 —1| |15 6
20 30 | | -3/2 1 13 1

| 40 40 | (20 0 |

Agora, dividimos as entradas da matriz C A~ em 4 blocos, contendo cada um 2 elementos

de cada linha, obtendo-se

16 18 15 6 13 1 20 0,

o qual usando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2 fica

pr of ma tO0.

Portanto, a mensagem enviada era “Profmat”.

2
Exemplo 3.35. Consideremos a matriz chave A = € My(Zy7). De forma

3 4
andloga ao Exemplo 3.33, utilizemos a matriz A para criptografar a mensagem: “Profmat”,

através das cifras de Hill. Como a matriz A é de ordem 2, dividimos a mensagem em
conjuntos de duas letras e acrescentando o caractere 0 para completar o espago em branco,
obtendo os seguintes blocos:

pr of ma tO,

o qual usando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2 fica

16 18 15 6 13 1 20 0.

Forma-se, assim, a matriz

16 18

15 6
M =

13 1

20 0
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A matriz cifrada é dada através do produto

16 18 86 104 o 23

15 6 2 2 48 54 21 0
MA — = =

13 1 3 4 29 30 2 3

20 0 40 40 13 13

Portanto, trocando cada uma das entradas da matriz AM, pela sua respectiva corres-

pondéncia numérica da Tabela 3.2, o texto cifrado é

ewuObcmm,

o qual é a mensagem transmitida.

Exemplo 3.36. Decifremos o criptograma

ewuObcmm,

dado no Exemplo 3.35, utilizando a mesma chave A. Agrupando o criptograma, em blocos
de dois elementos, obtém-se

ew u0 bc mm

o qual usando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2 fica

523 210 23 13 13,

Forma-se, assim, a matriz

5 23

21 0
C =

2 3

13 13

Para obter os pares do texto comum, multiplicamos a direita a matriz C' pela inversa de
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A, dada no Exemplo 3.28

5 23 286 153 16 18

O 21 0 2 26 42 546 15 6
2 3 12 1 40 55 13 1
13 13 182 351 20 0O

Agora, dividimos as entradas da matriz C A™' em 4 blocos, contendo cada um 2 elementos

de cada linha, obtendo-se

16 18 15 6 13 1 20 0,

o qual usando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2.2 fica

pr of ma tO0.

Portanto, a mensagem enviada era “Profmat”.

3.3 Determinantes

Definig¢ao 3.37. Sejamn > 2e D : M, (R) — R uma funcao, satisfazendo os seguintes

axiomas:

(D1) D é linear como fungao de cada linha separadamente. Isto é, se L; = L, + tL! e

t € R entao
_ Ly _ | Ly ] | Ly ]
D| L+t |=D| L |+tD| L' |,
R | Ln | | L |
para todo i =1,...,n.

(D2) Para todo A € M, (R), se duas linhas adjacentes L; ¢ L;; de A sdo iguais, entao
D(A) =0.
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(D3) D(I,) = 1.

Se existe uma fungao, D : M,,(R) — R satisfazendo os axiomas D1, D2 e D3, ela
¢ nica e denomina-se fun¢ao determinante (ou simplesmente determinante) e, denota-se
por det. A demonstragao é apresentada em (HEFEZ, 2012, Teorema 8.8, pag. 239).

Sejam n > 2 e A = [a;;] € M,(R). Para cada (i,j) € N>, com 1 < 4,5 < n,
define-se a matriz A;; como a matriz de ordem (n—1) x (n—1) obtida de A suprimindo-se
a 1-ésima linha e a j-ésima coluna.

Seja n > 2. Definiremos indutivamente uma funcao D" : M, (R) — R satisfa-
zendo os axiomas D1, D2 e D3 da Defini¢io 3.37. Para n = 2, definimos D? : My(R) —

R, como sendo
) a b
D =a-d—>b-c.
c d

A funcao D?, satisfaz os axiomas D1, D2 e D3. De fato, se a,d’,b,V,c,c,d,d,t € R,

entao
a+td b+ttt
D? =(a+td)-d—c-(b+tb)
c d
= (ad — bc) +t(a'-d—c- V)
_ a b D a b
c d c d
e
2 a b U /
D o dan =a-(d+td)—0b-(c+1td)
c+tc

= (ad —bc)+t(a-d —b-c)

D2 a b D2 a b .
c d d d ’

mostrando que a funcdo D? satisfaz o axioma D1.
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a b
Além disto, se € My(R), tem-se
a b
) a b
D =a-b—b-a=0,
a b

mostrando que a funcao D? satisfaz o axioma D2. Também, tem-se que
) 10
D =1-1-0-0=1,

isto é, a funcdo D? satisfaz o axioma D3.
Seja agora n > 3. Supondo definido a funcio D' : M,,_;(R) — R, definimos

a funcao D; : M,,(R) — R, 1 < i < n, como sendo
Di(A) =Y (=)0 a; D" (Ay).
j=1

Teorema 3.38. Seja n > 3. Se D"' : M,,_1(R) — R satisfaz os aziomas D1, D2 e
D3, entao a fun¢io D; : M, (R) — R também satisfaz os ariomas D1, D2 e D3, para

todo 1 <1 <n.

Demonstragao. Ver em (HEFEZ, 2012, Teorema 8.9, pag. 232). O

1 0 2
Exemplo 3.39. O determinante da matriz A= | 2 —1 3 | € M3(R) é dado por

4 1 8
-1 3 2 3 2 -1
det(A) =1-det — 0 - det +2 - det
1 8 4 8 4 1
—1.(~11)+2-6
=1.

Para calcular este determinante, foi utilizado a primeira linha da matriz A. Utilizando, a
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terceira linha temos o seguinte:

0 2 1 2
det(A) =4 - det —1-det + 8 - det
-1 3 2 3 2 —1

=4-2—1-(-1)+8-(-1)
=1.
O mesmo pode ser feito, também, com a segunda linha.
Proposigao 3.40. Seja A € M, (R). Se A possui uma linha nula entio det(A) = 0.

Demonstragao. Se A € Ms(R) é imediato. Sejam n > 3 e A € M, (R). Suponha que

L=\ ay aga -+ apn ] ¢ uma linha nula de A. Entao
det(A) = Dy(A) =D (=1 - ap;det(Ag ;) = Y (=1)F) -0 det(Ag;) = 0.
j=1 Jj=1

3.4 Sistemas lineares de m equacoes com n incégnitas

Definicao 3.41. Dados os ntimeros reais b e a;, com i = 1,...,n, a equacao

> a; =0, (3.12)
=1

onde z; sao variaveis em R, denomina-se equac¢ao linear sobre R nas incognitas x;.
Uma solu¢ao da Equacao (3.12) é uma n-upla de nimeros reais («q, ..., a,) tal

que
n
E a; 0 = b.
i=1

Definicao 3.42. Um sistema linear de m equagoes com n incognitas sobre R, é um

conjunto de m equagoes lineares, cada uma delas com n incognitas, consideradas simul-
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taneamente. Um sistema linear representa-se do seguinte modo:

a1171 + a1oTe + ... + a1,T, = by,

a21T1 + Q22X + ... + QonTy = bg, (3 13)

A1 L1 + QmaTa + ...+ ATy, = by

ou

n
Zaija:j:bi, 1§z§m,
j=1

onde os numeros reais a;;’s e b;’s sao chamados, respectivamente, de coeficientes do sistema
e termos independentes. Os elementos x;’s sao as varidveis em R do sistema.

Diz-se que uma n-upla de nimeros reais («q, ..., a,) é solu¢ao do sistema linear
3.13, quando ¢é solucao de cada uma das equagoes do sistema. O conjunto das solugoes é

chamado conjunto solucao do sistema.

Quanto as suas solucoes, um sistema linear classifica-se como: compativel e de-
terminado, compativel e indeterminado ou incompativel. Um sistema linear é chamado
compativel e determinado, quando tem uma unica solucao, compativel e indeterminado,

quando tem mais de uma solucao e incompativel, quando nao tem solucao.

Definicao 3.43. Diz-se que dois sistemas de equacoes lineares sao equivalentes se eles

admitem as mesmas solucoes.

O sistema de m equagdes e n incégnitas (3.13), pode ser expressado como a

equacao matricial

AX =B, (3.14)
onde _ _ _ - _ _
ain Q2 ... Qin 1 by
Ao o1 Qo ... Qo Cx- To . B_ by
| Om1 Gm2 - G | T | _bm_

As matrizes A, X e B sao chamadas matrizes dos coeficientes do sistema, matriz das
imcognitas e matriz dos termos independentes, respectivamente.

Diz-se que Xy = [a;]nx1 € solugao da equagao matricial (3.14), se AXy = B.

52



Observacao 3.44. Dois sistemas de equacoes lineares sao equivalentes se, e somente se,

suas respectivas equagoes matriciais possuem as mesmas solugoes.

A matriz ~ .
ai; a2 ... A1p b1
91 A92 ... Qony bg
C=[AlB] =
Al Qp2 -+ Qmn | O

¢ chamada de matriz ampliada do sistema linear (3.13).

Observacao 3.45. Sejam «y, . .., o, € R. Entao (aq, ..., a,) é solugdo do sistema linear

(3.13) se, e somente se, a matriz Xy = [a;]nx1 € solucao da equagao matricial (3.14).

3.4.1 Operacoes elementares de matrizes

Definigao 3.46. Seja A € M,,,«,(R). Definimos as operagdes elementares nas linhas da

matriz A, como segue:

(1) Permutar duas linhas de A. Se L; e L; sao linhas de A, a permutacao destas linhas

¢ indicada por L; <+ L;.

(2) Multiplicar uma linha de A por um nimero real k # 0. Se L; é uma linha de A, a

multiplicacdo da linha L; por um numero real k # 0 é indicada por L; <> kL;.

(3) Somar a uma linha de A uma outra linha de A. Se L, e L; sao linhas de A, a adicao

da linha L; pela linha L; ¢ indicada por L; <+ L; + Lj;.

Definigao 3.47. Sejam A, B € M,,«x,(R). A matriz A é dita equivalente por linhas a
matriz B, se B pode ser obtida de A, pela aplicacao sucessiva de um nimero finito de

operacoes elementares sobre linhas.

Teorema 3.48. Dois sistemas lineares com matrizes ampliadas equivalentes tém o mesmo

congunto solugao.

Demonstracao. Basta provar que uma operacao elementar, sobre a matriz ampliada,

sempre produz um sistema equivalente. Para isto, seja

AX =B (3.15)
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uma equagcao matricial. A equacao matricial 3.15 é equivalente ao sistema

Ly
onde A = : e B = [bj]mx1; isto é, Xy é solugdo de (3.15) se, e somente se, X, é

L,
solugao de (3.16).

Suponha que a operacao elementar consiste na permutacao da i-ésima e j-ésima

linha de A, com 7 < j. Entao, a equagao matricial 3.15 é equivalente ao sistema

Agora, ¢é claro que Y é solugao do sistema 3.16 se, e somente se, Y é solugao do sistema
3.17.

Suponha agora que a operacao elementar consiste na substituicao da i-ésima linha
por k vezes a i-ésima linha (k # 0). Entao, a equacao matricial 3.15 é equivalente ao
sistema

LiX = bl Loy X = [bia], (kL)X = [kb, . ., Ln X = [b]- (3.18)

Agora, se Y é solugao do sistema 3.16, entao

Entao

(kL)Y = k(L;Y') = k[b;] = [kb;].

Portanto, Y ¢ solugao do sistema 3.18. Reciprocamente, se Y é solucao do sistema 3.18,

entao, em particular,

(kL;)Y = [kbs].

Entao

LY = (K7'k)(L;Y) = k7' [kb;] = [by].

Portanto, Y é solucao do sistema 3.16.

Por fim, suponha que a operagao elementar consiste na substituicao da i-ésima
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linha pela i-ésima linha mais a j-ésima linha, com ¢ < j. Entao, a equacao matricial 3.15

é equivalente ao sistema
LiX =b),....,LX+L;X =[b+bj],...,L;X =1[b],..., L, X = [b]. (3.19)
Agora, se Y é solucao do sistema 3.16, entao
LY =[b] e L;jY = b
Entao

LY + L;Y = [b;] + [b;] = [b; + bj].

Portanto, Y é solucao do sistema 3.19. Reciprocamente, seja ¥ uma solucao do sistema
3.19, entao, em particular,

Entao

LY = [LiY + L;Y] = (L;Y) = [bi + b;] — [bs] = [b; + (bj — b;)] = [bi].

Portanto, Y é solucao do sistema 3.16. U

Observe que, a nocao de equivaléncia de matrizes por linhas, corresponde a nocao
de equivaléncia de sistemas lineares, quando se efetuam as respectivas operagoes elementa-
res sobre as equacgoes. De fato, a sistemas equivalentes correspondem matrizes ampliadas

equivalentes.

3.4.2 Forma escalonada de uma matriz

Definigao 3.49. Diz-se que, uma matriz A € M,,«,(R) é reduzida por linha a forma

escada se:
(1) o primeiro elemento nao nulo de cada linha nao nula de A for igual a 1;

(2) cada coluna que contém o primeiro elemento néo nulo de alguma linha tem todo os

seus outros iguais a zero;

(3) toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas;
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(4) se Ly, ..., L, sao as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da linha L,

ocorre na coluna k; entao k; < --- < k.

A Figura 3.2, mostra uma matriz reduzida por linha a forma escada.

o V]
0--- 0 [N
0---0 0 0
1 0
0-..0 0 4
o o o 0 1]
e 2 1
o o 0 i} i} i

Figura 3.2: Matriz reduzida por linha a forma escada

Observagao 3.50. Se A é uma matriz quadrada de ordem n, reduzida por linha a forma

escada, que nao possui linhas nulas, entao A = I,,.

Teorema 3.51 (Existéncia e unicidade da forma escada). Dada uma matriz A, existe

uma unica matriz A reduzida por linha a forma escada equivalente a esta.

Demonstra¢ao. A demonstragao da existéncia é apresentada em (HEFEZ, 2012, Teorema
2.2, pag.34) e, a demonstracao da unicidade, em (HEFEZ, 2012, Teorema 2.13, pag.48).
O

Uma operagao elementar na linha de uma matriz A € M, (R) sera representada

por e; denotar-se-a por e(A) a matriz obtida de A aplicando-lhe a operagao e.

Definicao 3.52. Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz obtida da matriz
identidade I,, a partir da aplicacao de uma operagao elementar, isto é, trata-se de uma

matriz da forma

E =e(I,)
onde e é uma operagao elementar.

Seja A € Mp,n(R). Nos dois préximos resultados, denotaremos por A’, a i-ésima

linha da matriz A. Assim, escreveremos,

Al

Am
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Enunciaremos a seguir um lema que sera aplicado no Teorema 3.54.

Lema 3.53. Sejam A € M,yun(R) € B € M,y,(R). Entdo (AB)" = A'B, para todo

1=1,...,m.

Teorema 3.54. Seja e uma operagdao elementar sobre as matrizes My, «,(R). Considere

a matriz elementar E = e(I,,). Entdo
e(A) = FA, para todo A € M, xn(R).
Demonstracao. Sejam A € M,«n(R) e E' = e(1,,). Pelo Lema 3.53,
(EAY =E'A e A = (L,A) =1 A, (3.20)

para todo ¢ = 1,...,m. Provaremos que, e(A) = FA, para cada operagao elementar e.

Counsideraremos trés casos:

CASO 1: e é a operacao elementar de permutar a j-ésima linha com a k-ésima linha,

onde 1 < 57 < k < m. Temos que,

E'=1'  paratodoi=1,...,mcomi#jk,

Logo, pela Equagao 3.20, para todo i =1,...,m com i # j, k,

(EAY =E'A=1 A=A (3.21)
e, também,
(EAY = FFA=1"A=A" ¢ (EA*=FEA=0 A=A (3.22)
Portanto, de (3.21) e (3.22),
e(A) = EA.

CASO 2: e é a operagao elementar de multiplicar a j-ésima linha pelo niimero real A # 0,
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onde 1 < 57 < m. Temos que,

E'=1',  paratodoi=1,...,m comi# j

Bl =\

Logo, pela Equacao 3.20, para todo ¢ =1,...,m com ¢ # j,

(EAY =E'A=1 A=A, (3.23)
e, também,
(EAY = E'A = (M\J)A = \(I7,A) = A7, (3.24)
Portanto, de (3.23) e (3.24),
e(A) = FA.

CASO 3: e é a operacao elementar de somar a j-ésima linha com a k-ésima linha, onde

1 <j <k <m. Temos que,

E'=1',  paratodoi=1,...,m comi# j

Bl =10 +1I.

Logo, pela Equagao 3.20, para todo ¢ =1,...,m com i # j,

(EAY =F'A=1 A=A (3.25)
e, também,
(EAY = FIA = (I3 +IF)A = (I7A) + (IF A) = AT + AF, (3.26)
Portanto, de (3.25) e (3.26),
e(A) = EA.
O
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Coroldrio 3.55. Sejam A e B em Mxn(R). Entao A é equivalente a B se, e somente

se, existem matrizes elementares de ordem m tais que

Es---BEy - Ey-A=B.

Demonstragao. Por definicao, A é equivalente a B quando existem operagoes elementares
e1,€s,...,€E, tais que

es(- - (es(e1A)) -+ ) = B.

Pelo Teorema 3.54, a igualdade acima equivale a

E,--Ey-E -A=B,

onde E; = ¢;(I,,), para cada 1 < i < s. d

Corolario 3.56. Toda matriz elementar € invertivel e sua tnversa também é uma matriz

elementar.

Demonstracao. Seja E uma matriz elementar. Seja e a operacao elementar tal que

E =e(I). Seja €' é a operagao elementar inversa de e e se E' = €'(I,,), pelo Teorema 3.54,

temos
I,=¢€(e(l,))=¢(F)=¢(,E=FEFE
e
I, =e(e(I,)) =e(E) =e(l,)E' = EE'
Logo, E é inversivel e E~! = F'. O

Teorema 3.57. Seja A € M, (R). Entao, as sequintes afirmagdes sao equivalentes:
(1) A € inversivel,
(2) a matriz linha escada reduzida da matriz A é a matriz Ip;

(3) A € uma matriz elementar ou € um produto de matrizes elementares.

Demonstracio. (1) = (2) Seja A a matriz reduzida por linha & forma escada e equivalente
a matriz A. Pelo Corolario 3.55, existem matrizes elementares E, ..., E, de ordem n tais

que



Por outro lado, pelo Corolario 3.56, cada F; é inversivel e sendo A, por hipotese, inversivel,
pela Proposicao 3.32, temos que A é inversfvel. Entao, pela Proposicao 3.31, A nao possui
nenhuma linha nula. Logo, A= I,.

(2) = (3) Suponhamos que A nao é uma matriz elementar. Pelo Corolério 3.55, existem

matrizes elementares F1, ..., E, de ordem n tais que
E,---Ei-A=1,.

Pelo Corolario 3.56, cada Ej; é invertivel, assim, multiplicando, a esquerda, ambos os lados

da igualdade por E;'--- E; !, tem-se
A=E " BN

Também, pelo Coroldrio 3.56, cada E; 1 ¢ uma matriz elementar. Portanto, A é um

produto de matrizes elementares.

(3) = (1) Sejam Ey, ..., E; matrizes elementares tais que A = E --- E;. Pelo Corolario
3.56 cada F; é inversivel. Logo, pela Proposicao 3.32, A é inversivel. [l
Proposicao 3.58. Sejam A € M,,(R) uma matriz inversivel e ey, . . . , es uma sequéncia de

operacoes elementares tais que eg(...(ea(e1(A)))...) = I,. Entdo essa mesma sequéncia

de operacoes elementares aplicada a I,, produz A™'.

Demonstracao. Para cada 1l <1 < s, seja F; a matriz elementar correspondente a operacao

e;. Entao
E,---Ei1A=1,
Assim,
E,---FBJAA ' =1,A7
onde

E,---EyI,=A""
0

Observacao 3.59. Do Teorema 3.57, decorre uma forma de descobrir se uma matriz
A € M, (R) admite inversa e, caso seja inversivel, pela Proposi¢ao 3.58, decorre uma

forma de determinda-la. Se aplicarmos uma sequéncia de operacoes elementares em A até
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obtermos uma matriz A linha & forma escada reduzida, pelo Teorema 3.57, A é inversivel
se, e somente se, A= I,. Se A= I,,, pela Proposicao 3.58, a sucessao de operacoes na
linha da matriz A, que levam na matriz [,,, é a mesma sucessao de operacoes que levara
I, em A™'. Assim, para determinar se a matriz A é inversivel, reunimos A e I, na matriz
em blocos [A|,], e reduzimos por linha & forma escada [A|B]. Se A = I, entdo a matriz

A é inversivel e B = A™!, ou seja,
(A1) — [L]A7Y;

caso contrario, isto é, A # I,,, a matriz A nao é inversivel.

1 0 2
Exemplo 3.60. Dada a matriz A= | 2 —1 3 | € M3(R), para determinar A", caso

4 1 8
exista, forma-se a matriz em blocos [A|l3]3x6 € a reduz por linha & forma escada [Z|B]
Assim,
[ 1 0 2|1 00 | 1 0 2 1 00 ]
2 -1 3/010 Ly < Ly — 214 0 -1 -1]-21 0
4 1 8|0 0 1 4 1 8 0 0
[ 1 0 2 1 00 ] [ 1 0 2 1 00 ]
L3 <> Lz + Lo 0 -1 -1|-2 10 L3 <> Lz — 4L, 0 -1 -1|-2 10
i 0 1 0 [—4 0 1 | 0O 0 —-1}—-6 11
[ 1 0 2 1 0 0 ] | 10 2|/1 0 O
Ly < =1L, 01 12 =10 Ls <> —1Ls 01 1|2 -1 0
00 —1|-6 1 1 0 0116 -1 -1
[ 10 2] 1 0 0 ] | 1 0 0]—-11 2 2
Ly <+ Ly + L3 01 0[—4 0 1 Ly <> Ly — 213 010 -4 0 1
i 0 01,6 -1 -1 | 001l 6 -1 -1
1 00 —-11 2 2
ComoA=|010|,entioA =] —4 0 1
001 6 -1 -1



Teorema 3.61 (Teorema de Binet). ' Sejam A, B € M, (R), entdo
det(AB) = det(A) det(B).

Demonstragao. Ver em (HEFEZ, 2012, Teorema 8.7, pag.228). U
Corolario 3.62. Se A € M, (R) e det(A) # 0, entao A € inversivel.

Demonstracao. Seja A a matriz linha escada reduzida equivalente a matriz A. Pelo

Corolério 3.55, existem matrizes elementares F1, ..., E, de ordem n tais que
E,- - ByA=A

Pelo Corolério 3.56, cada FE; é inversivel, assim, multiplicando a esquerda, ambos os lados
da igualdade por E;'--- B!, tem-se

A=E[" . E'A.

S

Logo, pelo Teorema 3.61,
det(A) = det(E; - ESTA) = det((By Y-+~ EZY(A)).

Como det(A) # 0 segue que det(Z) # 0. Entao, pela Proposicao 3.40, a matriz A nao

-1
s

possui linha nula. Portanto, pela Observacao 3.50, A= I,. Assim, A = E;'---E!e,

pelo Teorema 3.57, A é inversivel. O

Definigao 3.63. Sejam A uma matriz de ordem m X n e a matriz A reduzida por linha a
forma escada da matriz A. O posto de A, em simbolos posto(A) ou py, é igual ao nimero

de linhas niio nulas de A. A nulidade de A, éigual an — py.

Observacao 3.64. As operagoes elementares e, a reducao por linha de uma matriz a
forma escada, foram definidas sobre as linhas da matriz A € M,;,,«,(R). Porém, de modo
anéalogo, podem ser definidas sobre as colunas da matriz A € M,,x,(R), de forma que,
as proposicoes, teoremas e definigoes apresentadas nesta se¢ao, continuam sendo validas

e sao demonstradas de maneira analoga.

1Jacques Philippe Marie Binet (Franga), 1786— 1856. Binet foi um dos precursores no estudo dos
fundamentos da teoria matricial. Fonte:http://www.ugr.es/ (Universidad de Granada).
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Observacao 3.65. As operagoes elementares foram definidas sobre as linhas de uma
matriz A € M,,xn(R). Porém, de modo andlogo, podem ser definidas sobre as colunas
desta matriz. Desta forma, obtém-se defini¢oes e resultados analogos aos apresentados
nesta secao. Em particular, pode-se definir de forma similar o posto de uma matriz e, tem-
se que o posto (linha) é igual ao posto (coluna). Como consequéncia, obtemos n > py e,

portanto, n — p4 > 0.

Teorema 3.66 (Teorema do Posto). Seja AX = B um sistema linear de m equagoes e
n incognitas. Sejam pag o posto da matriz ampliada do sistema e py o posto da matriz

dos coeficientes do sistema. Entao:

(1) O sistema é compativel se, e somente se, pap = Pa;

(2) O sistema € compativel e determinado se pap = pa = n;

s

(3) O sistema € compativel e indeterminado se pap = pa < n. Neste caso, n — pa €
o numero de parametros livres do sistema, ou seja, parametros que podem assumir

qualquer valor em R.

Demonstracao. Seja AX = B um sistema linear com m equagoes e n incognitas . Seja
C = [A|B]mxn a matriz ampliada do sistema ¢ C' = [A|B]uxn a forma linha escada
reduzida de C. Denotaremos A = [@ij)mxn € B = [Zw]mxn

Como A é a forma escada reduzida de A e, sendo A um bloco de 6’, temos que

pa=p; < P(&) = PAB- Temos os seguintes casos a considerar:

PAa <Ppap OU Dp4g = PAB.

CASO 1: py < pap. Neste caso, C tem uma linha do tipo

(00 -+ 0 1]

Portanto, o sistema AX = B nio possui solugao e, como C é equivalente a C, pelo
Teorema 3.48, o sistema AX = B é incompativel.
CASO 2: pap = pa. Neste caso, C e A tém o mesmo nimero de linhas nio nulas. Como

pa < n, consideraremos os seguintes subcasos:

pa=mn ou pgp<n.
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SUBCASO 2.1: py =n. Como py < m segue que n < m. Se n < m e, sendo A uma

matriz com m linhas e n colunas na forma linha escada reduzida com p; = pa = n, tem-se

que
i-| "
O(mfn)xn X
Como pa = pap = n, segue que B é tal que Zn+l = ... = Zm = 0. Portanto, AX = B
¢ compativel e determinado com a tunica solucao x; = gl, cey Ty = gn Sen =me

Pi = pa = n, entao A= I,. Logo, AX = é, também, é compativel e determinado com
a Unica solugao x; = 51, cey Ly = Zn Consequentemente, pelo Teorema 3.48, o sistema
AX = B é compativel e determinado.

SUBCASO 2.2: p4 < n. Coloquemos p = p4 = pap. Neste caso, AeC tem as primeiras p

linhas nao nulas: Ly, ..., L,, tais que o primeiro elemento nao nulo de L; estd na coluna
k; e, assim, k; < --- < k,. Além disso, como p = py < m, temos que p < m ou p = m.
Se p < m segue que b,y = --- =b,, = 0. Entao, a equacao AX = B, se escreve como:
Thy + Q1 +1Tky+1 + + -+ A1pTp by
Thy + A2yt 1Thy 41 + -+ 0 + A2nTn by
T, + Ap kp+1Lkp+1 + o+ Apndy = bp
0 0
0 0

obtendo-se p equacoes lineares:

Ty + Q11T 41 + - + Qipy = by,
Thy + A2 iy 41T g1 + - -+ + A2pTy, = o,
Tk, + Ap kp4+-1Tkp4-1 + -+ QpnTp = bp'

Como a matriz A esta na forma linha escada reduzida, temos que a;, = 0, se i > j para

j=1,...,.p—2ea, 14 =0, se i = k,. Estas igualdades, nos fornece o sistema de
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equacoes

Tp = — E ay;xj + by, onde ay, =0, se v > 1;
7>kt

Ty, = — E a2 + by, onde ag, =0, sei > 2;
J>ka

Lhyy = — E , ap-1,T; +bp—1, onde ap 1y, =0, sei =k

J>kp—1

l’kp = — E apja:j—l—bp.
J>kp

Isto mostra que podemos escolher arbitrariamente valores para as incognitas no conjunto

{z1,.. 2} \{zp1, - Thp} (3.27)

e com esses determinar valores para i, - ,Zr. Como o conjunto em 3.27 tem n — p
elementos, o sistema AX = B tem n — p incognitas livres e, consequentemente, 0 mesmo
ocorre para o sistema AX = B. Finalmente, o caso p = m é similar ao visto anteriormente

para o caso p < m. [l

3.4.2.1 Método de Gauss-Jordan

Ao reduzir por linha a forma escada a matriz ampliada de um dado sistema
linear, pelo Teorema 3.51, existe uma Unica matriz reduzida por linha a forma escada
equivalente a esta, ainda, pelo Teorema 3.48, encontramos um outro sistema linear com
o mesmo conjunto solucao do sistema dado, porém, com expressoes mais simples. Este

processo é chamado de Método de Gauss Jordan.

Exemplo 3.67. Seja o sistema

T+2z2=17
2r—y+32=9
dor +y + 8z = 30
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tem-se a matriz ampliada C'

1 0 2 7
C=[AB]=|2 -1 3 9
4 1 8 30

Através de uma sequéncia de operagoes elementares sobre as linhas da matriz C' = [A|B],

obtemos a matriz reduzida por linha & forma escada C' = [A|B].

1 0 2 7 1

0 2 7
—1 1 1 5 —1
— L —Ly+ L - - = L — L3+ L
2 -1 3 9 2 5 2+ 1Ly 0 5 5 3 357 3+ 1Ly
4 1 8 30 4 1 8 30
10 2 7 1 0 2 7
1 1 5 1 1 5}
0 5 5 5 L3H2L3+L2 0 5 5 g LQHLQ—Lg
o —L o 0 0 !
4 2 2 2]
10 2 7 10 0 1
1 1
0 = 0 1 L1<—)L1—4L3 0 = 0 1 Lo <> 214
2 1 3 2 1 3
0 -2 -2
0 2 2] 00 2 2
1 0 0 1 1 00 1
00 L3 0013
2 24 i

Pelo método de Gauss-Jordan, tem-se x = 1, y = 2 e z = 3, portanto, o conjunto

solugao do sistema linear é {(1,2,3)}.

Quanto as solugoes do sistema linear, pelo Teorema do Posto, sabemos se um dado
sistema linear é compativel e determinado, compativel e indeterminado ou incompativel.
Tomemos como exemplo, o sistema linear dado no Exemplo 3.67, onde a matriz ampliada

reduzida por linha a forma escada é

100 1
C=[ABl={0 10 2
0013
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Segue que p4 = pag = 3 = n, onde n é o nimero de incognitas, logo, pelo Teorema
do Posto, o sistema linear é compativel e determinado. De fato, como apresentado no

Exemplo 3.67, o conjunto solucao do sistema linear é {(1,2,3)}.

Exemplo 3.68. Seja o sistema linear

r+224+32=15
3xr+3y =6 (3.28)
62 + 6y = 12

tem-se a matriz ampliada C'

1 2 3 15
C=[ABl=|3 30 6
6 6 0 12

Através de uma sequéncia de operagdes elementares sobre as linhas da matriz C' = [A|B],

obtemos a matriz reduzida por linha & forma escada C' = [A|B.

_1 2 3 15_ _1 2 3 15_

3 3 0 6 L2H%1L2+L1 01 3 13 L3H%1L3+L1

6 6 0 12 6 6 0 12

-1 3 15- -1 2 3 15-

3 13 L3 <> —L3+ Lo 01 3 13 Ly > Ly — 2L

_0 1 3 13_ _0 00 O |

_1 0 -3 —11

01 3 13

00 O 0
10 -3 —11

Como C = [K@] =101 3 13 |, entdo pa = pap = 2 < 3 = n, onde n é

00 O 0

o numero de incognitas, logo, pelo Teorema do Posto, o sistema linear é compativel e
indeterminado e possui n — py = 3 — 2 = 1 parametro livre.

Para determinar o conjunto solu¢do do sistema linear (3.28), pelo método de
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Gauss-Jordan, tomemos o sistema linear equivalente

r—3z=-—11
(3.29)
y+ 3z =13.

Como existe um parametro livre, escolnemos z =t com ¢ € R. Substituindo no sistema
linear (3.29), obtemos y = —3t + 13 e x = 3t — 11.

Portanto, o conjunto solugao do sistema linear (3.28) é {(3t — 11, =3t +13,t);t €
R}.

Exemplo 3.69. Seja o sistema linear

r+22+32=15

3x+3y =6 (3.30)
6z + 6y = 13
tem-se a matriz ampliada C'
1 2 3 15

C=[ABl=|3 3 0 6
6 6 0 13

Através de uma sequéncia de operagoes elementares sobre as linhas da matriz C' = [A|B],

obtemos a matriz reduzida por linha & forma escada C' = [A|B].

(123 15 (123 15 ]

330 6 LQH%ILﬁLl 01 3 13 LSH%IL:S‘F[&

6 6 0 13 6 6 0 13

(12 3 15 (12 3 15 ]

01 3 13 Ly ¢ —Ls + Lo 01 3 13 Ly ¢ L — 2L,
77 |

013 = (000 < |
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(10 -3 —11 (10 -3 —11
01 3 13 L3+ 6L3 01 3 13 Ly < Ly 4+ 1113
1
0 0 - 1
! G ! 0 0 O
1 0 =3 0 1 0 =3 0
01 3 13 Lo <> Ly — 13L3 01 3 O
00 0 1 00 0 1
1 0 -3 0
Como C = [Z\E] =101 3 0],entdo ps =2 < 3 = pag, logo, pelo Teorema do
00 0 1

Posto, o sistema linear é incompativel, ou seja, nao possui solugao.

3.4.2.2 Regra de Cramer

Teorema 3.70. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A € inversivel entao Xy =

A7'B ¢ a inica solucdo da equacdo matricial AX = B.

Demonstracao. Como

A(A™'B) = (A'A)B=1,B =B,

segue que Xo = A 'B é solucdao da equacdo matricial AX = B. Provemos que esta
solucao € unica, para isto, suponha que a equagao matricial AX = B tenha outra solugao

X1, isto é, AX; = B. Entao,
X, =1,X, = (AA)X, = A1 (AX,)) = A™'B = X,

Portanto, X = A™'B ¢ a tnica solucio do sistema AX = B. 0

O resultado anterior é chamado de Regra de Cramer.

Exemplo 3.71. Consideremos o sistema

x4+ 2z = 7
2 —y+32z = 9 (3.31)
dr +y+8z = 30.
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O sistema linear é equivalente a equacao matricial AX = B, onde

1 0 2 7
A=12 -1 3 e B=1|9
4 1 8 30

-1 2 2
A= 4 0 1
6 -1 —1
Entao, pela Regra de Cramer,
-1 2 2 7 1
Xo=1] -4 0 1 9 | =12
6 -1 —1 30 3

¢ a tnica solugao da equagao matricial AX = B. Portanto, {(1,2,3)} é o conjunto solucao
do sistema linear (3.31).
Caso det A = 0, a Regra de Cramer ¢ inconclusiva. De fato, nos exemplos 3.68 e

3.69, os sistemas lineares (3.28) e (3.30), possuem a mesma matriz dos coeficientes

1 2 3
A=133 0],
6 6 0

cujo determinante é igual a zero. No entanto, o sistema (3.28) possui infinitas solugoes e,

o sistema (3.30), ndo possui solugao.
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Capitulo 4

Aplicacao do FreeMat no estudo de

funcoes, matrizes e sistemas lineares

Apoiado sob a concepcao do uso dos computadores nas praticas docentes, sao
apresentadas trés propostas para aplicacao do FreeMat no ensino, sendo cada uma destas
voltadas, respectivamente, para o ensino de funcoes, matrizes e sistemas lineares. Estas
propostas, desdobram-se através de atividades aplicadas e que buscam levar ao discente
novos conceitos nao contemplados na grade curricular do ensino médio, tais como, posto
de uma matriz, criptografia e programagao computacional, consequentemente, ampliam
o uso deste software para além da obtencao de resultados.

Quanto a aplicagao das propostas em sala de aula, visto que, os conteidos abor-
dados na primeira proposta sao apresentados ao aluno no primeiro ano do Ensino Médio
e, os contetudos da segunda e terceira propostas, sao vistos pelo discente no segundo ano,
foi aplicada apenas a primeira proposta, devido ao fato que os conteidos trabalhados
naquele periodo na instituicao escolhida, nao estarem em consonancia com os abordados

nas outras propostas.

4.1 Proposta I: Uma abordagem para o ensino e aplicacao
das funcoes

Esta proposta, divide-se em duas etapas: na primeira (Subsegao 4.1.1), sdo des-
critas atividades sobre plotagens graficas no FreeMat destinadas ao ensino e aplicagoes

das fungées. Na segunda etapa (Subsecdo 4.1.2), através da estrutura tarifaria da CAB

71



(Concessiondria dos Servigos Publicos de Abastecimento de Agua e Esgotamento Sanitario
de Cuiabd), busca-se delimitar uma fun¢ao em que o valor a pagar esteja em funcao do

3

consumo de agua em m° e, construir um programa computacional no FreeMat, onde seja

reportado o valor cobrado para um respectivo consumo.

4.1.1 Plotagem grafica de uma funcao

A plotagem grafica de fungao no FreeMat, pode ser feita somente se os seus
dominios forem intervalos fechados. Assim, no caso de fungoes polinomiais, apenas plotara
os graficos das restrigoes destas, e as chamaremos como polinomiais.

Sejam a,b € R com a < b. Para plotar o grafico da fun¢ao f : [a,b] — R,

inicialmente, é necessario inserir o comando:

x=linspace (a,b)

Este comando refere-se aos valores de entrada para que o programa determine o dominio
da funcao. Depois de inserido, o programa reportara alguns valores reais x pertencentes
ao intervalo [a, b].

Tendo o dominio da fung¢ao, o préximo passo para que o programa plote o grafico
da fungao f é inserir a lei de correspondéncia y = f(z). Por exemplo, ao inserir leis que
determinem funcoes constantes e, fungoes polinomiais de grau 1, de grau 2 ou de grau
3, respectivamente, através da funcdo pré-definida do FreeMat (funcdo anonymous '),

deve-se escrever os comandos:

’y= @(x) Oxx + s‘ funcao constante,
’y= Q(x) p*x + s‘ funcao polinomial de grau 1,
’y= Q(x) p*x.72 + r*x + s‘ fungao polinomial de grau 2,

’y= Q(x) p*x.73 + g*x.72 +r*x + s‘ funcao polinomial de grau 3,

onde p, q, r e s sao nimeros reais dados com p # 0.

Finalmente, para fazer a plotagem, gréafica considera-se os seguintes casos:

YA funcéo anonymous, representada pelo comando @(x), permite declarar a varidvel independente
ao definir uma lei de correspondéncia.
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Caso 1: Se f é dada por uma tnica sentenga, deve-se inserir o comando:

plot(x,y(x))

Caso 2: Se f é uma funcao definida por partes, como segue:

(

filz), € la,bil,
fZ(I)v YIS (b17b2]7

fa(®), x€ (bpo1,bnl;

\

com b, = ben > 2 devese fazer o mesmo procedimento que no Caso 1, com
algumas restrigoes, pois, dentre algumas limitacoes do FreeMat, nao é possivel de-
finir intervalos semiabertos ou abertos; desta maneira, ao definir cada intervalo do
dominio (b;_1,b;] com 2 < i < n, sugere-se aproximar o intervalo esquerdo b;_; por
meio da soma de um nimero decimal suficientemente pequeno.

Por exemplo, neste caso, pode-se estabelecer intervalos fechados [b;—; + 0.1,8;] e

usar a variavel x; para indicar a varidvel x € [b;_; + 0.1, b;] e x; indicando a varidvel

x € [a,by].

Assim, para plotar o grafico da funcao definida por partes f, deve-se definir cada

intervalo:

’x1=1inspace(a,b1) ‘ comando para definir o intervalo [a, b;].

’xi=1inspace (bj—; +0.1,bi) ‘ comando para definir os intervalos [b;_1 + 0.1, b;].

Apés isso, para cada intervalo, definir as sentengas y; = f1(x) e y; = f;(x), por fim,

plota-se o gréfico inserindo o comando:

plot(x1l, y1(x1), x2, y2(x2), ..., xn, yn(xn))

4.1.1.1 Plotagem grafica de duas ou mais fungoes no mesmo plano cartesiano
Dadas as fungoes f; : [a,b] — R tal que y; = f;(x), onde 1 <i < n.
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Para plotar os n graficos no mesmo plano cartesiano, procede-se de modo analogo
para a plotagem grafica de uma fungao por partes. Inicialmente, inserir o dominio através

do comando:

x=linspace(a,b)

Apés, define-se a lei de correspondéncia y; = f;(x) para cada funcao e plota-se o grafico

digitando o comando:

plot(x, y1(x), x, y2(x),..., x, yn(x))

Intersecao de fungoes: Ao plotar graficos no mesmo plano cartesiano que apresentam
intersecoes, para evidencia-las, inicialmente, seleciona-se a opgao Sample(Amostra)

disposta no menu da janela grafica, como mostra a Figura 4.1.

File Tools Sample

BRDK & & D|--

Figura 4.1: Menu da Janela grafica

Selecionado a opgao, clica-se sobre os pontos de intersecoes que se deseja evidenciar.
Assim, os pares ordenados dos pontos serao apresentados.
4.1.1.2 Valor numérico da funcao

Dada a fungao f : [a,b] — R com a,b € R e a < b, seja k € [a,b], para

determinar o valor numérico f(k) da funcdo, dividiremos em dois casos:

Caso 1: f ¢é dada por uma unica sentenca.

Definir o dominio de f através do comando:

x= linspace(a,b)

e, apds, definir a lei de correspondéncia y = f(x). Com isto, para determinar o

valor numérico f(k), basta inserir o comando:

y (k)
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Caso 2: f é uma funcao definida por partes, como na Equagao 4.1.

Definir os intervalos do dominio de f, através dos comandos:

x1=linspace(a,bl)
x2=linspace(b1+0.1,b2)

xi=linspace(b2+0.1,b3)

xn=linspace(b(n-1)+0.1,bn)

Apo6s, definir as respectivas sentencas:

y1 = f(1)
Y2 = f(2)
Yn = f(xn)

Com isto, para determinar o valor numérico f(k), com k € (b;_1,b;], deve-se inserir

o comando:

yik)

Ou, se k € [a, b], inserindo o comando:

y1(k)

Atividade 1. Dada a funcio f : [-4,4] — R, definida por f(z) = 2® + 2® + 1, plotar

seu grafico no FreeMat.
Objetivo: Observar o comportamento de uma fungao.

Passo 1: Inserir o dominio da funcao.

O dominio da funcao é definido através do comando:

x=linspace (-4,4)

Ap6s inserido o comando, é reportado alguns valores reais pertencentes ao dominio

de f, como mostra a Figura 4.2.
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% FreeMat v4.2 Command Window - U R

File Edit Debug Tools Help

D@ e 0 BOE IR W 3D sedlme - [CPogmfecegfeda | | O

F-> %=linspace (-4, 4)
e
Columns 1 to 15

-4.0000 -3.9122 -3.838¢ -3.7576 -3.6768 -3.5960 -3.5152 -3.4343 -3.3535 -3.2727 -3.1319 -3.1111 -3.0303 -2.9435 -2.8687
Columns 16 to 30

-2.7879  -2.7071 -2.6263 -2.5455 -2.4646 -2.3838 -2.3030 -2.2222 -2.1414 -2.0606 -1.979% -1.8990 -1.8182 -1.7374 -1.6566
Columns 31 to 45

-1.5758  -1.4943 -1.4141 -1.3333 -1.2525 -1.1717 -1.0909 -1.0101 -0.9293 -0.8485 -0.7677 -0.6869 -0.6061 -0.5253 -0.4444
Columns 46 to 60

-0.3636 -0.2828 -0.2020 -0.1212 -0.0404  0.0404  0.1212 0.2020  0.2828  0.3636  0.4444  0.5253  0.6061  0.6869  0.7677
Columns 61 to 75

0.8485 0.9293 1.0101 1.0909 1.1717 1.2525 433339 1.4141 1.4549 1.57s58 1.8566 1.7374 o 1.8930 1.9798

w
I+
@
0

Columns 76 to 90

2.0606 2.1414 2.2222 2.3030 2.3838 2.4646 2.5455 2.6283 2.7071 2.7879

~
w
o
@

3
~

9495 3.0303 3.1111 3.1919

Columns 91 to 100

3.2727 3.3535 3.4243 3.5152 3.5960 3.6768 3.7576 3.8384 3.91%2 4.0000

Ready

Figura 4.2: Interface do FreeMat apds inser¢ao do comando x=linspace(-4,4)

Passo 2: Inserir a lei de correspondeéencia.

A lei que define a funcgao ¢ inserida através do comando:

y=0(x) x.”3 + x.72 + 1

Passo 3: Plotar o gréafico da funcao.

O grafico é plotado através da inser¢ao do comando:

plot(x,y(x))

A Figura 4.3, mostra a execugao dos passos 2 e 3 da Atividade 1 e, a Figura 4.4,

apresenta o grafico da funcao f plotado através do FreeMat.
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% FreeMat v4.2 Command Window
File Edit Debug Tools Help

D@ e [j BOE IR W 3D sedlme - [CPogmfecegfeda | | O

-

-—> v=@{x) x.73 + x.72 + 1

v =
E(x) E.53 + ®5.°2 + 1
——> plet(x,v(x) )}

Figura 4.3: Inser¢ao de comandos para plotar o grafico da fungao f

1ﬂﬂ 1 I 1 T T T T

a0

60

40

20

_ED 1 1 1 1 1 1 1

Figura 4.4: Gréfico da funciof : [-4,4] — R, definida por f(z) = 2% + 22 + 1
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Atividade 2. Plote o gréfico da fungao f : [-4,5] — R, definida por f(z) = 10.

Objetivo: Analisar o grafico de uma funcao constante.

Passo 1: Inserir o dominio da funcao.

O dominio da fungao é definido através do comando:

x=linspace(-4,5)

Passo 2: Inserir a lei de correspondéncia

A lei que define a fungao é inserida através do comando:

y=0@(x) O*x + 10

Passo 3: Plotar o grafico da funcao.

O grafico é plotado através da inser¢ao do comando:

plot(x,y(x))

106

05 =

104 —

03 =

102 =

0.1 =

Figura 4.5: Gréfico da fungao f : [-4.5] — R, definida por f(z) = 10
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Atividade 3. Dada a funcdo f : [—4, 5] — R, definida por f(z) = 2#*+1, faca o seguinte:
(a) plote o grafico de f; (b) através do teste da reta horizontal, ilustre que a func¢do nao é

injetiva; (c¢) evidencie os pontos de intersegao da reta horizontal do item (b) com o grafico

de f.

Objetivo: Analisar o comportamento de uma fungao nao injetiva através do grafico.

(a) Plotagem gréfica de f.

Passo 1: Inserir o dominio.

O dominio da funcao é definido através do comando:

x=linspace(-4,5)

Passo 2: Inserir a lei de correspondencia.

A lei que define a fungao ¢ inserida através do comando:

f=0(x) x. 2+1

Passo 3: Plotar o gréafico da funcao f.

O grafico é plotado através da inser¢ao do comando:

plot(x,f(x))

O gréfico da funcdo f : [—4,5] — R, definida por f(z) = 2? + 1 é apresentado na
Figura 4.6.
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30 T T T T T T T T

Figura 4.6: Grafico da funcio f : [-4,5] — R, definida por f(z) = 2> +1

[lustracao que a funcao f nao é injetiva.

Observagao 4.1. Ao ilustrar que a funcao f nao é injetiva, deve-se escolher uma
reta horizontal que intersete o grafico de f em dois pontos. Escolhemos neste caso
a reta y = 10 e, consideremos, o seu grafico correspondente ao grafico da fungao
constante ¢ : [-4,5] — R, definida por g(z) = 10 (isto devido a limitagao do

dominio de f).

Passo 1: Inserir a lei de associacao da fungao g.

A funcao g ¢é definida através do comando:

g=0(x) Oxx + 10

Passo 2: Plotar o grafico da fungao f e da fung¢ao g no mesmo plano cartesiano.

Plota-se os graficos inserindo o comando:

plot(x,f(x),x,g(x))

O gréfico da funcao f : [~4,5] — R, definida por f(z) = 2 + 1 e da funcio

g :[—4,5] — R, definida por g(z) = 10, plotados no mesmo plano cartesiano, sdo
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apresentados na Figura 4.7.

30

25

20

15

10

1 2 3 4 b

Figura 4.7: Graficos das funcdes f, g : [-4,5] — R, definida por f(z) = 2° + 1 e g(z) = 10

(¢) Evidenciando os pontos de interse¢ao da reta horizontal com o gréfico de f.

Os pontos de intersecao sao evidenciados selecionando a opg¢ao sample e clicando

sobre os pontos respectivos aos pares ordenados (—3,10) e (3,10), como mostra a

Figura 4.8.

30

25

20

15

10

ix: -3, y: 10 wal: 1E||

e 3, v: 10 wval: ‘UI

Figura 4.8: Ponto de intersegao entre os graficos das fungoes f e g
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Atividade 4. Para alugar um carro certa pessoa dispoe de duas Locadoras, A e B. A
locadora de automéveis A, cobra uma taxa de 20 reais mais 2 reais por quilometro rodado,
apoés a retirada do carro da garagem. J&, a locadora B, cobra uma taxa de 50 reais mais
1 real por quilometro rodado. Utilizando o FreeMat, determine o valor cobrado, por cada
locadora, para veiculos que percorreram uma distancia de 10 km e 40 km. Compare
as locadoras, através da plotagem dos graficos referentes as suas fungoes e, de acordo
com os graficos, onde o eixo das abcissas representa a distancia a percorrer e o eixo das
ordenadas o valor a pagar, determine em que momento a locadora B se torna mais viavel

que a locadora A?
Objetivo: Identificar os efeitos dos coeficientes angular e linear de uma funcao afim na

representacao grafica.

Observacao 4.2. Como visto no Exemplo 3.3, as funcoes das locadoras A e B sao,
respectivamente, f : [0, +00) — R tal que f(x) =22+ 20 e g : [0,400) — R tal que
g(x) = +50. Devido o comando linspace aceitar s6 intervalos fechados, serd restringido
o dominio dos graficos das funcoes f e g. De acordo com o Exemplo 3.3, quando x = 30 km
as fungoes igualam seus os valores, desta forma, buscando observar o ponto de intersecao
das fungoes, escolhe-se o dominio [0,50]. Assim, considera-se f : [0,50] — R, definida
por f(x) = 2z + 20, para locadora A e g : [0,50] — R, definida por g(z) = x + 50, para

locadora B.

Passo 1: Definir o dominio de cada funcao.

O dominio das funcoes da locadora A e B é definido através do comando:

x= linspace(0,50)

Passo 2: Inserir a lei de correspondéncia para cada funcao.

Para definir a lei de correspondéncia da locadora A e B no FreeMat, digita-se,

respectivamente, os comandos:

yl= @(x) 20 + 2*x

y2=0@(x) 50 + 1xx
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Passo 3: Calcular o valor numérico de cada funcao para x = 10 e x = 40.

Para a locadora A, os respectivos valores numeéricos sao calculados inserindo os

comandos:

y1(10)

y1(40)

Para a locadora B, de maneira analoga, os respectivos valores numéricos sao calcu-

lados inserindo os comandos:

y2(10)

y2(40)

A Figura 4.9, apresenta a execucao dos passos 1,2 e 3 no FreeMat.

% F—> == linspace (0,50) . - olEl
File Edit Debug qu\; Help - —> wa1= @ (=) 20 + Z*x;
PR DB@E wme i -~ o=@ (x) 50 + 1%x:
S w0 o se -—> w1 (10)
[--> y2=@ (%) 50 + 1*x;
--> w1(10)
ans = S =
40
an

- v1(20)

> w1 (40)
I--> ¥2(10)

ans =

e s =
> v2(20) 100

ans =
20

.y > w2 (10)

RIS =
5 0

> vz (40)

s =
P 20

Figura 4.9: Comandos para obter os valores numéricos das fungoes das locadoras de automéveis
AeB
95

Passo 4: Plotar os graficos das fungoes das locadoras no mesmo plano cartesiano.

Os gréficos sao plotados através do comando:

plot (x,y1(x),x,y2(x))
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File Tools

PRI L D] =

Figura 4.10: Janela gréfica e os graficos das fungoes das locadoras A e B

Na Figura 4.10, sao apresentados os graficos das locadoras e, na Figura 4.11,

apresenta-se o ponto de intersecao entre os gréficos.

100
90
80
70
60
50
40

30

20 | | | | | | \ |
0 5 10 15 20 2% Ell 3 40

Figura 4.11: Gréficos e o ponto de intersegao das fungoes das locadoras A e B

Passo 5: Evidenciar o ponto de intersecao entre os graficos das fungoes.
Selecionando a op¢ao Sample (Amostra) no Menu de Ferramentas da janela grafica

e clicando no ponto de interse¢ao do grafico, evidencia-se o par ordenado (30, 80).

Diante disto, conclui-se que a locadora B, em que o coeficiente angular é maior

do que o da fungao da locadora A, passa a ser viavel apés 30 km.
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4.1.2 Como calcular o custo por consumo em m?® de agua?

Nesta etapa, sao apresentadas atividades no qual propoe-se construir uma funcao
definida por partes em que, o valor a pagar de uma conta de agua esteja em funcao do
consumo em m® e, por meio de uma série de algoritmos, inserir comandos no FreeMat que
reportem este valor quando inserido o consumo do més.

A conta de dgua a ser utilizada é do municipio de Cuiabd/MT, referente ao ano de
2014. As faixas de consumo e os respectivos valores cobrados por metro ctibico da conta de
agua em questao sao apresentadas na Figura 4.12, fornecida pela pdgina virtual da CAB
(Concessiondria dos Servicos Piiblicos de Abastecimento de Agua e Esgotamento Sanitério
de Cuiabd) e, pode ser acessada pelo sitio virtual http://www.cabcuiaba.com.br/InfGeral.aspx:

A conta de dgua a ser utilizada é do municipio de Cuiabd/MT, referente ao ano de
2014. As faixas de consumo e os respectivos valores cobrados por metro cibico da conta de
agua em questao sao apresentadas na Figura 4.12, fornecida pela pagina virtual da CAB
(Concessionéria dos Servigos Piiblicos de Abastecimento de Agua e Esgotamento Sanitéario

de Cuiabd) e, pode ser acessada pelo sitio virtual http: //www.cabcuiaba.com.br/InfGeral.aspx:

ESTRUTURA TARIFARIA 2014

Tarifa
i = Ti Consumo }ig
egoria ipo = ua
(m?/més) Esgoto
(R$/m?)

- Residencial Social 0 a10 1,13 50%

00a10 2,27 80%

10,1820 2,78 S0%

Residencial 20,1230 4,64 90%

30,1550 5,68 S0%

>50 51 S0%

00310 3,52 90%

Comercial
=10 5,32 S0%
00210 4,14 S0%
Industrial
=10 6,14 S0%
003210 4,43 50%
Publica
=10 7.26 S0%

1) Tarifa de esgoto =% da tarifa de dgua
explicativa: i agua

Figura 4.12: Tabela de Estrutura tarifiria e dos servigos complementares da CAB

Para o desenvolvimento das atividades, sera utilizada a categoria 2 da conta de
agua, como é apresentado na Figura 4.13, sendo esta, referente aos valores cobrados pelo
consumo residencial.

A cobrancga para um certo consumo de agua, de acordo com a estrutura tarifaria

apresentada na Figura 4.13, é feita da seguinte forma: para os primeiros 10 m?® de dgua
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00a10 2,27 90%

10,1220 2,78 90%

Residencial 20,1230 4,64 a0%
30,1450 5,68 90%

=50 751 90%

Figura 4.13: Faixas de consumo relativa a categoria 2 da conta de dgua da CAB

3

consumido, cobra-se R$ 2,27 por m” mais um acréscimo de 90% sobre o valor, para os

préximos 10 m?, cobra-se R$ 2,78 por m® mais 90 % sobre o valor, assim sucessivamente,

respeitando os intervalos da estrutura tarifaria apresentada na Figura 4.13.

Exemplo 4.3. O valor a pagar pelo consumo de 15 m® de dgua, é dado da seguinte

maneira:

e Tarifa-se 10 m® de acordo com o primeiro intervalo da estrutura tarifaria, isto é,

2,27-(10) + 0,9 - [2,27 - (10)] = 43,13

e Tarifa-se 5 m® de acordo com o segundo intervalo da estrutura tarifaria, isto é,

2,78 (5) +0,9-[2,78 - (5)] = 26,41

e Soma-se os valores obtidos para determinar o valor a pagar pelo consumo de 15 m?.

Logo, R$ 69,54 é o valor a pagar por este consumo.

A continuagao sao apresentadas as atividades.
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Atividade 5. Determinar uma lei de correspondéncia para cada faixa de consumo da
categoria 2 da conta de agua, onde, o valor a pagar y esteja em funcao do consumo x em

m®. Apds, expresse uma funcdo f tal que f(x) = y.

Objetivo: Apresentar uma aplicacao ao consumo de dgua através de uma funcao definida

por partes.

Passo 1: Determine uma lei de correspondéncia para cada faixa de consumo.

Seja x; 0 consumo em m® e y; o valor a pagar em reais para uma faixa de consumo

i, com i € {1,2,3,4,5}.
Para a primeira faixa de consumo, considere Dy = {x; € R: 0 < x; < 10}.

Como cada m® de dgua consumida custa R$ 2,27 e ainda é acrescido 90% sobre o

valor consumido, tem-se o valor a ser pago dado pela expressao:

Y1 = 2, 271’1 + 0, 9(2, 27I1) = 4, 3131’1

Para a segunda faixa de consumo, considere Dy = {5 € R : 10 < 25 < 20}. Como
cada m® de dgua consumida custa R$ 2,78 e ainda é acrescido 90% sobre o valor

consumido, tem-se o valor a ser pago dado pela expressao:

y = 2,78z, +0,9.(2, 78z5) = 5, 282z,

Ao expressar a segunda faixa desta maneira, para os 10m?® relativos ao primeiro
intervalo, é cobrado R$ 52,82 ao invés de R$ 43,13, ou seja, é cobrado um valor a

mais de 52,82 — 43,13 = R$ 9, 69. Assim,

Yo = 5,282z — 9, 69.

Determina-se as préoximas expressoes procedendo de maneira andloga ao método

apresentado na segunda faixa de consumo.

Para a terceira faixa de consumo, considere D3 = {z3 € R : 20 < 23 < 30}. Tem-se

o valor a ser pago dado pela expressao:

y3 = 8,816x3 — 80, 379.
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Para a quarta faixa de consumo, considere Dy = {x; € R : 30 < x4 < 50}. Tem-se

o valor a ser pago dado pela expressao:

ys = 10,79224 — 139, 65.

Para a quinta faixa de consumo, considere Dy : {z € R : z > 50}. Tem-se o valor a

ser pago dado pela expressao:

ys = 14,269z5 — 313, 5.

Passo 2: Expressar uma fungao f tal que f(z) =y.

Observa-se que, D; U Dy U D3 U Dy U D5 = [0, 4+00). Portanto, pode-se expressar a

funcao f : [0, +00) — R, como sendo

4,313z, se 0 < x < 10;
D,282x — 9,69, se 10 < z < 20;
f(r) =14 8,816z — 80,379, se20 <z < 30;
10,792z — 139,65, se 30 < z < 50;
14,269z — 313,65, se z > 50.

Atividade 6. Plote o grafico da funcao f, obtida na Atividade 5.

Objetivo: Analisar o aumento de valores cobrados de acordo com cada faixa de consumo

relativo a categoria 2 da conta de agua.

Observacgao 4.4. Como citado na Secao 4.1.1, o FreeMat nao permite definir intervalos
semiabertos, com isto, o dominio da funcao f sera restringido. Com o objetivo de ana-
lisar todas as faixas de consumo, visto que, consumos de dgua maiores que 100 m® nas
residéncias ¢ algo incomum. O dominio serd dado por [0,100] e os subintervalos serao

definidos como [0, 10], [10.1,20], [20.1, 30], [30.1,50] e [50.1, 100].

Passo 1: Definir os subintervalos do dominio da funcao.

Os subintervalos do dominio serao definidos, respectivamente, através da insercao
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dos seguintes comandos:

x1= linspace(0,10);

X2

linspace(10.1,20);
x3= linspace(20.1,30);
x4= linspace(30.1,50);

x5= linspace(50.1,100);

Passo 2: Inserir a lei de correspondéncia para cada intervalo do dominio.

As expressoes sao inseridas no FreeMat através dos respectivos comandos:

y1=0(x1) 4.313%x1;
y2=0(x2) 5.282%x2-9.69;
y3=0(x3) 8.816%x3-80.37;
y4=0(x4) 10.792*x4-139.65;
y5=0@(x5) 14.269*x5-313.5;

Passo 3: Plotar o gréafico da fungao f.

O gréfico é plotado com a inser¢ao do comando:

plot(x1l,y1(x1),x2,y2(x2),x3,y3(x3) ,x4,y4(x4) ,x5,y5(x5))

@ FreeMat v4.2 Command Window - o
~-» x1= linspace(0,10);

~-» 2= linspace(10.1,20);

~-> x3= linspace(20.1,30);

“-» x4= linspace(30.1,50);

~=» X5= linspace(50.1,100);

~> y1=@(x1) 4.313*x1;

~» y2=@ (x2) 5.282%x2-9.69;

~-> y3=@(x3) 8.816%x3-80.37;

-» y4=@(x4) 10.792%x4-139.65;

> y5=@(x5) 14.269%x5-313.5;

> plot (x1,y1(X1),x2,vy2 (%2),%3,v3(x3),x4,v4(x4),x5,¥5(X5))

Figura 4.14: Inser¢ao de comandos no FreeMat para desenvolvimento da Atividade 6
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Na Figura 4.14, mostra-se a execucao da Atividade 6 no FreeMat e, na Figura
4.15, é apresentado o grafico da funcao definida por partes f, referente a categoria 2 da

conta de dgua em questao.

1200 T T T T T T T

1000 [~ a

800 - a

600 [ -

20 T

| | | | | | | | |
] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.15: Gréfico da funcao f definida na Atividade 5

Atividade 7. Utilizando a estrutura tarifiria da categoria 2, fornecido pela CAB (Figura
4.13) e a fungao definida na Atividade 5, construa um programa no FreeMat e o intitule
de “VALORES”, o qual deve fazer o seguinte: ao inserir um valor correspondente ao

consumo de dgua em m® de uma residéncia, deve ser reportado o valor a pagar em reais.

Objetivo: Evidenciar a matematica envolvida na programacao computacional.

Passo 1: Abrir o editor de texto do FreeMat e definir ‘valores’ como o nome para o

programa.

No menu do FreeMat, selecione a opcao editor. Aberta a janela de edicao, na linha

1, digita-se o comando:

function VALORES

Passo 2: Utilizar o lago de repeticao while para que, ao serem apresentadas perguntas
que permitam a entrada de dois tipos de respostas (sim/nao), de acordo com a

resposta inserida, o programa seja reinicializado ou, execute acoes e encerre-se.

Para que o programa seja reinicializado, caso o usuario responda n&o, na linha
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abaixo dos comandos definidos no Passo 1, digita-se:

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==

Passo 3: Criar um display com informacoes referente a aplicacao do programa.

Cria-se o display, inserindo o comando:

disp(‘Programa para determinar o valor decorrente do consumo

de 4gua das residéncias de Cuiaba’)

Passo 4: Definir a entrada das variaveis independentes da funcao f.

Para selecionar a entrada de valores correspondentes ao consumo em m?, digita-se

o comando:

x=input (‘Insira o consumo em m3==>7)

Passo 5: Definir as condigoes e parametros de decisao, de acordo com o consumo inse-

rindo, para determinar o valor a pagar.

Passo 5.1: Inserir comando executando acoes se o consumo ¢ referente ao pri-

meiro intervalo da funcao f.

if x>=0 & x<=10
CONnsSumo=x
y= 4.313*x;

disp(‘Valor a pagar em reais:’)

valor=y

Passo 5.2: Inserir comando executando acoes se o consumo ¢é referente ao se-

gundo intervalo da funcao f.
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elseif x>10 & x<=20
consumo=x
y= 5.282*xx-9.69;

disp(‘Valor a pagar em reais’)

valor=y

Passo 5.3: Inserir comando executando agoes se o consumo é referente ao ter-

ceiro intervalo da funcao f.

elseif x>20 & x<=30
consumo=x
y= 8.816*x-80.37;

disp(‘Valor a pagar em reais’)

valor=y

Passo 5.4: Inserir comando executando acoes se o consumo ¢é referente ao quarto

intervalo da funcao f.

elseif x>30 & x<=50
Consumo=x
y= 10.792xx-139.65;
disp(‘Valor a pagar em reais’)

valor=y

Passo 5.5: Inserir comando executando ac¢oes se o consumo é referente ao quinto

intervalo da funcao f.

elseif x>50
CONsumo=x
y=14.269%x-313.5;
disp(‘Valor a pagar em reais’)
valor=y

end
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Passo 6: Definir uma pergunta, para que o usuario escolha se o programa deve ser rei-

nicializado, apds, encerrar o programa.

continuar=input(‘Deseja obter o valor cobrado
para outro consumo? sim/nao’);
disp (‘* Fim do programa *’)

end

g valores.m (C;/Users/Wilson Juvino/Google Drive/) - FreeMat v4.2 Editor = B

File Edit Tools Debug

U@ B0 Plrnation valores
citografiam | veloresrff
disp{' ")

disp['!!!!!u!!!!!!!!!u!u!u!!l!!!!!U!u!!!!!U!!H!!!!!HE!!!!!!H!!!!x!!!u!!u!n!!H:H!!!']

1 function vy
disp(* *)

disp('*Programa para determinar o valor decorrence do consumo de Agua das residéncias de Cuiabd*')

digpE"('nxﬁ'sﬂxnawwa.’iﬂxnvswx'inﬂﬁu'mHxnxﬂxw.’nﬁww'Hmnmmw'n'mxn'sw.’inwuHwnxn!n')

disp(' ')

cle

Jif =0 & =10
Jdi=p (")
Jconsumo=x

N Fl It ¢

2 25 1 1
dlspt AR AR i bttt )] )

exfdisp|'*Valor a pagar em Reais:*')

1 ulsp['1((1!(!11(!111‘(!1((1((1('j

36 valores 1;elCII= ;

Figura 4.16: Editor do FreeMat e parte dos comandos relativos ao programa “VALORES”

Passo7: Salvar o programa.

Para salva-lo, na barra do Menu do editor, selecione a opcao Flile e clique em Sawve.
Apos selecionado, abrirda uma nova janela onde deve-se escolher um diretério para

salvar o arquivo (escolha preferencialmente o diretdrio onde esteja salvo o FreeMat).

O arquivo deve ser nomeado como “VALORES” e salvo na extensao .m, assim o

arquivo final serd: VALORES.m.

Observagao 4.5. O programa é apresentado integralmente no Apéndice A.1, para utiliza-
lo, basta copiar os comandos apresentados, neste apéndice, e digita-los em cada linha do

editor do FreeMat, salvando-o no diretorio corrente do computador.

Atividade 8. Utilize o programa, desenvolvido na Atividade 7, para determinar o valor

cobrado para o consumo de 50 m®.
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Objetivo: Apresentar a aplicabilidade e facilidade trazida pela programacao computacio-

nal para desenvolvimento de problemas e tarefas matematicas.

Passo 1: Abrir o programa ‘VALORES’.

Para abrir o programa, na janela de comando digita-se:

VALORES

Apés, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.17).

-4 FreeMat v4.2 Command Window - C g
File Edit Debug Tools Help

Dl DBFBE wiE w § D seklbee 7| [Cssprisn winooogete 7| | Q)

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R AR AR R R R AR AR RA R AR RARRARAARE

*  Programa para determinar o valor decorrente do consumo de dqua das residéncias de Cuisba  #

O R R R R R R R R R R R R R AR R AR R R AR AR AR RN R R

Ingira o consumo em m°==» I

Ready

Figura 4.17: Compilando o programa “VALORES” no FreeMat: primeira etapa do programa

Passo 2: Inserir o consumo de 50 m?.

O programa solicitard a insercdo de um consumo em m?, para inserir o consumo de

50 m?®, digita-se:

50

e, ao pressionar Enter, o programa reportara o valor cobrado, como mostra a Figura

4.18.

Passo 3: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.17, caso contrario, se inserir | gim |, 0 programa ¢ finalizado,

sendo apresentado o display da Figura 4.19.
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w FreeMat v4.2 Command Window - O
File Edit Debug Tools Help

D@ DBE WIF w & D seclose v - [csespison unofcoogeome +] | Q)

R R R R R R R R R R R R R R R R R N R R R R R R R R R R N R R R AR R R R R R AR VR R AR N AR R R AR R ¥

i
L Consumo em m*: 5
R R R R AR R AR KR R R AR R R R R R R R R R R R R R R R R AR AR AR AR R AR A RR AR AR AR AR RS

CONSUmn =
L]

R R R R A R R R R R R R R R R R R R R R AR R R R R E R R AR AR RN R R R R R ¥

L Valor a pagar em reais: &

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R N RN R R AR R R R R R AR VR RN RN AR ER R R R W

valor =
399, 5500

Deseja obter o walor cobrado para QUCFO €ONSOMA em m*7 2im /nao I

Figura 4.18: Compilando o programa “VALORES” no FreeMat: segunda etapa do programa

< FreeMat v4.2 Command Window - TR
File Edit Debug Tools Help

D@ DBE wiE W 3 seklbee | [Cibsershtion ninokoodedrive ~| | Q)

valor =
393.9500

Deseja obte

Deseja obter o walor cobrado para outro consumo em m*? aim /nas  nao

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R RN R R R R AR AR R R R A A N R R R R AR R R R R AR A AR AR AR R RN AR AR RARRRRRRR

d Fim do programa ®

R T R e e L TR T

_

Figura 4.19: Compilando o programa “VALORES” no FreeMat: terceira etapa do pro-
grama

4.1.3 Relato da aplicacao da proposta no Ensino Médio

As abordagens para o ensino e aplicacao das fungoes através do FreeMat foram
desenvolvidas no Instituto Federal de Mato Grosso, Campus Sao Vicente, localizado na
BR-163/364, zona rural do municipio de Santo Antonio do Leverger/MT. A instituigao
oferta cursos técnicos e superiores, sendo estes, Ensino Médio Técnico em Agropecudria,
Bacharelado em Agronomia, Bacharelado em Zootecnia, Tecnélogo em Anélise e De-
senvolvimento de Sistemas, e, Licenciatura em Ciéncias da Natureza. O curso Técnico

em Agropecudria ¢ integrado ao Ensino Médio, sendo, ofertado em modalidade seriado

95



de periodo integral e organizado em trés anos. A escola dispoe de diversos laboratérios
climatizados (informdtica, processamento de carne, matemética, biologia, quimica, psicul-
tura, etc), 2 auditérios, biblioteca, quadra de esporte coberta, alojamentos, restaurante
e salas de aulas climatizadas. Os estudantes matriculados no ensino médio moram nos
alojamentos da escola e apresentam idade escolar entre 14 e 16 anos.

Das 5 turmas de primeiro ano do Ensino Médio Técnico em Agropecuaria, foi
escolhida a “Turma B”, para aplicar as abordagens. Estas, foram aplicadas durante os
dias: 21 de outubro, 4 e 11 de novembro, 2 e 14 de dezembro do ano de 2014. Durante
o desenvolvimento da proposta, a turma apresentava trinta e trés discentes matriculados
em periodo integral. Ressalta-se que, aulas sobre fungoes ja haviam sido ministradas para
estes discentes no periodo anterior a aplicacao da proposta e nao havia sido utilizado
nenhum recurso computacional. As aulas foram aplicadas no laboratoério de informatica
da instituicao que dispunha de 22 computadores, porém, apenas 16 estavam funcionando
corretamente. Devido a quantidade de computadores os discentes se organizaram em
pares e, para iniciar as aplicacoes, cada par fez download do programa na internet e o
instalou. A Figura 4.20, é uma foto tirada durante a aula ministrada no dia 4 de novembro
de 2014.

Durante o desenvolvimento da Subsecao 4.1.1, percebeu-se que, os passos toma-
dos para a plotagem grafica de uma funcgao através do FreeMat, trouxeram ao discente
facilidade em compreender e fixar a definicao de uma funcao, onde, visualizaram-na como
a terna: dominio, contradominio e lei de correspondéncia. Os discentes também de-
monstraram facilidades ao plotarem os graficos das funcoes apresentadas na proposta,
em decorréncia disto, plotaram outros graficos de fungoes polinomiais com grau maior
que 3. No final da aplicacao destas atividades, quando comparado com aulas de esboco
grafico utilizando régua e quadro, destacou-se a grande quantidade de fungoes estudadas
pelos alunos e o estudo de fungoes polinomiais de grau maior ou igual a 3, que nao sao
apresentadas aos discentes do ensino basico.

Quanto a aplicacao da Atividade 4 , onde se propoe delimitar a melhor oferta
ao alugar um automoével, destaca-se que, ao analisar a melhor oferta através do ponto de
intersecao dos graficos, os discentes apresentaram dificuldades em identificar o grafico de
cada funcao das locadoras. Diante disto, para anélises graficas no mesmo plano cartesiano,

observou-se ser necessario ensinar o comando que define a cor do grafico de acordo com
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Figura 4.20: Desenvolvimento da Proposta I com os alunos do IFMT no Laboratério de In-
formatica

a lei estipulada, facilitando a identificacao dos gréaficos pertencentes ao mesmo plano
cartesiano. Como nao foi definido as cores do gréafico para cada funcao, alguns alunos
nao conseguiram identificar o respectivo grafico plotado. Com a ajuda do professor, esta
identificagao foi feita depois de orientada a analogia entre o coeficiente linear da fungao
e a intersecao deste com o eixo das ordenadas. Construido e identificado cada grafico,
os discentes visualizaram facilmente o comportamento de cada funcao e explanaram qual
seria a melhor escolha de acordo com o ponto de intersecao do grafico, sendo assim,
alcancado o objetivo da atividade.

No desenvolvimento da Subsecao 4.1.2, na Atividade 5, relata-se que, muitos alu-
nos apresentaram dificuldades em construir uma lei de associacao que caracteriza-se o valor
a pagar em funcao da quantidade em m® de dgua consumida. Dentre estas dificuldades,
a mais relevante, foi ao determinar as porcentagens e, apresentar a lei de correspondéncia
para cada faixa de consumo, bem como, na interpretacao das faixas de consumo e, das
mudangas nos valores cobrados de acordo com os intervalos da categoria 2. Definidas as
leis de correspondéncia, na Atividade 6, durante a insercao dos comandos das funcoes
no FreeMat, os discentes nao apresentaram dificuldades, compreendendo e executando
perfeitamente a sequéncia de comandos inseridos para plotagem grafica. O entusiasmo
e facilidade na construgao grafica com o auxilio do FreeMat, implicou na facilidade em
interpretar graficamente o comportamento da fungao de acordo com o consumo do mes.

Durante o desenvolvimento destas atividades, ressalta-se, o bom rendimento dos discen-
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tes, quanto a utilizacao do FreeMat na insercao de comandos, para determinar o valor
numeérico e plotar o grafico da fungao definida por partes. Pondera-se, as dificuldades dos
discentes na interpretacao e construcao de problemas na linguagem matematica formal.

Na aplicacao da Atividade 7, onde se propoe programar a conta de agua, alguns
alunos nao conseguiram definir os comandos de condi¢ao e repeticao, onde, foi necessario
desenvolver no quadro os passos 4.1 e 4.2. Ao observarem o desenvolvimento destes passos
no quadro e a funcao f definida na Atividade 6, o programa “VALORES” foi construido
e aplicado facilmente. Ao final desta atividade, houve a percepcao e comentarios dos
discentes quanto a matemaética presente nas maquinas e nos programas utilizados para
determinar valores no comércio, bem como, observaram a importancia da matematica na
vida social e no desenvolvimento da tecnologia, assim como almejado pela proposta.

Ao finalizar o desenvolvimento da Proposta I, observou-se, a aceitacao e entusi-
asmo dos discentes quanto as aulas dentro da metodologia do uso do computador, também,
poucas dificuldades encontradas no que diz respeito ao uso do software e na fixacao dos

conteudos.

4.2 Proposta II: Ensino de matrizes utilizando o Fre-
eMat, das operacoes com matrizes a criptografia.

Nesta secao, apresentaremos uma a proposta que visa reforcar o ensino das
operacoes com matrizes no Ensino Médio. Também, mostra-se aplicacoes decorrentes
do estudo de determinantes e das matrizes inversas. Na Subsecao 4.2.1 sao apresentadas
atividades voltadas para o estudo das operacoes com matrizes, determinantes e matriz in-
versa. E, na Subsecao 4.2.2, sao descritas atividades voltadas para aplicacao das matrizes

na criptografia e desenvolvimento de um programa para criptografar e decifrar mensagens.

4.2.1 Ensino de matrizes

Para inserir um comando que defina uma matriz de ordem m x n no FreeMat,
este deve ser disposto entre colchetes onde, os elementos de uma mesma linha estejam
separados por um espago, neste caso o comando tera n—1 espacos, e as linhas devem estar

separadas por ponto e virgula, de forma que o comando tenha m — 1 pontos e virgulas.
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Assim, dada um matriz real

i apn Q2 - Qin ]
A— g1 G2 -+ Q2
| A1 G2 Gmn |
o comando para defini-la seria:
A=[al1l a12 --- aln ; a21 a22 --- a2n; --- ;aml am2 --- amn]

No Capitulo 2, foram apresentados comandos para determinar operacoes com
matrizes e comandos para insercao de alguns tipos de matrizes, a qual serao utilizados,
corriqueiramente, nesta segao.

A continuagao, mostra-se alguns comandos no FreeMat, para calcular algumas

operacoes com matrizes.

Determinante: Inserida a matriz A, para calcular o seu determinante, digita-se o co-

mando:

det (A)

Matriz ampliada: Inseridas duas matrizes A e B, para determinar a matriz ampliada

C = [A|B], digita-se o comando:

C=[A B]

Matriz na forma escada: Para determinar a matriz escada reduzida por linha da ma-

triz C', apds inserida, digita-se o comando:

rref (C)

Posto da matriz: Para determinar o posto de uma matriz A no FreeMat, considera-se

duas maneiras:

(i) Inserir a matriz A e determinar o valor do posto através do comando:

rank (A)
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(ii) Inserir a matriz A e obter a forma escada da matriz através do comando:

rref (A)

Matriz inversa: Para verificar se uma matriz A de ordem n admite inversa e determiné-

la, também sera considerada duas formas:

(i) Passo 1 : Inserir a matriz A e verificar se a matriz admite inversa, para

isto, calcula-se o determinante através do comando:

det (A)

Passo 2 : Se a matriz A admite inversa, determina-se a inversa através do

comando:

inv(A)

(ii) Passo 1 : Inserir a matriz A e verificar se a matriz admite inversa, para

isto, calcula-se o posto através do comando:

rank (A)

Passo 2 : Se a matriz A admite inversa, para determina-la, inserir a matriz

ampliada C' = [A|],,] através o comando:

C=[A eye(n)]

Passo 3 : Por fim, obter a matriz inversa através do comando:

rref (C)
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Atividade 9. Dadas as matrizes:

1 2 3 15 ) 5 3 0 0 5 2 0

4 1 6 -—13 4 -1 6 50 -4 -1 6 5
A= , B= e C=

0 2 -3 5 1 2 —4 15 10 12 -3 1

23 3 5 =7 —12 52 —4 0 -2 2 —4 1

pertencentes a My(R), calcule (3A + C)B.

Objetivo: Desenvolver as operagoes de adicao, subtragao, produto de matrizes e produto

de um escalar pela matriz através do FreeMat.

Passo 1: Inserir as matrizes A, B e C' no FreeMat.

Para inserir as matrizes A, B e C no FreeMat, deve-se digitar os respectivos coman-

dos:

A=[1 23 15; 416 -13; 0 2 -3 5; 23 3 5 -7]]
B=[6530; 4 -1650; 12 -415; -12 52 -4 0]
C=[0 520; -4-165; 1012 -3 1; -2 2 -4 1]

Passo 2: Calcular (3A+ C)B.

Determina-se a matriz decorrente da operagao (3A + C')B, inserindo o seguinte

comando:

(3*%A+C) *B

obtendo-se a matriz: )
—470 2366 —149 715

—480 —-1682 76 460
—-82 840 122 720
630 —694 303 715

Na Figura 4.21, é apresentado o desenvolvimento da Atividade 9 no FreeMat.
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& FreeMat v4.2 Command Window - TR

File Edit Debug Tools Help

Dl DB E B w § 7 sekme -] [croommkstesmees - | Q

-3 (3*B4C)*E

ans =
-470 2366 -143 713
480 -leg2 T 460
-§2 840 122 720
630 -694 303 715

-->

> R=[12315 416-13; 02-35; 2335 -7|;
——» B=[5530;4-1650:12-415; -12 52 -4 0]:
—-> C=[0520; -4-165 1012 -3 1; -2 2 -4 1];

Figura 4.21: Desenvolvimento da Atividade 9 no FreeMat

1

4
Atividade 10. Dada a matriz C = | (
4

7

det(C)C", onde C* é a matriz transpo-sta de C.

2 3 00 ]

1 6 5 3

2 -3 5 1 |, pertencente a M5(R), calcule
1 8 51

5 =3 3 1 |

Objetivo: Assimilar os passos para calcular o determinante de uma matriz e a matriz

transposta, bem como, opera-los através da utilizacao do FreeMat.

Passo 1: Definir a matriz C.

A matriz C é inserida através do comando:

C=[12300; 4165 3;

02-351;,41851;75-331]

Passo 2: Calcular det(C)C".

Para calcular det(C)C", deve-se digitar o comando:

det (C) *C’
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obtendo-se a matriz:

Na Figura 4.22, é apresentado o desenvolvimento da Atividade 10 no FreeMat.

0
0

—1860 —7440 0 —7440
—=3720 —1860 —3720 —1860
—5580 —11160 5580 —14880

—-9300 —9300 —9300
—5580 —1860 —1860

¥ FreeMat v4.2 Command Window o
Dl DB E B w § 7 sekme -] [crogmrkstedmes - | Q
==y CS[1020300 05406 2pi0i2e=aT 191 s 17 15 =303 1);
--¥ det (C)*C'
ans =
-1860 -7440 0 -T7440 -13020
-3720 -1860 -3720 -1B60 -9300
-5580 -111e0 5580 -14880 5580
0 -9300 -8300 -9300 -5380
0 -5580 -1860 -1860 -18&0

S

Figura 4.22: Desenvolvimento da Atividade 10 no FreeMat

2 3 5
Atividade 11. VerifiqueseamatrizA= | 6 7 5 |, pertencente a M3(R), é inversa
1 10 11
27/136  1/8 —5/34
da matriz B = | —61/136 1/8 5/34

53/136 —1/8 —1/34

Objetivo: Fixar a definicao de matriz inversa e desenvolvimento da multiplicagao de

matrizes no FreeMat.

Passo 1: Inserir a matriz A e B.
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As matrizes A e B sao definidas através dos seguintes comandos:

A=[2 35; 6 75; 110 11]
B=[27/136 1/8 -5/34; -61/136 1/8 5/34; 53/136 -1/8 -1/34]

Passo 2: Determinar os produtos AB e BA.

Determina-se os produtos através dos comandos:

AxB
BxA

Passo 3: Verificar os resultados reportados.

Os resultados reportados pelo FreeMat sao iguais a matriz identidade. Logo, B é

inversa de A.

Na Figura 4.23, é apresentado os resultados dos produtos AB e BA.

2 FreeMat v4.2 Command Window - E'
File Edit Debug Tools Help
Dk DBE wib w & seolbee ~| [Croommksmomees - | Q)
——» B=[2 3 5; 6 7 5; 110 11];
--» B=[27/136 1/8 -5/34; -61/136 1/8 5/34; 53/136 -1/8 -1/34];
--> A*B
ans =
1.0000 0 -0.0000
0 1.0000 0.0000
0 0 1.0000
--» B*A
ans =
1.0000 ] g
-0.0000 1.0000 0
0.0000 0.0000 1.0000
Ready

Figura 4.23: Desenvolvimento da Atividade 11 no FreeMat
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Atividade 12. Utilize a primeira forma, dada na Subsecao 4.2.1, para verificar se a

1 0 2
matriz A= | 2 —1 3 |, pertencente a M3(R), admite inversa e, se admitir, determine
4 1 8

Objetivo: Apresentar uma aplicagao dos determinantes ao verificar se uma matriz admite

inversa e o comando para obteé-la.

Passo 1: Inserir a matriz A.

Insira a matriz A no FreeMat, através do comando:

A=[1 02 ; 2-13; 41 8]

Passo 2: Verificar se a matriz A admite inversa. Para verificar se a matriz A admite

inversa, calcule o determinante da matriz inserindo o comando:

det (A)

Como det A =1 # 0 a matriz admite inversa.

Passo 3: Determinar a matriz inversa.

Determina-se a matriz inversa B, inserindo o comando:

B=inv (A)
—11 2 2
obtendo-se a matriz B = -4 0 1
6 -1 -1

Na Figura 4.24, é apresentado o desenvolvimento da Atividade 12 no FreeMat.
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% FreeMat v4.2 Command Window - 8

File Edt Debug Tools Help ——> A=[1 0 2 ; 2 -1 3; 4 1 8]
D@ DBEE Wik w § D seklbse - | [copogamres(
Variables & x||-->A=[1 02 :2-13:418] ;L_ —
Name <)y _ _
ans doll 1 0 2 1 ¥} 2
A do 259 -
4 1 8 - -1 3
--> det (A) & l 3
e
" ——> det (&)
--> invia)
R ans =
& -1 % l

>

——> dmwv (&)

|
vy

HoowN

(NEERY

Figura 4.24: Desenvolvimento da Atividade 12 no FreeMat

Atividade 13. Utilize a segunda forma, dada na Subsecao 4.2.1, para verificar se a matriz

2 3 5
A= 16 7 5 |, pertencente a M3(R), admite inversa e, se admitir, determine a
1 10 11

matriz inversa B de A.

Objetivo: Obter a matriz inversa através da forma escada da matriz ampliada.

Passo 1: Inserir a matriz A.

Insira a matriz A no FreeMat, através do comando:

A= [235; 675; 110 11]

Passo 2: Verificar se a matriz A admite inversa.

Para verificar se a matriz A admite inversa, calcule o posto da matriz A inserindo

o comando:

rank (A)

Como o posto(A) = 3, a matriz admite inversa.

Passo 3: Definir a matriz ampliada C' = [A|I,,].
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A matriz é inserida no FreeMat através do comando:

C=[A eye(3)]

Passo 4: Obter a forma escada reduzida da matriz C.

A matriz é obtida através da inser¢ao do comando:

rref (C)

obtendo-se a matriz

1 00 01985 01250 —0,1471
C'=10 10 —0,4485 0,1250 01471
00 1 0,387 —0,1250 —0,0294

e, portanto a matriz inversa de A é a matriz

0,1985  0,1250 —0,1471
B=| -0,4485 0,1250 0,1471
0,3897 —0,1250 —0,0294

2 FreeMat v4.2 Command Window O e
File Edit Debug Tools Help
D@ B {j BiE 1B W ) sedkfbme | [CibogamPs oo <] | Q)
~-> B=[2 3 5; 6 T 35; 110 11];
——> rank (&)
ans =
3
—-> C=[A eye(3)}]
cC =
2 3 5 1 0 0
8 7 5 D 1 0
11011 0 0 1
—-> rref(C)
ans =
1.0000 0 ] 0.1885 0.1250 -0.1471
0 1.0000 0 -0.4485 0.1250 0.1471
0 Q 1.0000 0.3897 -0.1250 -0.0294 -

Figura 4.25: Desenvolvimento da Atividade 13 no FreeMat
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Na Figura 4.25, é apresentado o desenvolvimento da Atividade 13 no FreeMat.

Observagao 4.6. Na Atividade 11, foi verificado que a inversa da matriz A é a matriz:

27/136  1/8 —5/34
—61/136 1/8 5/34
53/136 —1/8 —1/34

J4, na Atividade 13, a inversa foi dada pela matriz:

0,1985  0,1250 —0,1471
—0,4485 0,1250  0,1471
0,3897 —0,1250 —0,0294

Embora sejam matrizes distintas, cada elemento da matriz possui seus valores
aproximados por 4 casas decimais. Isto, deve-se ao fato, do FreeMat estar configurado
para apresentar até 4 casas decimais, ap6s a virgula (format short). No entanto, é
possivel configura-lo para reportar até 14 casas decimais, apds a virgula, digitando o
comando (format long). Neste tltimo formato, o programa ird apresentar um valor
aproximado para este elemento com exatamente 14 casas decimais, apds a virgula.

Na Figura 4.26, é apresentado o desenvolvimento da Atividade 13 utilizando o

comando format long.

Em particular, a matriz inversa da matriz A, apresentada na Atividade 13, serd

reportada da seguinte maneira:

0,19852941176471  0,12500000000000 —0,147105882352941
—0,44852941176471  0,12500000000000 0, 147105882352941
0,38970588235294  —0,12500000000000 —0,02941176470588
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¥ FreeMat v4.2 Command Window - F
File Edit Debug Tools Help

D@ & \j E] B ulE w &7 seklse ~| | [cloganFleseferast - | Q)

--» format long
xR 2356711011

- C=[A eye(3)];
--» rref(C)
ang =
1.00000000000000 D 0 0,19852941176471 0,12500000000000 -D,14705882352941
0 1.00000000000000 0 -0.44852941176471  0,12300000000000 0,14705882352941
0 0 1.00000000000000  0.38970588235204 -0,12500000000000 -0,02941176470588

Ready

Figura 4.26: Desenvolvimento da Atividade 13 no FreeMat, utilizando o comando format long

4.2.2 Criptografando mensagens através do FreeMat

Todas as atividades apresentadas nesta subsecao terao por objetivo criptografar

mensagens no FreeMat, utilizando o sistema poligrafico apresentado na Subsecao 3.3.2.

Atividade 14. Utilizando o FreeMat, insira comandos para corresponder cada letra do

alfabeto dado na Subsecao 3.2.2, de acordo com a Tabela 3.2.

As letra do alfabeto dado na Subsecao 3.2.2, sao correspondidas a um numero
inteiro no FreeMat, ao digitar, simultaneamente, os seguintes comandos entre ponto e

virgula:

a=1; b=2; c=3; d=4; e=b; f=6; g=7; h=8; i=9; j=10; k=11; 1=12;m=13;n=14;

0=15; p=16; q=17; r=18; s=19; t=20; u=21; v=22; w=23; x=24; y=25; z=26;

Nao ha necessidade de declarar o caractere 0.
Na Figura 4.27, mostra-se a execucao da Atividade 14 no FreeMat e, na Figura

4.28, apresenta as variaveis salvas apos a insercao dos comandos.
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File Edit Debug Tools Help

DPRE BB Wi T e

?—f Ty a=1; b=2: c=3: d=4; e=5; f=6: ¢=T; h=8; i=9; j=10; k=11; 1=12;m=13;n=14;

. = tae p i a1 Tn 10y o 1% =0l ot il s il -3 - i - ks

Y

%‘C:ngamﬁﬁs(xﬁ&]pﬁee\ht 1k o

_rh‘_.,an_nnn T e n = %5

EE]

Figura 4.27: Desenvolvimento da Atividade ?? no FreeMat

o
p
q
r
s
t
u
v
W
bt
¥
Z
a
b
c
d
e
f
9
ans
h
i
i
k
I
m
n

A

Figura 4.28: Varidveis armazenados e dispostos na janela Variables
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Atividade 15. Dado o texto comum “Alan Turing”’, divida este texto em blocos de 3
caracteres e, utilizando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2 (inserida na Atividade

14), forme uma matriz M de ordem 4 x 3.

Passo 1: Dividir o texto comum em blocos de 3 caracteres.

Acrescentando o caractere 0 para completar espacos em branco e, agrupando em 4

blocos, contendo cada um 3 elementos, obtém-se os seguintes blocos:

ala n0Ot uri ng0

Passo 2: Determinar a matriz M, cujas entradas sao dadas pela correspondéncia numérica

da Tabela 3.2.

A matriz é descrita, inserindo o seguinte comando:

M=[ala; n0Ot; ur i; n g 0]

Na Figura 4.29, é apresentada a matriz reportada pelo programa.

2 FreeMat v4.2 Command Window - E'
File Edit Debug Tools Help

D@ B DB E UiE W § D sedlbse || [chmesmionwinsogeone -] | Q

—*M¥M[alarn0truri;nong 0]

4

[
[

Pl =2
[T
[

-1 mmo R
%]

=Ty

[
14

Figura 4.29: Desenvolvimento da Atividade 15 no FreeMat

LAlan Turing, 1912-1954: Matematico britanico que lancou bases para ciéncias da computacio for-
malizando o conceito de algoritmo. Durante a Segunda Guerra Mundial teve papel instrumental no
desenvolvimento de técnicas capazes de decifrar mensagens codificadas usadas pelos alemaes. Fonte:
http://www.ugr.es/~aprieto/Ciclo_conferencias_v{3.pdf
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1 0 2
Atividade 16. Considere a matriz chave A = | 2 —1 3 | € M;3(R). Por meio do

4 1 8
FreeMat, utilize a matriz chave A, para criptografar a mensagem: “Alan Turing”.

Passo 1: Inserir a matriz chave A.

A matriz é inserida através do comando:

A=[1 02; 2 -13; 41 8]

Passo 2: Dividir o texto comum em blocos de 3 caracteres.

De modo idéntico ao que foi feito na Atividade 15, acrescenta-se o caractere 0
para completar espagos em branco e, agrupando em 4 blocos, contendo cada um 3

elementos, obtém-se os seguintes blocos:

ala nOt uri ng0

Passo 3: Inserir a matriz M, cujas entradas sao dadas pela correspondéncia numérica

da Tabela 3.2.

A matriz é inserida através do seguinte comando:

M=[ala; nO0t; ur i; ng 0]

Passo 4: Obter a matriz cifrada M A.

A matriz cifrada é dada, inserindo o comando:

MA=Mx*A

Na Figura 4.30, é apresentada a matriz criptografada M A.
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2 FreeMat v4.2 Command Window - 1=

File Edit Debug Tools Help

D@ B Lj EJ B O WIB W 3D skl < [cpogenfistagrevat v | Q)
——> &=[1 0 2; 2 -1 3; 4 1 8];
——> M=[a 1 a; n 0 t;y ar iy n g 0]

H:

112 1
14 O 20
21 18 =]
14 T O

——> MB=M=*L
Mz =

Z9 -11 46
94 20 188
93 -9 1&a8
28 -7 48

Figura 4.30: Desenvolvimento da Atividade 16 no FreeMat

Passo 5: Apresentar a mensagem a ser transmitida.

Agrupando as linhas da matriz M A, em sequéncia, obtém-se a mensagem a ser

transmitida:
29 -11 46 94 20 188 93 -9 168 28 -7 49
1 0 2
Atividade 17. Considere a matriz chave A = | 2 —1 3 | € Mj3(R). Por meio do
4 1 8

FreeMat, decifre o criptograma:

29 -11 46 94 20 188 93 -9 168 28 -7 49

Passo 1: Inserir a matriz chave A.

A matriz é inserida através do comando:

A=[1 02; 2-13; 41 8]

Passo 2: Agrupar os blocos do criptograma e obter a matriz C' formada por estes blocos.

Agrupa-se em 4 blocos, contendo cada um 3 elementos.

29 —11 46 94 20 168 93 —9 168 28 —7 49
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Entao

29 —11 46

94 20 168
C =

93 -9 168

28 =7 49

Passo 3: Inserir a matriz C de ordem 3 x 4.

Como cada bloco corresponde a uma linha da matriz C', a matriz é inserida através

do comando:

C=[29 -11 46; 94 20 188; 93 -9 168; 28 -7 49]

Passo 4: Obter os blocos do texto comum.

Para obter os blocos do texto comum, deve-se inserir o comando:

M=Cx*inv (A)

Na Figura 4.31, é apresentada a matriz M.

2 FreeMat v4.2 Command Window - E'
File Edit Debug Tools Help

D@l DB E wiB w § 7 sedbme -] [cisesiveon wnosogeonve -] | Q)
—> A=[1 0 2; 2 -1 3; 4 1 8]:
——> C=[29 -11 46; 94 20 188:; 53 -9 1&8; 28 -7 49]

o]

[ T=RT- R |
[T FE Y SR ]

-11 46
20 188
-9 le8
-7 4%

——» M=C*inv (R)

M

[

[

[

W s ||

S moo M
[ ;%]

[ IT- R

e

Figura 4.31: Desenvolvimento da Atividade 17 no FreeMat

Passo 5: Apresentar a mensagem transmitida.
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Agrupando as linhas da matriz M obtida no Passo 4, em sequéncia, obtém-se:

112114 020211891470

Logo, utilizando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2, obtém-se o texto co-
mum:

alanOturing0

Portanto, a mensagem transmitida era “Alan Turing”.

31
Atividade 18. Considere a matriz chave A = € My (Zs7). Por meio do Free-
4 5

Mat, utilize a matriz A, para criptografar a mensagem: “Alan Turing”.

Passo 1: Inserir a matriz chave A.

A matriz é inserida através do comando:

A=[3 1; 4 5]

Passo 2: Dividir o texto comum em blocos de 2 caracteres.

De modo idéntico ao que foi feito na Atividade 15, acrescenta-se o caractere 0
para completar espagos em branco e, agrupando em 6 blocos, contendo cada um 2

elementos, obtém-se os seguintes blocos:

al an Ot wur in gO0

Passo 3: Inserir a matriz M, cujas entradas sao dadas pela correspondéncia numérica

da Tabela 3.2.

A matriz é inserida através do seguinte comando:

M=[a 1; an; Ot; ur; i n; g 0]

Passo 4: Obter a matriz cifrada M A.
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A matriz cifrada com entradas em Moy (Zg7) é obtida inserindo o comando:

MA=mod (M*A,27)

NA Figura 4.32, é apresentada a matriz criptografada M A.

2 FreeMat v4.2 Command Window - E'
File Edit Debug Tools Help

Dk DB BE wiB w & 7 seolbse ~| [citserspson wnofsoogeome ~| | Q)

-->» B=[3 1; 4 5];

-——>M=la l; an;r 0c;yur; 1in gqgao];
——>» Mo=mod (M*4,27)

[ ]

[
[l L% e T L 4 B =

19

ad

[
-1 N

5]

Figura 4.32: Desenvolvimento da Atividade 18 no FreeMat

Passo 5: Apresentar a mensagem a ser transmitida.

Agrupando as linhas da matriz M A obtida no Passo 4, em sequéncia, obtém-se:

24 7517 26 19 03 225 217

Logo, utilizando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2, obtém-se a mensagem

a ser transmitida:

xgeqzsOcbyug

31
Atividade 19. Considere a matriz chave A = € My(Zyz). Por meio do Free-

Mat, decifre o criptograma:

xgeqzsOcbyug

Passo 1: Inserir a matriz chave A.
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A matriz é inserida através do comando:

A=[3 1; 4 5]

Passo 2: Agrupar os blocos do criptograma e obter a matriz C' formada por estes blocos.

Agrupa-se em 6 blocos, contendo cada um 2 elementos.

xg eq zs Oc Dby ug

Entao,

Passo 3: Inserir a matriz C de ordem 2 X 6.

Como cada bloco corresponde a uma linha da matriz C', a matriz é inserida através

do comando:

C=[xg; eq; zs; 0c; by; ugl

Passo 4: Obter a matriz chave inversa.

Como 3-5—4-1=11 e, pela Tabela 3.1, o inverso multiplicativo de 11 em Zy7 é

5, entao,

Logo a matriz invA = A~ é obtida inserindo o comando:

invA= 5x[5 -1;-4 3]

Passo 5: Obter os blocos do texto comum.
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Para obter os blocos do texto comum, deve-se inserir os comandos:

M=mod (C*xinvA,27)

Na Figura 4.33, é apresentada a matriz M.

g FreeMat v4.2 Command Window = E'
File Edit Debug Tools Help

D@ DBEE Wik w T3 sexlbee | [cChogmisgree - | O
--> A=[3 1; 4 5]:

—>C=[greqrzs 0crbyrugl:

--» invA= 5*[5 -1;-4 3]:

--» M=mod (C*invi, 27)

M

T SO
[
e

S
[
o

Figura 4.33: Desenvolvimento da Atividade 19 no FreeMat

Passo 6: Apresentar a mensagem transmitida.

Agrupando as linhas da matriz M obtida no Passo 4, obtém-se:

112114 020211891470

Logo, utilizando a correspondéncia numérica da Tabela 3.2, obtém-se o texto co-
mum:

alanOturing0

Portanto, a mensagem transmitida era “Alan Turing”.
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Atividade 20. Utilizando o sistema poligrafico baseado na multiplicagao de matrizes
com entradas em R, construa um programa no FreeMat, para criptografar mensagens
de texto comum, e o intitule de ‘CRIPTOGRAFAR’. O programa deve fazer o seguinte:
a) solicitar a inser¢do da matriz chave A € M, (R); b) se det A # 0, o programa deve
solicitar o ingresso da matriz M de ordem m X n, onde cada linha da matriz M é formada
por m blocos de n letras do texto comum; c) se det A = 0, o programa deve reportar a
seguinte mensagem para o usuario: “A matriz chave nao é vélida, pois a matriz nao é
inversivel”.

Passo 1: Abrir o editor de texto do FreeMat e definir ‘CRIPTOGRAFAR’ como nome

para o programa.

No menu do FreeMat selecione a opcao editor. Aberta a janela de edicao, na linha

1, digita-se o comando:

function  CRIPTOGRAFAR

Passo 2: Utilizar o lago de repeticao while para que, ao serem apresentadas perguntas
que permitam a entrada de dois tipos de respostas (sim/nao), de acordo com a

resposta inserida, o programa seja reinicializado ou, execute acoes e encerre-se.

Para que o programa seja reinicializado, caso o usuario responda nao, na linha

abaixo dos comandos definidos no Passo 1, digita-se:

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==

Passo 3: Corresponder cada letra do alfabeto, dado na Subsec¢ao 3.2.2, com um nimero

inteiro, de acordo com a Tabela 3.2.

A correspondéncia é definida inserindo os comandos:

=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1=9; j=10;k=11;1=12;m=13;n=14;

0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20; u=21; v=22; w=23; x=24; y=25; z=26;

Nao ha necessidade de declarar o caractere 0.
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Passo 4: Criar um display com informacoes referente ao programa e que apresente a

correspondéncia de cifras, definida no Passo 3.

Cria-se o display, com os caracteres e valores da tabela definidos no Passo 2, inserindo

os comandos:

clc

disp(‘Programa para criptograr mensagens pelo sistema poligrafico’)

disp(‘ baseado no método de multiplicagdo de matrizes com entradas reais’)
disp(‘a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1i=9; j=10;k=11;1=12;m=13;n=14; )
disp(‘0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;2=26; )

disp(‘0 caractere O corresponde a um espago vazio’)

Passo 5: Definir comandos para o usudrio inserir a matriz chave A € M, (R) e para o

programa armazenar a ordem da matriz inserida.

Para definir a entrada da matriz chave A e informar ao usuéario quais matrizes devem

ser inseridas, digita-se o comando:

A=input (‘Entre com a matriz chave de ordem n : A =’)

Para o programa armazenar a ordem da matriz inserida, define-se o comando

[I,J]= size(A);

Passo 6: Definir as condi¢oes e parametros de decisao, de acordo com a chave crip-

tografica inserida, para determinar a matriz criptografada ou, caso contrario, apre-

sentar mensagens sobre a validade da chave criptografica.

As chaves validas deverao ser de ordem n e invertiveis, se estas condigoes sao validas

devera ser apresentada a matriz decifrada.

Passo 6.1: Inserir comando executando acoes se a chave inserida nao é inversivel.

elseif det(A)==0
disp(‘A matriz chave ndo é valida, pois a matriz ndo é inversivel’)

. reiniciar=input(‘Deseja encerrar o programa? sim / nao’ )

disp(‘Fim do Programa.’)
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Passo 6.2: Inserir comando executando acoes se a chave criptografica é valida,

ou seja, se a condi¢ao anterior nao é satisfeita.

else

clc

disp (‘A matriz de M deve possuir J elementos em cada linha’)
J=J

M=input (‘Entre com a matriz cujas entradas s&o caracteres
do texto comum. M=’)

disp (‘Cada linha da matriz MA é um bloco do criptograma’)
MA=Mx*A

continuar=input(‘Deseja encerrar o programa? sim /nao’)
disp (‘Fim do Programa.’)

end

end

Passo 7: Salvar o programa.

Para salvé-lo, selecione a opgao Save ou Save As do menu. Apods selecionado, abrird
uma nova janela onde deve-se escolher um diretério para salvar o arquivo (escolha

preferencialmente o diretério onde esteja salvo o FreeMat).

O arquivo deve ser nomeado como “CRIPTOGRAFAR” e salvo na extensao .m,
assim o arquivo final serd: “CRIPTOGRAFAR.m”. Na Figura 4.34, apresenta-se

parte dos comandos relativos a este programa.

Observagao 4.7. O programa é apresentado integralmente no Apéndice A.2, para utiliza-
lo, basta copiar os comandos apresentados, neste apéndice, e digita-los em cada linha do

editor do FreeMat, salvando-o no diretorio corrente do computador.
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3 CRIPTOGRAFAR.m (C;/Users/Wilson Juvino/Google Drive/) - FreeMat v4.2 Editor - 0 RS
File Edit Tools Debug Help

B @D XB i b b 01 IEQ -

CRIPTOGRAFAR.m
1 funetion CEIFTOGRAFAR
Z gin=l; nao=; reiniciar=0;
3 while reiniciar==
4 cle
3 8=1;b=2; 073, =4 2=0 120, 057, 028, 129, 3=10, k=11, 1=12; =13,
f n=14;0°15; =16, =17, 1=18; =19, t=20; w=21; v=21; w=23; =24; v25; =26
7 digp (' ')
g disp {'* Programz para criptografar mensagens pelo sistema poligrafico, *')
10 disp ('* baseado na multiplicacan de matrizes com entradas reais #)
1 L [ R R R R R R R R R AR R R RARRARRA R R AR )
12 disp (' ')
13 dizgp (' ') .

Figura 4.34: Editor do FreeMat e parte dos comandos relativos ao programa “CRIPTOGRA-
FAR”

Atividade 21. Utilizando o método poligrafico baseado na multiplicagao de matrizes
com entradas em R, construa um programa no FreeMat, para decifrar textos cifrados, e
o intitule de “DECIFRAR”. O programa deve fazer o seguinte: a) solicitar a insergao da
matriz chave A € M,(R); b) se det A # 0, o programa deve solicitar o ingresso da matriz
C de ordem m x n, onde cada linha da matriz C' é formada por blocos de n caracteres
do texto cifrado; ¢) se det A = 0, o programa deve reportar a seguinte mensagem para o

usudrio: ‘A matriz chave nao é vélida, pois a matriz nao é inversivel”.

Passo 1: Abrir o editor de texto do FreeMat e definir ‘DECIFRAR’ como nome para o

programa.

No menu do FreeMat, selecione a opcao editor. Aberta a janela de edi¢do, na linha

1, digita-se o comando:

function DECIFRAR

Passo 2: Utilizar o lago de repeticao while para que, ao serem apresentadas perguntas
que permitam a entrada de dois tipos de respostas (sim/nao), de acordo com a

resposta inserida, o programa seja reinicializado ou, execute acoes e encerre-se.
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Para que o programa seja reinicializado, caso o usuario responda nao, na linha

abaixo dos comandos definidos no Passo 1, digita-se:

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==

Passo 3: Criar um display com informacoes referente ao programa e que apresente a

correspondéncia de cifras definida no Passo 2.

Cria-se o display, com os caracteres e valores da tabela definidos no Passo 2, inserindo

os comandos:

clc

disp(‘Programa para decifrar mensagens pelo sistema poligrafico’)
disp(‘baseado no método de multiplicagdo de matrizes com entradas reais.)’
disp(‘a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1i=9; j=10;k=11;1=12;m=13;n=14;’)
disp(‘0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24,;y=25;2=26; )

disp(‘0 caractere O corresponde a um espago vazio’)

Passo 4: Definir comandos para que o usudrio insira a a matriz chave A € M,,(R) e para

o programa armagzenar a ordem da matriz inserida.

Para definir a entrada da matriz chave A e informar ao usuéario quais matrizes devem

ser inseridas, digita-se o comando:

A=input (‘Entre com a matriz chave de ordem n: A = ’)

Para o programa armazenar a ordem da matriz inserida, define-se o comando

[I,J]=size(A)

Passo 5: Definir as condicoes e parametros de decisao, de acordo com a chave crip-
togréfica inserida, para determinar a matriz decifrada ou, caso contrario, apresentar

mensagens sobre a validade da matriz chave.

A matriz chave vélida devera ser inversivel, se esta condicao é valida deve ser re-

portada a matriz decifrada.
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Passo 5.1: Inserir comando executando agoes se a chave inserida nao é inversivel.

if det(A)==0
disp(‘A matriz chave ndo é valida, pois a matriz n&o é inversivel.’)
reiniciar=input(‘Deseja encerrar o programa? sim / nao’ )

disp(‘Fim do Programa.’)

Passo 5.2 : Inserir comando executando acoes se a chave criptografica é valida,

ou seja, se a condi¢ao anterior nao é satisfeita.

else

disp (‘A matriz de C deve possuir J elementos em cada linha’)

J=J

C=input (‘Entre com a matriz cujos elementos sdo caracteres)

do criptograma. C=’)
D=inv(A);

disp (‘*Cada linha da matriz M é um bloco do texto comum.*’)
M=Cx*inv (A)

disp (‘xUtilize a tabela abaixo para escrever o texto comum.*’)
disp (’*Tabela de correspondéncia numéria*’)
disp(‘a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;i=9; j=10;k=11; 1=12;m=13;n=14;’)
disp(‘0=15;p=16;9=17;r=18;5=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24,;y=25;2=26")
disp(‘0 caractere O corresponde a um espago vazio’)
continuar=input(’Deseja encerrar o programa? sim / nao=’

end

end

Passo 6: Salvar o programa.

Para salvé-lo, selecione a opgao Save ou Save As do menu. Apoés selecionado, abrird
uma nova janela onde deve-se escolher um diretério para salvar o arquivo (escolha

preferencialmente o diretério onde esteja salvo o FreeMat).

O arquivo deve ser nomeado como “DECIFRAR” e salvo na extensao .m, assim

124



2

o arquivo final sera: “DECIFRAR.m”. Na Figura 4.35, apresenta-se
comandos relativos a este programa.

DECIFRAR.m (C:/Users/Wilson Juvino/Google Drive/) - FreeMat v4.2 Editor

File Edit Tools Debug Help

IPBO @ XE b kb T IFQ-

DECIFRAR.m

1
.
3
4
3
b
T

]
10
11

parte dos

fonction DECIFRAR

girl; nao=0; reiniciar=0;

vhile reiniciar=

cle

dap (")

L il
disp ('* Programa para decifrar mensagens pelo sistema poligrafico, *")
disp ('*  baseado na miltiplicacdo de matrizes com entradas reais  *')
L i
dap (")

dp (")

Figura 4.35: Editor do FreeMat e parte dos comandos relativos ao programa “DECIFRAR”

Observagao 4.8. O programa é apresentado integralmente no Apéndice A.3, para utiliza-

lo, basta copiar os comandos apresentados, neste apéndice, e digita-los em cada linha do

editor do FreeMat, salvando-o no diretério corrente do computador.

1 0 2

Atividade 22. Considere a matriz chave: A= | 3 5 1 | € M3(R). Por meio do pro-

2 20

grama “CRIPTOGRAFAR” desenvolvido na Atividade 20, utilize a matriz chave A, para

criptografar a mensagem: “Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional”.

Passo 1: Abrir o programa.

Para abrir o programa, na janela de comandos, digita-se:

CRIPTOGRAFIA

Apés, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.36).
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'} FreeMat v4.2 Command Window
File Edit Debug Tools Help

J@ B DEBEE iR w 5 7 seclbse v [csesWisnuwmojsogeone ~| | Q)
>

R R A R R R AR R A AR AR A AR AR AR AR AN AR

* Prpgrama para criptografar mensagens pelo sistema poligrafico, *
* baseado na multiplicacgio de matrizes com entradas reais ®

s o o e e e o o o o o o o o ok o o o e ok o o o o e o e o i o o i o ok o e o o o o o o o o o o e o e o o o e e o

R R R R R A R R R R R R A R R R R RN R R AR R R R AR AR AR R AR AR AR R TR AR

# Tabela de correspondéncia numérica i
R R o R R R R R R R R R RRR R R R R R R R R R R R R R
" -
* m=l-bh2r; o=3:d=1: e h:f=6; o-1:hB: 1=%: 3-10:k11; 1=12:m13 Ll
" =
* n=14;0=15:pFle;q=17;r=18;3=19;c=20;u=21;v=22;wWw=23;X=24;y=25;2=26 *
® "

R R R A R R R R R R R R AR AR R R R R R R R R R AR AR R R A RN R R AR AR AR A AR A RN RARRAAR

ol 0 caractere 0 corresponde a um espago vazio =

R R A R R A R A A RN R R AR AR R A A A AR AR AR R AR A AR AR AR RARARARAAER

Entre com a matriz chave de ordem n: A=J]
Ready

Figura 4.36: Desenvolvimento da Atividade 22, primeira etapa do programa

1 0 2

Passo 2: Inserir a matriz chave A= | 3 5 1

2 20

Para inserir a matriz chave, digita-se o comando:

[102; 351; 220]

e, ao pressionar Enter, é solicitado para o usudrio inserir a matriz M, cujas entradas

sao os caracteres do texto comum, conforme é apresentado na Figura 4.37.

Passo 3: Inserir a matriz onde as entradas sao caracteres do texto comum.

A matriz é inserida através do comando:

[mes;tra;doO;pro;fis;siomal;0emnOma;tem;

atij;cal0;emO;red;eOn; aci; ona; 10 0]

Ao pressionar Enter, o programa reportara a matriz criptografada, apresentada na

Figura 4.38.
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% FreeMat v4.2 Command Window

File Edit Debug Tools Help

D DEBEE ull w § 7 sedklbee | [Cersisn inmojsoogetnve -| | Q)
s

R R R R R R R R R R R R AR AR RN R RN R R R R R AR RN ARARARERNREERRRRRRER

ol A matriz M deve possuir J elementos em cada linha W
R R R R A R R A R A R A AR AR R R R AR AR AN AR AR AR AR A AR R R R R ER

o R o o oo R o o o o o R o R RO R R R o R o o o o o R o R

[Entre com a matriz cujas entradas s3n caracteres do texto comum: M=

Ready

Figura 4.37: Desenvolvimento da Atividade 22, segunda etapa do programa.

2 I
File Edit Debug Tools Help IlI-LT.L _
U 74 & D_ m W IR w O stdefbase v| | [cod -
e 66 63 31
g Cada linha da matriz MA ¢ um bloco do criptograma TE 92 58
48 TS 23
s < 100 120 50
was 71 83 21
200 120 5 76 75 47
76 7 a1 41 23 23
41 29 29
41 51 5 -5l 51 5
41 67 13
R 41 67 13
5 oe o 8l 51 45
S ow oo 75 118 22
28 33 -]
58 72 44 o g T
12 o0 24
44 65 23
— 41 33 41
33 28 10
28 33 5
589 T2 44
12 Q 24

Figura 4.38: Desenvolvimento da Atividade 22, terceira etapa do programa
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Passo 4: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.36, caso contrario, se inserir | sim |, 0 programa ¢ finalizado,

sendo apresentado o display da Figura 4.39.

b3 FreeMat v4.2 Command Window = =
Fie Edit Debug Tools Help

D@ & :J E] B B e T D stedolbese v | [CibsersWison duvinofGoogerive ~ | | Q)

12 0 24

Deseja encerrar o programa? sim /naosim
R A R R R AR A RN AR A AR A AR W

1 Fim do programa o

A N R R RN R A AR AR

—

Figura 4.39: Desenvolvimento da Atividade 22, quarta etapa do programa.

Passo 5: Apresentar a mensagem a ser transmitida:
Agrupando as linhas da matriz M A obtida no Passo 3, em sequéncia, obtém-se a

mensagem a ser transmitida:

66 63 31 76 92 58 49 75 23 100 120 50 71 83 21 76 75 47 41 29 29 41 51 5 41 67

13 61 51 45 79 118 22 6 5 7 44 65 23 41 33 41 33 28 10 28 33 5 59 72 44 12 0 24

1 0 2
Atividade 23. Considere a matriz chave: A = [ 3 5 1 | € M3(R). Por meio do
2 20

programa “DECIFRAR”, desenvolvido na Atividade 21, decifre o criptograma:

66 63 31 76 92 58 49 75 23 100 120 50 71 83 21 76 75 47 41 29 29 41 51 5 41 67

13 61 51 45 79 118 22 6 5 7 44 65 23 41 33 41 33 28 10 28 33 5 59 72 44 12 0 24
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Passo 1: Abrir o programa.

Para abrir o programa, na janela de comandos, digita-se:

DECIFRAR

Apés, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.40).

E-3 FreeMat v4.2 Command Window = =
file Edit Debug Tools Help

B4 D EJ B WIE W D swooklbse | [cUserspison Jovino/GoogieDrive ~| | )

e R e e e e e R I e e e e ]

. Programa para decifrar mensagens pelo sistema poligrafico, o

e baseado na multiplicaqaﬂ de matrizes com entradas reails =
LT e T T LT T P T T e T T e L T T T E T T T Ty

L R L e ]

¥ Tabela de correspondéncia numérica #
ERRREREERRRREARRRERARRAHRRRNEERRRRARRRREREEREREERRAREARARERRAREERR
& "
¥ a=1;b=2; c=3;d=4; e=5;f=6; g=T7;h=8; i=9; j=10;k=11; 1=12;p=13 *
¥ *
n=14;0=15;p=16,;q=17;r=18;8=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24,;y=25;2=268%
¥ *

e T T T T T T

L O caractere 0 corresponde a um e3pago Vazio =

B e e T E L T T T

intre com a matriz chave de ordem n: A=I

Ready

Figura 4.40: Desenvolvimento da Atividade 23, primeira etapa do programa.

1 0 2

Passo 2: Inserir a matriz chave A= | 3 5 1

2 20

Para inserir a matriz chave, digita-se o comando:

[102; 351; 22 0]

e, ao pressionar Enter, é solicitado para o usuario inserir a matriz C, cuja entradas

sao caracteres do criptograma, conforme mostra a Figura 4.41.
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= FreeMat v4.2 Command Window - E'
File Edit Debug Tools Help

D@ B [j EJ B B W T D sekbme  v| | [Cusesmison wnofcoogenrve +| | Q)
>

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R A R AR A AR R R R AR R AR AR R R AR AR R AR R AR R RRR

f A matriz C deve possuir J elementos em cada linha .

ERER R AR R R R AR Rk R R R R R AR R R kAR AR AR R R R A R AR R R Rk R R R R R R R

R R R A R R R R AR AR R R R R R AR R AR R R R R R AR

Entre com a matriz cujos elementos s8o caraceteres do criptograma: C= I

Figura 4.41: Desenvolvimento da Atividade 23, segunda etapa do programa.

Passo 3: Inserir a matriz onde as entradas sao caracteres do criptograma.

A matriz é inserida através do comando:

[66 63 31;76 92 58;49 75 23;100 120 50;71 83 21;76 75 47;41 29 29;41 51 5;41 67 13;
61 51 45; 79 118 22;6 5 7;44 65 23;41 33 41;33 28 10;28 33 5; 59 72 44; 12 0 24|

Ao pressionar Enter, o programa reportara a matriz decifrada apresentada na Figura

4.42.
z - oIl
File Edt Debug Tools Help
DB DEBEE wib @ 0 sechbe |y =
e 13.0000 5.0000 19,0000 n
20.0000 18.0000 1.0000
4.0000 15.0000 —-0.0000

> 1a.0000 1t

13.0000  5.0000  12.0000

g8.0000 15.0000
20.0000  15.0000  1.0000 6.0000 5.0000 15.0000
4.0000 15.0000 -0.0000
16.0000  18.0000  15.0000 19.0000 9.0000 15.0000
1
5

6.0000  9.0000  12.0000

Tifoolo  osis Uirioone 14.0000 .0000 12.0000
ofiood faofooes  iisoos 0.0000 .0000  13.0000
“Dito0 izetosis 'iooao 0.0000 13.0000 1.0000
Siood fa3%ooe0 =siooos 20.0000 5.0000 13.0000
"Tioi s uiiione 1.0000 20.0000 9.0000
1%23333 4i%ces  1-uteo 3.0000 1.0000 —0.0000
’ ’ 5.0000 13.0000 -0.0000
18.0000 5.0000 4,0000
5.0000 0  14.0000
1.0000 3.0000 9.0000
15.0000 14.0000 1.0000
12.0000 0 0

Figura 4.42: Desenvolvimento da Atividade 23, terceira etapa do programa.
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Passo 4: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.40, caso contrario, se inserir | sim |, 0 programa ¢ finalizado,

sendo apresentado o display da Figura 4.43.

2 FreeMat v4.2 Command Window = E'
File Edit Debug Tools Help

@B B BIE W UB W T ® sooolme - [cyuserspon wumofGoogeome ~]| | Q)

0.0000  13.0000 1.0000 ~
20.0000 5.0000  13.0000
1.0000  20.0000 9.0000
3.0000 1.0000  -0.0000
5.0000  13.0000 =0.0000
18.0000 5.0000 4.0000
5.0000 0 14.0000

1.0000 3.0000 9.0000
15.0000  14.0000 1.0000
12.0000 0 0

Deseja encerrar o programa? sim /naosim

R R R R R R R R R R R R R R R R AR R R R R AR T R R R

i Fim do prograna o

Figura 4.43: Desenvolvimento da Atividade 23, quarta etapa do programa.

Passo 5: Revelar a mensagem.

Agrupando as linhas da matriz M obtida no Passo 3, obtém-se:

13519201814 150 16 18 1566 9 19 19 9 156 14 1 12 0 5 13 0 13

1205131209310513018545014139151411200

Logo, utilizando a correspondéncia numérica da tabela, apresentada no display,

obtém-se o texto comum:

mestradoOprofissionalOemOmatematicaO0emOredeOnacionalQ0

Portanto, a mensagem transmitida era: “Mestrado Profissional em Matemaética em

Rede Nacional”.
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Atividade 24. Utilizando o sistema poligrafico baseado na multiplicagao de matrizes
com entradas em Zs7, construa um programa no FreeMat, para criptografar mensagens
de texto comum, e o intitule de ‘CRIPTOGRAFAR2HILL’. O programa deve fazer o
seguinte: a) solicitar a inser¢do da matriz chave A € My(Za7); b) se A é inversivel o
programa deve solicitar o ingresso da matriz M de ordem m X 2, onde cada linha da
matriz M é formada por m blocos de 2 letras do texto comum; ¢) se A nao é inversivel,
o programa deve reportar a seguinte mensagem para o usuario: “A matriz chave nao é

valida, pois a matriz nao é inversivel”.

Passo 1: Abrir o editor de texto do FreeMat e definir ‘CRIPTOGRAFAR2HILL’ como

nome para O programa.

No menu do FreeMat, selecione a opcao editor. Aberta a janela de edigao, na linha

1, digita-se o comando:

function  CRIPTOGRAFAR2HILL

Passo 2: Utilizar o lago de repeticao while para que, ao serem apresentadas perguntas
que permitam a entrada de dois tipos de respostas (sim/nao), de acordo com a

resposta inserida, o programa seja reinicializado ou, execute acoes e encerre-se.

Para que o programa seja reinicializado, caso o usuario responda nao, na linha

abaixo dos comandos definidos no Passo 1, digita-se:

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==

Passo 3: Corresponder cada letra do alfabeto, dado na Subsecao 3.2.2, com um nimero

inteiro, de acordo com a Tabela 3.2.

A correspondéncia é definida inserindo os comandos:

=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1=9; j=10;k=11;1=12;m=13;n=14;

0=15;p=16;q=17;r=18;s=19;t=20; u=21; v=22; w=23; x=24; y=25; z=26;

Nao ha necessidade de declarar o caractere 0.
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Passo 4: Criar um display com informacoes referente ao programa e que apresente a

correspondéncia de cifras definida no Passo 2.

Cria-se o display, com os caracteres e valores da tabela definidos no Passo 2, inserindo

o comando:

clc

disp(‘Programa para criptografar mensagens pelo sistema poligrafico’)
disp(‘ 2-Cifras de Hill. )
disp(‘a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;i=9; j=10;k=11;1=12;m=13;n=14;’)
disp(‘0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;2=26; )

disp(‘0 caractere O corresponde a um espago vazio’)

Passo 5: Definir comandos para o usudrio inserir a matriz chave A € M,,(Za7).

Para definir a entrada da matriz chave A e informar ao usuéario quais matrizes devem

ser inseridas, digita-se o comando:

A=input (‘Entre com a matriz chave de ordem 2 : A =’)

Passo 6: Definir as condig¢oes e parametros de decisao, de acordo com a matriz chave
inserida, para determinar a matriz criptografada ou, caso contrario, apresentar men-

sagens sobre a validade da matriz chave.
As chaves vélidas deverao ser de ordem 2 e inversiveis, se estas condigoes sao validas

devera ser apresentada a matriz cifrada.

Observagao 4.9. Para construgao do proximo passo, é fundamental observar a

Proposicao 3.29 e a Tabela 3.1.

Passo 6.1: Inserir comando executando agoes se a chave inserida nao é de ordem

2 ou nao ¢ inversivel.

if size(A) ~ =[2,2] || mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),3)==0
disp(‘A matriz chave ndo é valida, pois a matriz ndo é inversivel.’)
reiniciar=input(‘Deseja encerrar o programa? sim / nao’ )

disp(‘Fim do Programa.’)
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Passo 6.2: Inserir comando executando acoes se a chave criptografica é valida,

ou seja, se as condicoes anteriores nao sao satisfeitas.

else
disp (‘A matriz M deve possuir 2 elementos em cada linha’)
M=input (‘Entre com a matriz cujas entradas sdo caracteres
do texto comum. M=’)
disp (¢ Cada linha da matriz MA é um bloco do criptograma’)
MA=mod (M*A,27)
disp (‘Utilize a tabela abaixo para escrever o criptograma.’)
disp (‘Tabela de correspondéncia numéria’)
disp(‘a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;i=9; j=10;k=11; 1=12;m=13;n=14;’)
disp(‘0=15;p=16;q=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24,;y=25;2=26")
disp(‘0 caractere O corresponde a um espago vazio’)
continuar=input(‘Deseja encerrar o programa? sim /nao’)
disp(‘Fim do Programa’)

end

end

Passo 7: Salvar o programa.

Para salva-lo, selecione a op¢ao Save ou Save As do menu. Apds selecionado, abrird
uma nova janela onde deve-se escolher um diretério para salvar o arquivo (escolha

preferencialmente o diretério onde esteja salvo o FreeMat).

O arquivo deve ser nomeado como “CRIPTOGRAFARHILL2” e salvo na extensao
.m, assim o arquivo final sera: “CRIPTOGRAFARHILL2.m”.
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Observacao 4.10. O programa é apresentado integralmente no Apéndice A.4, para uti-
lizé-lo, basta copiar os comandos apresentados, neste apéndice, e digita-los em cada linha

do editor do FreeMat, salvando-o no diretério corrente do computador.

Atividade 25. Utilizando o método poligrafico baseado na multiplicagao de matrizes

com entradas em Zs7, construa um programa no FreeMat para decifrar textos cifrados,

e o intitule de “DECIFRARHILL2”. O programa deve fazer o seguinte: a) solicitar a
a; Qs

inser¢gao da matriz chave A = € My(Za7); b) se A é inversivel, o programa
az a4

deve solicitar o ingresso da matriz C' de ordem m X 2, onde cada linha da matriz C é
formada por m blocos de 2 caracteres do texto cifrado; c¢) se A ndo é inversivel, o programa
deve reportar a seguinte mensagem para o usuario: “A matriz chave nao é vélida, pois a

matriz nao é inversivel”.
Passo 1: Abrir o editor de texto do FreeMat e definir ‘DECIFRARHILL2’ como nome

para o programa.

No menu do FreeMat, selecione a opcao editor. Aberta a janela de edi¢ao, na linha

1, digita-se o comando:

function DECIFRARHILL2

Passo 2: Utilizar o lago de repeticao while para que, ao serem apresentadas perguntas
que permitam a entrada de dois tipos de respostas (sim/nao), de acordo com a

resposta inserida, o programa seja reinicializado ou, execute acoes e encerre-se.

Para que o programa seja reinicializado, caso o usuario responda nao, na linha

abaixo dos comandos definidos no Passo 1, digita-se:

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==0

Passo 3: Corresponder cada letra do alfabeto, dado na Subsecao 3.2.2, com um nimero

inteiro, de acordo com a Tabela 3.2.

A correspondéncia é definida inserindo os comandos:

=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1=9; j=10;k=11;1=12;m=13;n=14;

0=15;p=16;q=17;r=18;s=19;t=20; u=21; v=22; w=23; x=24; y=25; z=26;
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Nao ha necessidade de declarar o caractere 0.
Passo 4: Criar um display com informacdes referente ao programa e que apresente a
correspondéncia de cifras definida no Passo 2.

Cria-se o display, com os caracteres e valores da tabela definidos no Passo 2, inserindo

os comandos:

clc

disp(‘Programa para decifrar mensagens pelo sistema poligrafico’)
disp(¢ 2-Cifras de Hill. )
disp(‘a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1i=9; j=10;k=11;1=12;m=13;n=14;’)
disp(‘0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;2=26; )

disp(‘0 caractere O corresponde a um espago vazio’)

Passo 5: Definir comandos para que o usudrio insira a matriz chave A € My(Zy7) e para
. aqg  —a2
0 programa armazenar a matriz D = € My(Zaz).
—das aq
Para definir a entrada da matriz chave A e informar ao usuéario quais matrizes devem

ser inseridas, digita-se o comando:

A=input (‘Entre com a matriz chave de ordem 2: A = ’)

Para o programa armazenar a matriz D, define-se o comando:

D[A(4) -A(3); -A(2) A(D)

Passo 6: Definir as condic¢oes e parametros de decisao, de acordo com a matriz chave
inserida, para determinar a matriz criptografada ou, caso contrario, apresentar men-

sagens sobre a validade da matriz chave .

As chaves validas sao de ordem 2 e inversiveis, se estas condigoes sao validas devera

ser apresentada a matriz decifrada.

Observagao 4.11. Para construcao do préximo passo, é fundamental observar a

Proposicao 3.29 e a Tabela 3.1.
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Passo 6.1: Inserir comando executando acoes se a chave inserida nao é de ordem

2 ou nao é inversivel.

if size(A) ~ =[2,2] || mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),3)==0
disp(‘A matriz chave ndo é vadlida, pois a matriz n&o é inversivel.’)

reiniciar=input(‘Deseja encerrar o programa? sim / nao’ )

disp(‘Fim do Programa.’)

Passo 6.2: Inserir comandos executando agoes se a chave criptografica é valida,

ou seja, se as condicOes anteriores nao sao satisfeitas.

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3)),27)==1
inv=1xD

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==2
inv=14xD

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==
inv=7*D

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==5
inv=11%D

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==7
inv=4x*D

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==8
inv=17%D

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==10
inv=19%D

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==11
inv=5xD

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==13

inv=25%D
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elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3)),27)==14
inv=2x%D
elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==16
inv=22*D
elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==17
inv=8x%D
elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==19
inv=10*D
elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==20
inv=23%D
elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==22
inv=16%D
elseif mod(A(1)+*A(4)-A(2)*A(3),27)==23
inv=20*D
elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3)),27)==25
inv=13%D
elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==26
inv=26*D
end
disp (‘A matriz de C deve possuir 2 elementos em cada linha’)
C=input (‘Entre com a matriz cujos elementos sdo caracteres
do criptograma. C=’)
disp (’*Cada linha da matriz M é um bloco do texto comum.*’)
M=mod (C*inv,27) ;
disp (’xUtilize a tabela abaixo para escrever o texto comum.*’)
disp (’*Tabela de correspondéncia numériax’)
disp(‘a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;i=9; j=10;k=11; 1=12;m=13;n=14;’)
disp(‘0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24,;y=25;2=26")

disp(‘0 caractere O corresponde a um espago vazio’)
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continuar=input(’Deseja encerrar o programa? sim=1 / n&o=0’

end

Passo 6: Salvar o programa.

Para salvé-lo, selecione a opcao Save ou Save As do menu. Apéds selecionado, abrira
uma nova janela onde deve-se escolher um diretério para salvar o arquivo (escolha

preferencialmente o diretério onde esteja salvo o FreeMat).

O arquivo deve ser nomeado como “DECIFRARHILL2” e salvo na extensao .m,

assim o arquivo final serd: “DECIFRARHILL2.m”.

Observagao 4.12. O programa é apresentado integralmente no Apéndice A.5, para uti-
lizé-lo, basta copiar os comandos apresentados, neste apéndice, e digita-los em cada linha

do editor do FreeMat, salvando-o no diretério corrente do computador.

3 1
Atividade 26. Considere a matriz chave: A = € Ms(Zy7).
—4 5

Por meio do programa “CRIPTOGRAFARHILL2” desenvolvido na Atividade 24, utilize
a matriz chave A, para criptografar a mensagem: “Mestrado Profissional em Matematica

em Rede Nacional”

Passo 1: Abrir o programa.

Para abrir o programa, na janela de comandos, digita-se:

CRIPTOGRAFIAHILL2

Apés, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.44).
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2 FreeMat v4.2 Command Window - olEN|
file Edit Debug Tooks Help

D@ DBE ik @ § D sedlme | [csesmionwnsogeone -] | Q

LR RS R R R R R R R R s R s Rt Rt b bt Rt

L: Programa para decifrar mensagens pelo sistema poligréafico L

® 2-Cifrasz de Hill ¥
R R AR AR A AR AR AR AR AR R AR AR R AR AR AR R AR R AR AR AR AR R AR AR AR R AR AR AR A RH

R R R R R R R R R R R N R R R R R R R R R R R R R AR AR AR

® Tabela de correspondéncia numérica b
LR R R e e e R R e e e R R R R R R
" L
L a=1;b=2; c=3:d=4; e=35:f=6; ¢=7:b=8; i=9; j=10;k=11; 1=12;m13 L2
" *
¥ n=14;0=15;p=16;q=17;1r=18;3=19; t=20;0=21;v=22;w=23;x=24,;y=25; z=26 &
® #

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R A R A R R R R AR R R R R R R R AR AR AR AR

L) O caractere 0 corresponde a um espago vazio W
R R R R A N R R R A R R R A R A N A R R R A A R A AR R R AR AR R R R R A AR AR AR R &

Entre com a matriz chave de ordem 2: A *

Figura 4.44: Desenvolvimento da Atividade 26, primeira etapa do programa

3 1
—4 5

Passo 2: Inserir a matriz chave A =

Para inserir a matriz chave, digita-se o comando:

[31; -4 5]

e, ao pressionar Enter, ¢ solicitado para inserir a matriz M, cuja entradas sao

caracteres do texto comum, como mostra a Figura 4.45.

g FreeMat v4.2 Command Window - olEl|
File Edit Debug Toels Help

D@k DEBBE wiE w 5 sedlbee | | [l ninoSoogeDive -] | Q)
=

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R AR AR R A A R A AR AR AR AR R AR R RN R AR

. L matriz M deve possuir 2 elementos em cada linha N
R R R A A AR AR AR RRRE

Entre com a matriz cujos elementos sdo caracteres do texto comum: M= I

Ready

Figura 4.45: Desenvolvimento da Atividade 26, segunda etapa do programa
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Passo 3: Inserir a matriz onde as entradas sao caracteres da mensagem texto.

A matriz é inserida através do comando:

[me; st; raj;do; Op; ro;fi; ss; 1o;na; 10; em; O0m;

atiemiat; ic;aO;em; Or; ed;e O; na;c i;on; a 1]

e, ao pressionar Enter, o programa reportard a matriz criptografada, apresentada

na Figura 4.46.

2 2 = —— = E
File Edit Debug Tools Help -1 = = B
D7 e |:1 BIE (0 IF w T 7 swoclme v Gsesiuisol =1 =

— o= === =
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr 6 E 5
- Cada linha da matriz MA & um bloco do criptograma - e o = a5
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff gy =5
= = =3
A = = L
na =3 =
22 iz m B o=
17 26 = a =
Gt AT A
. = 213
11 19 =3 =l i |
b AT aAs
= 2 =zo
17 18 a s = =1
15 24 = a
17 16 1 F aAs
3 9 == =
shaz e ==
- as s
16 4 B a =
= o =3
a & =1
= o 2

Figura 4.46: Desenvolvimento da Atividade 26, terceira etapa do programa

Passo 4: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.44, caso contrario, se inserir | sim |, 0 programa ¢ finalizado,

sendo apresentado o display da Figura 4.47.
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2 FreeMat v4.2 Command Window - E'
File Edit Debug Tools Help

D@ B DB E B W § D sedlbse || [chmesmionminsogeone -] | Q

41 33 41

33 28 10
28 33 5
53 72 44
12 0 24

Deseja encerrar o programa? sim /naosim
AR R R R N A R N A R R R A A R A A R A AR A R AR R A AR AN AR A Em T

. Fim do programa .

A R A A R AR R R R AR R R R R

—

Figura 4.47: Desenvolvimento da Atividade 26, quarta etapa do programa

Passo 5: Apresentar a mensagem a ser transmitida

Agrupando as linhas da matriz M A obtida no Passo 3, em sequéncia, obtém-se:

19 11 4 11 23 23 6 25 17 26 21 12 9 24 8 6 21 3 11 19 9 12 17 16 2 11

4 20 17 16 4 20 15 24 3 1 17 16 9 9 26 256 155 11 19 0 21 16 4 9 7

Logo, utilizando a correspondéncia numérica da tabela, apresentada no display,

obtém-se a mensagem a ser transmitida:

skdkwwfyqzulixhfucksilqpbkdtqpdtoxcagpiizyoeksOupdig

3 1
Atividade 27. Considere a matriz chave: A = € My (Zy7). Por meio do

—4 5
programa “DECIFRARHILL2”, desenvolvido na Atividade 25, decifre o criptograma:

skdkwwfyqzulixhfucksilqpbkdtqpdtoxcagpiizyoeksOupdig
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Passo 1: Abrir o programa.

Para abrir o programa, na janela de comandos, digita-se:

DECIFRARHILL2

Apés, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.48).

3 1
—4 5

Passo 2: Inserir a matriz chave A =

Para inserir a matriz chave, digita-se

[31;, -4 5]

e, ao pressionar Enter, é solicitado inserir a matriz C' onde as entradas sao caracteres

do criptograma, como mostra a Figura 4.49.

{' FreeMat v4.2 Command Window
File Edit Debug Tools Help

I e [j BIBl W IR W T 3 stk bse  v| [Cofusershison nojsoogenmve + | | Q)
Y
R o o o o o R R o o o o ok o oo oo R o o o o o o o O R R o o o R o o o o R
* Programa para decifrar mensagens pelo sistema poligrafico #
o 2-Cifras de Hill e

R R R R RN R AR R R R R R A R R R R A R R R R R R A RN R R RN R AR A R AR R AR AR AR AR AR AR AR R AR AR ARERAA

R R R R R R R R R R R R A R R R R A R R R AR R R R R RN R AR AR AR R AR AR AR AR AR AR AR R AR AR ARERAR

ol Tabela de correspondéncia numérica d
o ol oy ol o o o o o o o o o o o o o o o o o ol o e o o o o o o o o o o o o ol ol o ol ol o o o ol o o o o ol o o o o o o ol o ol o o o o o o o o o o o o o o o R o
- -
v a=1;b=2; c=3;d=4; e=5;f{=6; g=7:b=8; i=9; j=10;k=11; 1=12;m13 L
" ®
* n=14;0=15;p=16; =17, r=18;=3=19;t=20;w=21;v=22;w=23;x=24;y=25;z=26 o
L "

R R R R A A R A A R A R R R R R A R R R R A AR AR AR AR R AR AR AR AR R AN A AR R RAARARERAR

i 0 caractere 0 corresponde a um espago vazio "

R R R R R AR R R AR R R A R R R R R A R AR R R R R A R A R R A A AR AR R R AR R AR AR AR AR ARAR AR AR RRARARERAR

Entre com a matriz chave de ordem Z2: A =l

Figura 4.48: Desenvolvimento da Atividade 27, primeira etapa do programa
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3 FreeMat v4.2 Command Window - olEN|
File Edit Debug Tools Help

DB DB B D @ 3 sl -] [Cllsers/ison uviofooge e -] | Q)

R A AR

N A matriz C deve possuir 2 elementos em cada linha 5

R R R R A R A R A AR A AR AR AR AR A AR A AR A ARR AN AR

Entre com a matriz cujos elementos sdo caraceteres do criptograma. C= I

Figura 4.49: Desenvolvimento da Atividade 27, segunda etapa do programa

Passo 3: Inserir a matriz onde as entradas sao caracteres do criptograma.

A matriz é inserida através do comando:

s k;d ksw wif y;q zu Li xsh fiu ¢k s;i Liq p;b kid t;q p;d t;0 x;5¢ a;q pii iz y;0 e;

k 8,0 w;p d;i g]

e, ao pressionar Enter, o programa reportard a matriz decifrada, apresentada na

Figura 4.50.

2 FreeMat v4.2 = =

File Edit Debug Tools Help It =

D@ DEBEE| WD @ 5 D secbee - [csespionumcof L3 =
>

BB
POUAOMEmEERmRON
[

b

Figura 4.50: Desenvolvimento da Atividade 27, terceira etapa do programa
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Passo 4: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.48, caso contrario, se inserir | gim |, 0 programa ¢ finalizado,

sendo apresentado o display da Figura 4.51.

g FreeMat v4.2 Command Window = E'
File Edit Debug Tools Help

N4 ij E]g WIE e O D stacafbese | |[CyUsersison JuvinofGooge Drive + | | ()

9 3
10
513
0 18
5 4
5 14
1
]
4
2

a=1;b=2; c=3;d=4; e=5;f=6; g=7;h=8; i=9; J=10;k=11; 1=12;m=13
n=14;0=15;p=16;g=17;r=18;8=18;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24; y=25;2=26

Deseja encerrar o programa? sim /nacsim

ISR E S SRR RS L SRSl RSt tRidigt s stst it iadttys)

* Fim dn programa "

B AR R AN AR R R AR R A AR R A AR RA AN AR AN RER AR RTINS L

Figura 4.51: Desenvolvimento da Atividade 27, quarta etapa do programa

Passo 5: Apresentar a mensagem transmitida.

Agrupando as linhas da matriz M obtida no passo 3, em sequéncia, obtém-se:

1351920 1814150 16 18 1566 9 19 19 9 156 14 1 12 0 5 13 0

131205131209310513018545014139 15141 12

Logo, utilizando a correspondéncia numérica da tabela, apresentada no display do

programa, obtém-se:

mestradoOprofissionalOemOmatematicalemOredeOnacional

Portanto, a mensagem transmitida era: “Mestrado Profissional em Matemética em

Rede Nacional”.
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4.3 Proposta III: Resolucao de sistemas lineares de
m equacoes com n incognitas

Nesta secao, sao descritas atividades para resolver sistemas lineares, onde, os
métodos algébricos, utilizados para resolver estes sistemas, serao aplicados através do
FreeMat. Ao final da secao, apresenta-se atividades para construir programas no FreeMat
que reportem as solucoes de sistemas lineares, expressos pela equagao matricial AX = B.

A utilizacao do FreeMat, nesta proposta, busca facilitar o ensino de sistemas
lineares no Ensino Médio, visto que, a resolucao destes nao é muito aprofundada no
ensino basico.

Nas abordagens das atividades seguintes, para resolugao de um sistema linear no
FreeMat, sera considerado a Regra Cramer e o método de Gauss-Jordan.

Regra de Cramer: Para um sistema de m equagoes e m incégnitas, a resolucao do

sistema, caso o determinante da matriz dos coeficientes seja diferente de zero !, se dara

através dos seguintes passos:
Passo 1: Inserir a matriz dos coeficientes A e dos termos independentes B.

Passo 2: Verificar se a matriz A admite inversa, inserindo o comando:

det (4)

Passo 3: Se o resultado reportado apds a inser¢ao do comando | det(A) | for diferente

de zero, determina-se a solugao (inica) do sistema inserindo o comando:

X=inv (A)*B

Método de Gauss- Jordan: Para um sistema de m equagoes e n incognitas, a resolucao

do sistema se dara através dos seguintes passos:

Passo 1: Inserir a matriz dos coeficientes A e dos termos independentes B.

Lembre-se que, se o determinante da matriz dos coeficientes for igual a zero, a Regra de Cramer é
inconclusiva.
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Passo 2: Determinar a matriz ampliada C' = [A|B] inserindo o comando:

C=[A B]

Passo 3: Determinar os postos da matriz A e B, respectivamente, através da insercao

dos comandos:

rank(A)
rank(C)

Passo 4: Se o sistema é compativel , determina-se a solucao através do comando:

rref (C)

Atividade 28. Através do FreeMat, utilizando a Regra de Cramer, determine, se for

possivel, a solucao do seguinte sistema linear:

T+ 2z =7
20 —y+32 =9
dr +y+ 8z = 30.

Objetivo: Aplicar a Regra de Cramer na resolugao de sistemas lineares.

Passo 1: Definir a matriz dos coeficientes A e a matriz dos termos independentes B.

As matrizes A e B sao inseridas no FreeMat, através dos respectivos comandos:

A=[1 0 2; 2 -1 3; 4 1 8]
B=[7; 9; 30]

Passo 2: Calcular o determinante da matriz A.

Calcula-se o det(A) inserindo o comando:

det (A)

Como det(A) =1 # 0 a matriz A é inversivel e o sistema admite tnica solugao.
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Passo 3: Determinar a solugao do sistema.

Através da Regra de Cramer, a solucao do sistema é dada pelos elementos da matriz

X, que é determinada através do comando:

X=inv (A)*B

Na Figura 4.52, é apresentada a matriz X.

Passo 4: Explicitar a solucao do sistema.

O programa nos fornece os valores:

Portanto, o conjunto solugao do sistema linear dado é {(1,2,3)}.

'} FreeMat v4.2 Command Window
File Edit Debug Tools Help

J V 6’ [j E] E Wl W 3 ® stece[base  ~ C:/Program Files (x86)/FreeMat -] 0

—> B=[1 0 2; 2 -1 3; 4 1 8]:
——> B=[7:; 9; 320]-
——> det (&)

ans =

——» X=inwv (A)*B

~Readv

Figura 4.52: Desenvolvimento da Atividade 28 no FreeMat
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Atividade 29. Foram estudados trés tipos de alimentos. Fixada a mesma quantidade de

alimento, determinou-se que:

(i) o alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B e 4 unidades

de vitamina C;

(ii) o alimento II tem 2 unidades de vitamina A, 3 unidades de vitamina B e 5 unidades

de vitamina C;

(iii) o alimento III tem 3 unidades de vitaminas A, 1 unidade de vitamina C e nao contém

vitamina B.

Se sao necessarios 15 unidades de vitamina A, 6 de vitamina B e 13 de vitamina C,
determine, se for possivel, a quantidade dos alimentos I, II e ITI, que fornecem a quantidade

de vitaminas desejadas.

Objetivo: Apresentar uma aplicagao dos sistemas lineares e do método de Gauss-Jordan.

Passo 1: Caracterizar o problema.

Sejam x,y e z, a quantidade dos alimentos I, II e III, respectivamente. Entao o

problema, em questao, é representado pelo sistema linear:

le +2y + 32 =15
3r+3y+0z=6
4o + 5y + 1z = 13.

Passo 2: Inserir no FreeMat a matriz dos coeficientes A, a matriz dos termos indepen-

dentes B, e a matriz ampliada C' = [A|B] do sistema linear obtido no Passo 1.

As matrizes A, B e C sao inseridas no FreeMat, através dos seguintes comandos:

A=[1 2 3;330; 4 5 1]
B=[15; 6; 13]
c=[ A B]

Passo 3: Verificar se o sistema admite solucao.
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Determina-se o posto das matrizes A e C' para analisar se o sistema possui solucao,

para isto, digita-se os comandos:

rank (A)

rank (C)

Neste caso, obtém-se posto(A) =posto(C') = 3, como o numero de incognitas

também é 3, o sistema é compativel e determinado.
Passo 4: Determinar a solugao do sistema, exibindo a matriz reduzida por linha a forma
escada.

Determina-se a matriz reduzida por linha a forma escada da matriz C' = [A|B],

digitando o comando:

D=rref (C)

1 0 01
obtendo-se a matriz D= | 0 1 0 1 |, apresentada na Figura 4.53.

00114
Passo 5: Explicitar a solucao do sistema.

A solucao do sistema é dada pelos elementos da ultima coluna da matriz D, sendo
estes:

r=1, y=1  z=4

Portanto, o conjunto solugao do sistema linear é {(1,1,4)}.

Na Figura 4.53, é apresentado o desenvolvimento da Atividade 29 no FreeMat.
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File Edit Debug Tools Help

Dk D@

Wi - 39

Stack: | base

F-> 2=[1 2 3; 833 0; 4 5 1];
> B=[15: &: 131:
> c=[a B]

c
1

wow e
oW
W

3
5 1
-—> ranki(&)

lans =
3

-—» rank(c)

lans =

3
[-—> D=rref(C)
D =

100
010
001

e

o

— A—[1 2 2> 2 2 0O:
-—> B=—[1%; &; 13]:
-—> —[& B
= =
g =2 3 AS
=] z 0 =
4 = 4. 12
-—> rank (&)
=hako] —
=2
—> rank (C)
Ans —
=
——> D—=rreT (O)
In} —
i o001
o 1 0 4
0 O 1 -4

Figura 4.53: Desenvolvimento da atividade 29 no FreeMat

4 5 11]-:

Passo 6: Determinar a quantidade de alimentos.

Pelo Passo 5, concluimos que, necessita-se de 1 quantidade do alimento I, 1 quanti-

dade do alimento II e 4 quantidades do alimento III.

Atividade 30. Se o sistema linear que caracterizasse o problema da Atividade 29 fosse

da seguinte forma:

lr4+2y+32z= 15
3r+3y+0z= 6
4r + dy + 3z = 13,

onde x,y e z representam a quantidade de elementos I, IT e III, respectivamente. Existiria

uma quantidade de alimentos I, II e III, que forneceriam as mesmas quantidades de

vitaminas desejadas?

Passo 1: Definir a matriz dos coeficientes A, a matriz dos termos independentes B, e a

matriz ampliada C' = [A|B].
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As matrizes A, B e C sao inseridas no FreeMat, através dos seguintes comandos:

A=[1 2 3; 330; 45 3]
B=[15;6; 13]
C=[ A B]

Passo 2: Verificar se o sistema admite solucao.

Determina-se o posto das matrizes A e C para analisar se o sistema possui solucgao.

Para isto, digita-se os seguintes comandos:

rank (A)
rank(C)

Neste caso, obtém-se posto(A) = 2 e posto(C') = 3. Como posto(A) <posto(C),
entao o sistema é incompativel.

Portanto, nao existe uma quantidade de alimentos x,y e z que forneceria a quanti-

dade de vitaminas desejada.

Na Figura 4.54, é apresentado o desenvolvimento da Atividade 30 no FreeMat.

File Edit Debug Tools Help

D@ e G, @. LB W 5 Ty stack base v |CoProgram Fils (x36)Fresat L O
——> B=[1 2 3; 3 3 0; 4 5 3]1-

-—> B=[15:;6; 131;:

-—-> C=[ A E]

C=
1 2 3 15
3 3 0 8
4 &5 3 13
——> rank(i)
ans =

Figura 4.54: Desenvolvimento da Atividade 30 no FreeMat
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Atividade 31. Resolva o sistema linear:

la+ 2y — 22+ 3w = 2
2+ dy— 3z+ 4w = 5 (4.2)
or + 10y — 8z + 1llw = 12

Passo 1: Definir a matriz dos coeficientes A, a matriz dos termos independentes B, e a

matriz ampliada C' = [A|B].

As matrizes A, B e C sao inseridas no FreeMat, através dos seguintes comandos:

=
Il

[12-23;,24-34; 510 -8 11]
B= [2; 5; 12]

Q
I

[ A B]

Passo 2: Verificar se o sistema admite solugao.

Determina-se o posto das matrizes A e C' para analisar se o sistema possui solucgao,

para isto, digita-se os comandos:

rank(A)
rank(C)

Neste caso, obtém-se posto(A)= 2 e posto(C)= 2. Como posto(A)=posto(C) e o
nimero de incognitas é 4 > 2, o sistema é compativel e indeterminado e possui

4 — 2 = 2 parametros livres.
Passo 3: Determinar a solucao do sistema, exibindo a matriz reduzida por linha a forma
escada.

Determina-se a matriz reduzida a forma escada da matriz C' = [A|B], digitando o

comando:

D=rref (C)
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obtendo-se a matriz D =

1 20 -1
0 01 -2
000 O

Passo 4: Explicitar a solugao do sistema.

Pelo Passo 3, o sistema (4.2) é equivalente ao sistema:

T+ 2y —w

z — 2w

4
1
0

=4
=1

(4.3)

Como existem dois parametros livres, escolhemos y =t e e w = u com t,u € R.

Substituindo no sistema (4.3), obtemos z =1+ 2u e v =4 + u — 2t.

Portanto, o conjunto solu¢ao do sistema linear dado é {(4+u—2t,¢,1+2u, u);t,u €

R}.

Na Figura 4.55, é apresentado o desenvolvimento da Atividade 31 no FreeMat.

%

File Edit D

cbug Tools Help

Dk DB@E u

R e

-—> ranki(&)

lans =

-—» rank(c)

lans =

[-—> rref(C)

ns
1
bl
0

X
or o

.y

> 2= 112

1
-2
0

-2 3; 2 4 -3 4; 5 10
5: 121:

> c=[ & B]

=

SRS

Ready.

Figura 4.55: Desenvolvimento da Atividade 31 no FreeMat

A= [1 2
B= [Z; S5
C=[ A B]
Frisde 3
] =1 92
10 -8 11
rank (&)
rank (C)
rref [C)
2 0 -1
o 1 -2
0 o0 O

2 3 2 4 -3 4;

=

5 10 -8

11] ;
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Atividade 32. Utilizando a Regra de Cramer, construa um programa no FreeMat e o
intitule de ‘CRAMER’, para determinar, se for possivel, a solu¢ao de um sistema linear de
m equagoes com m incognitas, dada por AX = B, onde A é a matriz dos coeficientes e B
¢ a matriz dos termos independentes. O programa deve fazer o seguinte: a) se det(A) # 0
for diferente de zero, o programa deve determinar explicitamente a solucao do sistema
linear; b) se det(A) = 0, o programa deve reportar a seguinte mensagem para o usuario:

“O determinante da matriz A é zero, informagdes sobre as solucoes sao inconclusivas”.

Objetivo: Desenvolver um programa, através da Regra de Cramer, que apresente as

solugoes de um sistema linear compativel e determinado.
Passo 1: Abrir o editor de texto do FreeMat e definir ‘CRAMER’ como nome para o
programa.

No menu do FreeMat, selecione a opcao editor. Aberta a janela de edi¢@o, na linha

1, digita-se o comando:

function CRAMER

Passo 2: Utilizar o lago de repeticao while para que, ao serem apresentadas perguntas
que permitam a entrada de dois tipos de respostas (sim/nao), de acordo com a

resposta inserida, o programa seja reinicializado ou, execute acoes e encerre-se.

Para que o programa seja reinicializado, caso o usuario responda n3o, na linha

abaixo dos comandos, definidos no Passo 1, digita-se:

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==

Passo 3: Criar um display com informacoes referente a aplicacao do programa.

Cria-se o display inserindo o comando:

clc
disp (“ )
disp (‘* Programa para obter solugdo de sistemas lineares de *’)

disp (‘* m equagdes com m incégnitas *’)

disp (‘* Regra de Cramer *’)
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Passo 4: Definir comandos para o usudrio inserir a matriz dos coeficientes

Para selecionar a entrada da matriz A e informar ao usudrio quais matrizes devem

ser inseridas digita-se o comando:

A=input (‘Entre com a matriz dos coeficientes: A =’)

Passo 5: Definir comandos para que seja reportada a matriz A e o seu determinante.

Para que o programa reporte a matriz A e seu determinante, digita-se os comandos:

clc

disp (‘* Matriz Ax’)

A=A

disp (‘x Determinante da matriz Ax’)

detA=det (A)

Passo 6: Definir condigoes e parametros de decisao, de acordo com o valor do deter-
minante da matriz inserida pelo usuario, para determinar a solugao do sistema ou

reportar a mensagem dada no enunciado.

Passo 6.1: Inserir comandos para executar agoes se o determinante da matriz

A é diferente de zero:

if det(A) ~ =0

B=input (¢ Para determinar a solugdo, entre com a matriz dos termos
independentes: B =’)

clc

disp (“* Solugdo do sistema linearx’)

X=inv(A)*B

continuar=input (‘Deseja revelar cada incégnita e seu valor?sim/nao’)
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Passo 6.2: Inserir comandos para executar agoes se o determinante da matriz

A é zero:

else det(A)==0

disp (‘* Como det(A)=0, informagles sobre as solugdes *’)
disp (‘* do sistema linear s3o inconclusivas *’)
reiniciar=input(’ Deseja encerrar o programa? sim / nao ’);
disp (‘* Fim do Programa *’)

end

end

Passo 7: Utilizar o lago de repeticao for para apresentar as incognitas e seus respectivos

valores.

Para reportar as incégnitas, caso o usudrio deseje, na linha abaixo dos comandos

inserido no Passo 6.2, digita-se os seguintes comandos:

clc
disp (* ?)
disp (‘*Conjunto solucfo do sistema linear {(x1, x2,...,xi,...,xm)}:*’)

[m n]= size(X);

for i=1:m

disp (‘*Valor da incégnita xix’)
i=1i

xi= X(1)

end

disp (‘“*Fim do programax’)

Passo 8: Salvar o programa.

Para salva-lo, na barra do Menu do editor, selecione a opcao Flile e clique em Sawve.
Ap6s selecionado, abrirda uma nova janela onde deve-se escolher um diretorio para

salvar o arquivo (escolha preferencialmente o diretério onde esteja salvo o FreeMat).

O arquivo deve ser nomeado como “CRAMMER” e salvo na extensao .m, assim o
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arquivo final serda: CRAMMER.m. Na Figura 4.56, apresenta-se parte dos comandos

relativos a este programa.

Observacgao 4.13. O programa ¢é apresentado integralmente no Apéndice A.6, para uti-
liza-lo, basta copiar os comandos apresentados, neste apéndice, e digita-los em cada linha

do editor do FreeMat, salvando-o no diretério corrente do computador.

2 :
File Edit Tools Debug Help fonction CRAMER
D@ B Q| »w e [) ]continuar=0;

CRAMER.m* clo o
i funotion CRAMER while continuar==(0 5
& continuar=0; :

3 cic disp (' ')

i while continuar=0 QLgp [MHFrFr iR r R R AR KRR KRR KRR R R R R R R R R AR AR R AR KRR AR AR R R R AR )

5 disp (' ")

2 Six E """""" disp ('* Programa para obter solugdo de siscemas lineares com m eguagdes e m incognitas *#')

S B disp ('* Método de Cramer =)

18 Zdnpnt (! Qisp [FoFsr A RA AR R AR R R R R AR AR R AR R AR AR R R AR R AR AR R AR AR AR R AR R R R AR AR R AR AR R A AR AR

11 if det (A)==0

2 s n B=input {'Entre com a matriz dos coeficientes: & =')

14 disp (' ' : _—

& e if det(i)==0

e Ty A8 continuar=l;

17 disp ('

13 disp ClC

139 elseif det(&)~=0

20 cle dig}; |:' 'J

21 B=input ('Entre com 2

22 cle g [ o R o o R o B o B o o R R B B o B R R M R R R R R RN R AR R R R R R

23 disp (' * : : = ks - & = & 3

24 disp disp ('* O determinante da matriz A e zero, informacoes sobre as solucoes sao inconclusivas,

25 disp ('* R I 7

26 disp (1% disp ('# Fim do programa

2L }[(:J:]’::z(x) R AR e e e e LT

29 continuar=input ('Deg "

30 cle elseif det(A)j~=0

31 disp (' *

32 disp ( clo

33 disp ('~ |- s T s = B O gl e - e

= disp ¢ B=input ('Entre com a matriz dos termos independentes: B =')

35 disp (' ")

36 disp (' ") cle

37 for i=l:m 5 '] ¥
disp (" ")

Figura 4.56: Editor do FreeMat e parte dos comandos relativos ao programa “CRAMER”

Atividade 33. Utilize o programa ‘CRAMER’, desenvolvido na Atividade 32, para de-

terminar, caso exista, a solucao tunica do sistema:

3r+2y+3z =32
3r —y =2
r—2y+z =0.

Passo 1: Abrir o programa ‘CRAMER’.

Para abrir o programa, na janela de comandos digita-se:

CRAMER

Apés, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.57).
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J Programa para obter solugdo de sistemas lineares de m equagdes com m incognitas *

Método de Cramer #

R R R R N R N N R R R R R R N R R R RN R

L]

Entre com a matriz dos coeficientez: A =I

Figura 4.57: Desenvolvimento da Atividade 33, primeira etapa do programa CRAMER

3 2 3
Passo 2: Inserir a matriz dos coeficientes A= | 3 —1 0
1 -2 1

Para inserir a matriz dos coeficientes, digita-se:

[323;3-10;1-21]

Apés pressionar Enter, o programa ird reportar a matriz A e seu determinante,

também, ird solicitar para inserir a matriz B, como mostra a Figura 4.58.

Como det A # 0, o programa solicita a inser¢gao da matriz dos termos independentes.

Passo 3: Inserir a matriz dos termos independentes.

Ao solicitar a inser¢ao da matriz dos termos independentes, digita-se o comando:

[32; 2; 0]

Ao pressionar Enter, o programa reportard a solucao do sistema, conforme apre-

sentado na Figura 4.59.
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[ TV ]
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[ B ]

[l =TT

R R R R AR R R R R R R R R R R R R A R R R R R AR R R AR R R R A R R R R R R A R R AR AR R R R A R R R R R AR R R R R R AR A R R R R R AR A AR AR R AR AR A R R AR R AR A R AR A R ]

od Determinante da matriz A: .

R R R R R R R R R R R R R AR R R R R R R AR AR AR R R R R R R AR AR R

detk =
-4

R R R R R R R R R R R R R R A R R R R R R R A R R R AR R AR AR AR A AR AR RN AR E Rk

*® Como det(d) & diferente de zero, O sistema possul solugdo dnica *
R AR A AR R A AR AR R R AR A R A AR R AN AR R A R A AR A R A AR AR A AR A AR A A A A A A A EARAARARAARARARARNAARAARNARAARRARNRAAESRRE & KR

Para determinar a sclugdo, entre com a matriz do3 cermos independentea: B = I

Figura 4.58: Desenvolvimento da 33, segunda etapa do programa CRAMER

g FreeMat v4.2 Command Window = E'
File Edit Debug Tools Help

D@ DEBE| I @ § F sekbse | [comspion amofeogene -] |

-

R R N N R R R A A A A RN A AR AR AR R

o Solugdo do sistema linear: ’

R R A R R R R A R R R R R A R R A R R R A R A AR R A AR A RN R RN AR AR AR ERS

2.0000
4,0000
6.0000

Deseja revelar cada incognita e o seu respectivo valor? sim /nao I

Readu.

Figura 4.59: Desenvolvimento da Atividade 33, terceira etapa do programa CRAMER

Passo 4: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.57, caso contrario, se inserir | gim |, 0 programa reportara cada

incognita com seu respectivo valor, sendo apresentado o display da Figura 4.60.
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2 FreeMat v4.2 Command Window el

File Edit Debug Tools Help

D@l DB E wiB w § 7 sedbme -] [cisesiveon wnosogeonve -] | Q)

R R N N N R R R RN AR RN AN

i - * Valor da incognita xi
A A R A A A N A R A A R R R
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L e A L L L s L b R i L s L it il e

Figura 4.60: Desenvolvimento da Atividade 33, quarta etapa do programa CRAMER

Passo 5: Explicitar a solucao do sistema.

Pelo Passo 3, a solucao do sistema é dada pelos elementos da matriz X, sendo estes:

Portanto, o conjunto solugao do sistema linear dado é {(2,4,6)}.

Atividade 34. Utilize o programa ‘CRAMER’, desenvolvido na Atividade 32, para de-

terminar, caso exista, a solu¢ao unica do sistema:

3r+2y+32z =32
6 — 4ybz =2
r—2y+z =0

Passo 1: Abrir o programa ‘CRAMER’.

Para abrir o programa, na janela de comandos digita-se:

CRAMER

Apos, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.61).

161



2 FreeMat v4.2 Command Window - E'
File Edit Debug Tools Help

D@ B DB E B W § D sedlbse || [chmesmionminsogeone -] | Q
=

R R R R R R R R R R N R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R AR A R R AR R R AR R AR R R bR d

o Programa para obter solugdo de sistemas lineares de m eguagfes com m inedgnitas J
¥ Método de Cramer *

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R AR R R AR AR AR AR AR AR AN R AR AR AARRS

Entre com a matriz dos coeficientes: 2 =I

Figura 4.61: Desenvolvimento da Atividade 34, primeira etapa do programa CRAMER

3 2 3
Passo 2: Inserir a matriz dos coeficientes A = | 6 —4 6
1 -2 1

Para inserir a matriz dos coeficientes, digita-se:

[323;6-46;1-21]

Apés pressionar Enter, o programa reportara algumas informagoes sobre o deter-

minante da matriz A e da sua solugao do sistema, conforme apresentado na Figura

4.62.

Como det A = 0, informagoes sobre as solugoes do sistema linear sao inconclusivas.

Passo 3: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.61, caso contrario, se inserir | gsim |, 0 programa serd encerrado

, sendo apresentado o display da Figura 4.63.
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= Determinante da matriz A

R R R R R R R R R AR R R R R R R R R R A R R R R R R R R R R R R A R R R A R R RN R R R R R R R A R R A R R R R R R R R R AN R AR R A AR AR AR AR R R AR R A RAR AR AR R R AT R
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AN A A A A A A A A AN A A T A AN A A AT A A A N A A A A A AN A N A A AN AR N A AR ANANAI AN

# Comn det (A)=0, informaches sobre as solughes do sistema linear 280 inconclusivas

AR R AR R AR AR RN R AR AR AR R R R AR AR AR AR AR R R AR AR R AR R R AR R R AR R AR R A R A AR AR AR AR R AN R AR R A AR AR AR RAR R AR A AR ARRRARARRARER

Deseja encerrar o programa? sim / nao

Rea
Figura 4.62: Desenvolvimento da Atividade 34, segunda etapa do programa CRAMER

@ FreeMat v4.2 Command Window = el -
File Edit Debug Tools Help

D@ e |:1 E’_] B ow W P stock base - | - [CofUsersison Juvino/GoogieDrive ~ | | )
-

9.2 3
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deth =
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i, siracanes sanie s Satastes ub Sisiian daicariimaiaerens

Deaeja encerrar o programa? sim / nao gim

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R A AR R R AR R AR AR R R

Fin do Programa

e e T LT

=

Figura 4.63: Desenvolvimento da Atividade 34, terceira etapa do programa CRAMER
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Atividade 35. Utilizando o método de Gauss-Jordan, construa um programa no FreeMat
e o intitule de ‘GAUSSJORDAN’, para determinar, se for possivel, a solucao de um
sistema linear de m equacoes com n incégnitas, dada por AX = B, onde A é a matriz dos
coeficientes e B ¢ a matriz dos termos independentes. O programa deve fazer o seguinte:
a) se o sistema for compativel e determinado, o programa deve determinar explicitamente
a solucao do sistema linear; b) se o sistema for compativel e indeterminado, o programa
deve determinar a matriz linha escada reduzida, da matriz ampliada C' = (A|B), e o
nimero de parametros livres; c) se o sistema for incompativel, o programa deve reportar a
seguinte mensagem para o usudario: “Como posto(A) <posto(C') o sistema linear AX = B

¢ incompativel”.

Objetivo: Desenvolver um programa, através do método de Gauss-Jordan, que apresenta

solugoes de um sistema linear.
Passo 1: Abrir o editor de texto do FreeMat e definir ‘GAUSSJORDAN’ como nome
para o programa.

No menu do FreeMat, selecione a opcao editor. Aberta a janela de edi¢@o, na linha

1, digita-se o comando:

function GAUSSJORDAN

Passo 2: Utilizar o lago de repeticao while para que, ao serem apresentadas perguntas
que permitam a entrada de dois tipos de respostas (sim/nao), de acordo com a

resposta inserida, o programa seja reinicializado ou, execute agoes e encerre-se.

Para que o programa seja reinicializado, caso o usuario responda n&o, na linha

abaixo dos comandos definidos no Passo 1, digita-se:

sim=1; nao=0; reiniciar=0;
reiniciar=0

while reiniciar==0

Passo 3: Criar um display com informagoes referente a aplicacao do programa.
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Cria-se o display, inserindo o comando:

clc

disp(¢ )

disp (‘*Programa para obter solugdo de sistemas lineares dex*’)
disp (‘*m equagles com n incégnitas*’)

disp (‘*Método de Gauss-Jordanx’)

Passo 4: Definir comandos para o usudrio inserir a matriz dos coeficientes A.

Para definir a entrada da matriz A e informar ao usuario quais matrizes devem

ser inseridas, digita-se o comando:

A=input (‘Entre com a matriz dos coeficientes: A=’)

Passo 5: Definir comandos para que, a partir da matriz A, seja reportado o niimero de

equacoes e incognitas do sistema linear.

Para que o programa reporte o nimero de equagoes e incognitas do sistema linear,

digita-se os comandos:

[m, n]l= size(A);

clc

disp(‘* m: Nimero de equagdes do sistema *’)
m=m

disp(‘* n: Nimero de incégnitas xi *’)

n=n

Passo 6: Definir comandos para o usuario inserir a matriz dos termos independentes B.

Para definir a entrada da matriz B e informar ao usudrio quais matrizes devem ser

inseridas, digita-se o comando:

B=input (‘Entre com a matriz dos termos independentes: B=’)

clc
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Passo 7: Inserir comandos para que seja reportado ao usuario a matriz ampliada C' =

[A|B], o posto da matriz A e o posto da matriz C.

Para reportar a matriz C, o posto(A) e o posto(C'), digita-se os comandos:

disp (‘* Matriz ampliada C: *’)
C= [A B]

disp(‘* Posto da matriz A: *’)
postoA=rank(A)

disp(‘* Posto da matriz C: *’)

postoC=rank (C)

Passo 8: Definir as condi¢oes e parametros de decisao, de acordo com o posto da matriz
A e da matriz C, para determinar o tipo de sistema e a solucao do sistema ou, caso

o sistema seja incompativel, reportar a mensagem dada no enunciado.

Passo 8.1: Inserir comandos para executar agoes se o sistema é compativel e

determinado

if rank(A)==rank(C) & rank(A)==n

disp(‘* Como posto(A)=posto(C) e posto (A)=n

o sistema é compativel e determinado *’)

disp(‘* Matriz C na forma linha escada reduzida *’)

Escada=rref (C)

continuar=input(‘Deseja revelar cada incégnita e

seu respectivo valor? sim / nao *’)

Passo 8.2: Inserir comandos para executar acoes se o sistema é incompativel.

if rank(A)< rank(C)
disp(‘* Como posto(A) < posto (C) o sistema é incompativel *’)
continuar=input (‘*Deseja encerrar o programa? sim / nao*’)

disp(‘* Fim do Programa *’)

Passo 8.3: Inserir comandos para executar agoes se o sistema é compativel e
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indeterminado.

elseif rank(A)==rank(C) & rank(A)<n

disp(¢ ?)

disp(‘* Como posto(A)=posto(C) e posto (A)< n

o sistema é compativel e indeterminado *’)

disp(‘* Numero de parimetros livres do sistema: *’)
n-rank (A)

disp(‘* Matriz C na forma linha escada reduzida *’)
Escada=rref (C)

disp(‘* Atribua quaisquer valores reais para cada
pardmetro livre e substitua no sistema *’)

disp(‘* escalonado, apés, faga substituigBes regressivas
obtendo o conjunto solugdo. *’)

continuar=input (‘*Deseja encerrar o programa? sim / nao*’)
disp(‘* Fim do programa *’)

end

end

Passo 9: Caso o sistema seja compativel e determinado, utilizar o lago de repeticao for

para reportar as incognitas e seus respectivos valores.

Para reportar as incognitas caso o usuario deseje, na linha abaixo aos comandos

declarados no Passo 7.3, digita-se os seguintes comandos:

clc
disp (° ?)
disp (‘x Conjunto solugdo do sistema linear:(x1l, x2,...,xi,...,xm)*’)

[m n]=size(Escada);

for i=1:m

disp (‘x Valor da incégnita xix’)
i=i

Xi=Escada(m* (n-1)+1%i)

end

disp(‘#Fim do programax’)
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Passo 10: Salvar o programa.

Para salva-lo, na barra do Menu do editor, selecione a opcao Flile e clique em Sawve.
Apos selecionado, abrirda uma nova janela onde deve-se escolher um diretério para

salvar o arquivo (escolha preferencialmente o diretério onde esteja salvo o FreeMat).

O arquivo deve ser nomeado como “GAUSSJORDAN” e salvo na extensao .m,
assim o arquivo final serda: GAUSSJORDAN.m. Na Figura 4.64, apresenta-se parte dos

comandos relativos a este programa.

& function GAUSSJORDAN 1< |

File Edit Tools Debug Help
clec

7 B 2™ [J X O
DPEO AN XB:P W0 ¢ continuar=0;

GAUSSIORDAN.m [x]
1 function GAUSSJORDAN WhllE Cclntl-'l'lar—- ~
R P dizp (" ')

4 while continuar==0 diﬂp ('I]lll!l!llI]l!l!]llr!lllllll[!llll!][lll]]llr!]llllllllllllxj
5 disp (' '
: e disp ('* Programa para obter solugdo de sistemas lineares cof
Z :i:i BE dlﬂp ('I]lll!l!llI]l!!!1!!11!!!!!!!(!!!![11[lII]]lII!]lKI]llI!!!llxj
7, i disp ('* Mitndo de Gauss-Jordan
. i e e i e bt it LD [ R R R R R R R R R R AR R R AR AR AR AN RN AR RR
13 [m, nl=size(d):
1q clc i 1 1
sl B disp { }
1s disp ( )]
5 (e |2=input (' Entre com a matriz dos coeficientes: & =' };
i Jm, nj=aize(d):
20
21 Jele
P digp (" )
2 .
2 {di=p (' ')
oy

dj_sp|:'nnannnanaannnanﬁanaﬁzaannnannnanHrn:annnaannxﬁaaxmﬁaxﬁnnnaxm'j
£ [ - 1§ - = 2 &1
disp{ m; Nimero de equagoes do sistema D
Aimp [PEEAFERIRIRRERR R RA KRR R RRRRER KA R R KRR AR AR R R R R R KR RAR TR

=T

disp ('*# n: Nomere de incégnitas xi LAY &
ez (1 1

Figura 4.64: Editor do FreeMat e parte dos comandos relativos ao programa “sistemas”

Observagao 4.14. O programa ¢é apresentado integralmente no Apéndice A.6, para uti-
liza-lo, basta copiar os comandos apresentados, neste apéndice, e digita-los em cada linha

do editor do FreeMat, salvando-o no diretério corrente do computador.

Atividade 36. Utilize o programa ‘GAUSSJORDAN’, desenvolvido na Atividade 35,

para determinar a solucao do sistema:

le +2y+32 =15
3z + 3y =6
6x + 6y = 12.

Passo 1: Abrir o programa ‘GAUSSJORDAN’.
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Para abrir o programa, na janela de comandos digita-se:

GAUSSJORDAN

Apés, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.65).

¢ FreeMat v4.2 Command Window - O =
File Edit Debug Tools Help
BN7ZA" F E_J B W lE w G B stdklese v | [ciuserspuison JunofGoodenme | | Q)

—

* Programa para obter soluglc de sistemas lineares de m equagdes com n incdgnitas
- Método de Gauss-Jozdan -

Entre com a matriz dos coeficientes: A =f]

T T T T T T T T T T T T T T T T T T e T T ey

Programa para obter zolugdo de sistemas lineares de m equacBes com n incdgnitas 1
Método de Gausz-Jordan k

R R R AR R R A R AR R R R R R AR R R R A AR A A R R AR AR R A AR R R AR AR A AR R R R AR A AR R R AR R R R RRR R R R o &

Encre com a matriz dos coeficientes: B =I

Figura 4.65: Desenvolvimento da Atividade 36, primeira etapa do programa Gauss Jordan

1 2 3
Passo 2: Inserir a matriz dos coeficientes A= | 3 3 0
6 6 0

Para inserir a matriz dos coeficientes, digita-se:

[123; 330;66 0]

e, ao pressionar Enter, o programa reportard o nimero de incégnitas e equacoes do

sistema, conforme mostra a Figura 4.66.
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IEI‘LEIE com a matriz dos termos independentes: 3=I

Reachs

Figura 4.66: Desenvolvimento da Atividade 36, segunda etapa do programa Gauss Jordan

Passo 3: Inserir a matriz dos termos independentes.

Para inserir a matriz dos termos independentes, digita-se:

[15; 6; 12]

e, ao pressionar Enter, o programa reportara algumas informagoes sobre o sistema
e sobre a matriz reduzida por linha a forma escada da matriz C' = [A|B], conforme

mostra as figura 4.67 e 4.68.
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Figura 4.67: Desenvolvimento da Atividade 36, terceira etapa do programa Gauss Jordan

é ERE R RS T R L R R R R T R R R R T R R R T R R T R R R T E R R T RS R T ] ]
File Edit Debug Tof N = o 2
- Numero de parametros livries do sistema: -
J Vié l o g R R R o R R R RO o R o o o R o R R o o oo R R o o o R R o o o
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® Matriz C na forma linha eacada reduzida =
o R R R R R R R R R R R R R A R AR R A AR R A R R A R AR RN AR R R A R A AR AR R AR AR R R R R R R R kAR AR
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1 [Escada =
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0 0 i}
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1 0 -3-11
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* Atribua gquaisquer valores reai= para cada parametro livre e substitua no sistema *

- acribua aisqed®  @8calomado, apds, fags substituicdes regressivas obtendo um conjumnto solugdo. -
.,.ffffiiszii.if R R N R R R R A R R R R R A R R R A R Y R R R R R R R A AR R AR N R AR R AR RN R AR AR R

Deseja encerrar

Deseja emcerrar o programa? sim / nao I —

Figura 4.68: Desenvolvimento da Atividade 36, quarta etapa do programa Gauss Jordan

Passo 4: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.65, caso contrario, se inserir | gim |, 0 programa sera encerrado,

sendo apresentado o display da Figura 4.69.
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postoC =
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Fim do Programa

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R A R R R R R R R R R R R RN R R AR R RE VR AR RR VAR

Escada =
1 0 -3-11
o 1 3 13
o 0o 0o o0

Atribua quaisquer valores reais para cada parametro livre e substitua no sistema

escalonado, apés, faga substituicBes regressivas obtendo um conjunto solugdo.

Figura 4.69: Desenvolvimento da Atividade 36, quinta etapa do programa Gauss Jordan

Passo 5: Explicitar a solucao do sistema.

Pelo Passo 3, o sistema apresentado, no enunciado da Atividade 36, é equivalente

ao sistema:
r—3z =—11

y+3z =13

Como existe um parametro livre, escolhemos z = t, com ¢t € R. Substituindo neste

sistema, obtemos y = 13 — 3t e z = —11 + 3t.

Portanto, o conjunto solugao do sistema linear dado é {(—11+ 3¢, 13 —3t,1);t € R}.

Atividade 37. Utilize o programa ‘GAUSSJORDAN’, desenvolvido na Atividade 35,

para determinar a solucao do sistema:

lr4+2y+32z =15
3T + 3y =6
6x + 6y =13.

Passo 1 Abrir o programa ‘GAUSSJORDAN’.

Para abrir o programa, na janela de comandos, digita-se:

GAUSSJORDAN
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Apés, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.70).

< FreeMat v4.2 Command Window

- o
File Edit Debug Tools Help
Dk DB E wiB w & 7 seolbse ~| [citserspmeon wnofsoogeome ~| | Q)
=5
Programa para obter solugdo de sistemas lineares de m equagdes com n incégnitas
Método de Gauss-Jordan

Entre com a matriz dos coeficientes: & =f]

Progrema para obter 501.'.1;&0 de zistemas limeares de m eq‘:Lat;Eles com n ingédgnitas 1

Metodo de Gauss-Jordan 1

R R R R R A R R A R R R R R R R AR R R R R R R R R R A A R A R AN R AR AR R AR R R R R Y

FEntre com a matriz dos coeficiemtea: A =I

Figura 4.70: Desenvolvimento da Atividade 37, primeira etapa do programa Gauss Jordan

1 2 3
Passo 2: Inserir a matriz dos coeficientes A= | 3 3 0
6 6 0

Para inserir a matriz dos coeficientes, digita-se:

[1 23; 330;66 0]

e, ao pressionar Enter, o programa reportarda o nimero de incognitas e equagoes do

sistema, conforme mostra a Figura 4.71.

Passo 3: Inserir a matriz dos termos independentes.

Para inserir a matriz dos termos independentes, digita-se:

[15; 6; 13]

e, ao pressionar Enter, o programa reportara algumas informagoes sobre o sistema

linear e sobre a matriz reduzida por linha & forma escada da matriz C' = [A|B],

conforme mostra a Figura 4.72.

Como posto(A) < posto(C'), o sistema nao possui solugao.
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File Ecit Debug Tools Help
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o o R R o R R RO R R R R R R oo R o o

|E:1tre com & matriz dos termos independentes: 3=l

Figura 4.71: Desenvolvimento da Atividade 37, segunda etapa do programa Gauss Jordan

-3 FreeMat v4.2 Command Window - IR

R R R R R R R R R R A R R R R R R R AR A R AR R R R A R R AR R R A AR A R R AR AR AR AR AR AR AR AR

e B Posto da matriz A:
"""" L T e e T e T T T e e T P e R R TR T T T
= yastoh =

1 2 d

3 3 2

€ €

R R R R R R R R R R R R R R R R A R R R R A R R R R R R A A R AR AR R A AR A R AR AR AR

. Posto da matriz C:

R R R R R R R R R AR R R R AR R R R R R R R R R R AR RN RN R AR R R AR R RN A R R A AR R AR R R AR R AR R R AR R R AR R R AR AR R AR AR R AR R RARRARRRAR

bostaC =

[postoC 3

3

* R R A A AN AR A A AR R R A A AN R AR AN A AR A A A A R A R A A AR A A A A A A R A A A R R R A N A A A A A A R A A AR A A A RARARRAARRRAARA AR
‘ Como posto(h) < posto (C) o sistema € incompativel

Desejaff A ki d k kA Ak R R R R AR R R AR AR R R AR R R R R R R R R R AR R AR AR AR R R R R R R AR R R R R A AR R R AR R R AR A R AN R R AR AR AR R AR A R AR R R AR R AR R AR R AR

Deseja encerrar o programa? sim / nao I

Figura 4.72: Desenvolvimento da Atividade 37, terceira etapa do programa Gauss Jordan

Passo 4: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.69, caso contrario, se inserir | gim |, 0 programa sera encerrado,

como mostra a Figura 4.73.
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% FreeMat v4.2 Command Window - U R
File Edit Debug Tools Help

Jg e DEBEE wIE w 5P sedlbse | [csesisonwnoGogeone ~| | Q)

e3eja encerrar o programa? sim [/ nao sim

il

R R R R R R A R N R A R R A R R A A N R R R R R N R R A AN A AR TR AR AR RN AR R R RN & KA

Fim do Programa

R N N N R A N N RN

Como posto(R) < posto (C) o sistema é incompativel

Figura 4.73: Desenvolvimento da Atividade 37, quarta etapa do programa Gauss Jordan

Atividade 38. Utilize o programa ‘GAUSSJORDAN’, desenvolvido na Atividade 35,

para determinar a solucao do sistema:

le +2y +42z =15
3z + 3y =6
6x + 6y + 2z = 18.

Passo 1 Abrir o programa ‘GAUSSJORDAN’.

Para abrir o programa, na janela de comandos digite:

GAUSSJORDAN

Apos, pressione Enter e o programa serd compilado (ver Figura 4.74).

1 2 4
Passo 2: Inserir a matriz dos coeficientes A= | 3 3 0
6 6 2

Para inserir a matriz dos coeficientes, digita-se:

[124; 330;66 2]
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e, ao pressionar Enter, o programa reportara o nimero de incognitas e equagoes do
sistema, como mostra a Figura 4.75.

e FreeMat v4.2 Command Window - DS
File Edit Debug Tools Help

D@ B 0 BYE i IE W T D stdcme  v| [Cfusershison JvinofGoogieDrive ~| | )

bl Programa para obter soluglo de sistemas lineares de m equages com n incégnitas =
- Método de Gauss-Jordan -

Entre com 2 matriz dos coeficientes: A =]

P T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T r ey

Frogrema para obter solugdo de sistemas limearss de m equagBes com n incdgnitas "
Método de Gauss-Jordan 5

R R R R A R R R R R R R R R N A R N AN R A R A AR AN N R A RN R AR RN R AR AR R F &

Entre com a matriz dos coeficientes: B =I

Figura 4.74: Desenvolvimento da Atividade 38, primeira etapa do programa Gauss Jordan

2 ]

File Edit Debug Teols Help

3 2 -~ i o R o R o R o R R R R o o R o R o o ol RO o ol o R R o R RO R o RO R o o o oo
D DBE| wie
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““““““““““““““““““ [ o R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R
* m: Nimero de equagées dd

3 n =
i3 n: Nimero de incégnity) 3

3 o o o R R R o R o R R R R R R R R o oo oo R R RO R R R R R RO o R R R R o o o oo
Sttt et et o n: Namero de incognitas xi =

EATES COM 2 MATriz dos temos IndSfl b kK RN R R AR AR R R R R R R R R R R A RN AR R R AR R R R R AR R R R R R AR R AR RN AR R R R RRRR

oo o RO RR R R R R R RR R R R RO RO R R R R R R

oo o R R R R R R oo R R R R R R

IEZ‘LtIE com a matriz dos termos independentes: 3=I

Rearh

Figura 4.75: Desenvolvimento da Atividade 38, segunda etapa do programa Gauss Jordan

Passo 3: Inserir a matriz dos termos independentes B.
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Para inserir a matriz dos termos independentes, digita-se:

[15; 6; 18]

e, ao pressionar Enter, o programa reportard algumas informagoes sobre o sistema
linear e sobre a matriz reduzida por linha & forma escada da matriz C' = [A|B],

como mostra as figuras 4.76 e 4.77.

¥ FreeMat v4.2 Command Window - F

File Edit Debug w

n@ w3 R R L e T e R LT g
B

> Matriz ampliada C=(A|B) e

A R R R R R R R R R R R R R R R R R R A R R R R R A A A R R R R R A AR AR AR R AR R AR AN AR AR AR AR AR AA A RN

c= cC =
12 215 .
33 0 6 1 2 415
5 6 218 3 3 ¢
pssnssnnwnnnll & 6 2 18
baseda = T T e T e T T T T T T T T P T T P TP P T
i #

. Posto da matriz A:

postoC = jpostol =
2 3
" L I

i Posto da matriz C: x

R e T e e e T T T g

IpostoC o
2

Figura 4.76: Desenvolvimento da Atividade 38, terceira etapa do programa Gauss Jordan

b3 FreeMat v4.2 Command Window - O
File Edit Debug Tools Helg

U@ &
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Como posto(A)=posto(C) e poato (&)= n 0 sistema e compativel e determinado N
o R R R R R R R R R R AR R R R R R R R R AR R R R
-
1 2 415
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e g R R R R R R A R R R N R R R R R R R R R R R R R R RN R R AR AR RN AR R AR RN R R AR AR E R
Matriz C na forma linha escada reduzida *
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[postoh =
3

CCLTTTTTTTTTTTTTTTTTINY fclot-ts - T
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lbostac = 0101
2 0013

o Como post

esnssnnannannannneafi@3eja revelar cada incégnita e o seu respective valor? zim/ nao I

o
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W e

scada
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001

Deseda revelar cada incégnita e o seu respectivo valor? sim/ nas || V

Figura 4.77: Desenvolvimento da Atividade 38, terceira etapa do programa Gauss Jordan
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Passo 4: Reinicializar ou encerrar o programa.

Ao inserir | nao | e teclar Enter, o programa é reinicializado, sendo apresentado o

display da Figura 4.74, caso contrario, se inserir | sim |, 0 programa reportara o

valor de cada incognita, como mostra a Figura 4.78.

- cmm

FreeMat v4.2 Command Window

R R R R A R R R R AN R A R R AR NN R A A AR RA A RREHERE

i Conjunto solugho do 2istema linear: {(x1, x2,...,xi,...,xm)} " -
R R R R R R R R R R A AR AR A R AR A AR R R AR R R R R R R

R R A R R R R R R R R R A A R R R R R R R R A A R A R AR R R AR R R R AR R R R A AR AR AR A AR R R R R R R R R AR R

A Valor da incognita xi o
1 AR A A A AR R R AR AR R R AR R A AR A AR A AR A A A A AR AR R AR R A AR A AR AAAAAAAAAARAAARAREAARRARAARRAAAAAAA AR A A AR AR AR R AR AR AR RE R
Fa

1 i =

- i=

N K

Valor da incégnita xi

Figura 4.78: Desenvolvimento da Atividade 38, quarta etapa do programa Gauss Jordan

Passo 5: Explicitar a solucao do sistema.
Pelo Passo 3, a solucao do sistema é dada pelos elementos da ultima coluna da

matriz reduzida por linha a forma escada, sendo estes:

Portanto, o conjunto solugao do sistema é dado por {(1,1,3)}.
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Consideracoes finais

As funcgoes sao apresentadas inicialmente no ensino fundamental e, a partir dai,
nos outros niveis de ensino sao aprofundados seus estudos. As aplicacoes deste conteiudo
sao amplas e abordadas nos livros pedagdgicos, bem como, varios trabalhos académicos
discutem e apresentam estas aplicagoes. No ambito do estudo destas fungoes, exem-
plos e exercicios tratados em salas de aulas do nivel médio geralmente nao apresentam
um tratamento adequado, pois, sao abordados como uma equacao polinomial e isto,
também é, observado em algumas literaturas pedagogicas. Para o estudo do esbogo grafico
das funcoes, existem diversos softwares computacionais que podem auxiliar os docentes,
porém, percebe-se esta pratica, ainda incomum, no Ensino Médio.

Desta forma, com as propostas apresentadas, busca-se inserir a utilizacao do
software em sala de aula e auxiliar os docentes com atividades e uma sequéncia didatica
que possibilite isto.

Durante a aplicacao da Proposta I, observou-se que, além do entusiasmo dos
discentes ao utilizar o software, existiram poucas dificuldades com a inser¢ao dos coman-
dos. Também, ressalta-se que através do desenvolvimento das atividades da proposta, os
discentes interpretaram facilmente um gréfico, ressaltando que, quando comparado aos
graficos construidos sem uso de softwares, a facilidade no esbogo trouxe oportunidade de
estudar graficos mais complexos para este nivel de ensino.

Dos obstaculos para desenvolvimento das atividades da Proposta I, destacou-se,
as dificuldades de interpretacao de problemas matematicos pelos discentes e para definir
os comandos de condicao e repeticao. Diante disto, sugere-se que, para a aplicacao da
Proposta I, seria interessante fazer um algoritmo em portugués no quadro, usando-se os
condicionais: se, enquanto, senao, entao, etc., e depois passar para a linguagem de pro-

gramacao do FreeMat, semelhante ao que foi apresentado na Segao 2.3. Todavia, a inser¢ao
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dos comandos e atividades voltadas para a programacao, trouxe novas interpretacoes e
leituras da resolugao de um problema pelos discentes.

Portanto, observou-se que a proposta traz um ensino diferenciado, mais dinamico
e, conjuntamente, traz um aprofundamento nos conteidos trabalhados em sala, oportu-
nizando algumas experiéncias na area de programacao. Por fim, destaca-se a vontade
apresentada pelos discentes em continuar estudando dentro desta metodologia, a facili-
dade em trabalhar com os comandos do programa e a fixacao do contetido pelos mesmos.

Quanto ao estudo de matrizes e sistemas lineares, sendo estes, contetidos que na
disciplina de Algebra Linear do Ensino Superior, tem seu estudo aprofundado, e de grande
relevancia, devido apresentar varias aplicagoes e um tratamento algébrico formal, exigi-se
do discente um bom conhecimento de suas propriedades algébricas. No Ensino Médio,
o estudo de matrizes e suas aplicagoes na resolucao de sistemas lineares, geralmente nao
é aprofundado, também, percebe-se grandes dificuldades em apresentar aplicacoes deste
conteudo para o aluno.

Neste sentido, as propostas II e III, foram elaboradas buscando inserir o estudo
das matrizes e de suas aplicagoes. A sequéncia das atividades apresentadas, constituem
um caminho e orientagao aos docentes para insercao do software FreeMat no ensino de
matrizes e sistemas lineares na educacao bésica.

Anseia-se que, na aplicagao destas propostas nas escolas de nivel médio, os do-
centes consigam aprofundar os estudos do software junto aos alunos, construindo outros
programas, de modo a utilizar cada vez menos as linguagens pré-definidas deste recurso
computacional. Ressalta-se que, apds o desenvolvimento das propostas, é sempre ne-

cessario uma abordagem algébrica usual no quadro.
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Apeéendice: Programas escritos em

FreeMat

A.1 Programa para determinar o valor a pagar para

um certo consumo de agua das residéncias em

Cuiaba/MT

function VALORES

sim=1; nao=0; continuar=1; while continuar==

clc

disp(’ )

AL (7 Hkskokkok okt ok ok ok Kok Kok kKR KRR KRR KRR KR KKK KR KRR KRR KKKk Kk ok Kok ok )
disp(’*Programa para determinar o valor decorrente do consumo de aguax’)
Aisp (7 ks kokokskokkokkokok ok ok ok Kok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok ok Kok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok ok kK 0 )
disp(’ )

x=input (’Insira o consumo em m3==>7)

clc

if x>=0 & x<=10

disp (* )

Aisp (7 #kkkkokkokkok ko kokkok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok ok kR ok kR ko ko ko ko sk sk ok ok ok ok ok ok )
disp(’* Consumo em m”: *7)

ALSP (7 koot ok ok ok Kok kKRR KKK KKK KRR KKK KKKk ok ok )
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COnsumo=x
y= 4.313%*x;

disp (7 kskkokskokotokok ook skokkokok ookt skt kol tofok ko skl skt ko okkok sk kb ook ko sk skok ok 7
disp(’* Valor a pagar em reais : *7)
disp (7 skckskokskrokokokskokofokkokkokskokokokookkokokok kool sktokokok sk kool ok sk kool koo ok ok kb sk kook ok ok 7 )
valor=y

elseif x>10 & x<=20

disp (7 )

disp (7 xkkskokskokorokokkookkokskokkokokkook ko kok ook kofok ko okok ok koo koo koo sk ook koo ko okok ok ok 7 )
disp(’* Consumo em m®: *7)
disp (7 skskskokskokorskokkodokkokskokk okt skokok okt skt skl skt ookt skt kbt ok tokok ko skok ok skok ok 7 )
CONnsSuUmo=x

y= 5.282*xx-9.69;

disp (7 skskskokskokokskoktookkokskokkokoktoRskkoRskokoksok kool skokok skt ok ko ok ko skok kb tokok ko skok ok skok ok 7
disp(’* Valor a pagar em reais : x7)
disp (7 xkkkkskokorokokkookkok ook kokok ko okko ok kok kR ko okok kb koo ko ok ok sk ok koo ko ok ok ok ok 7 )
valor=y

elseif x>20 & x<=30

disp (7 )

disp (7 xkkkkskokrokokkookkok ok kokoktoRkko ok kol tofok ko skl ok koo koo ko sk ook koo ko sk ok ok 7 )
disp(’* Consumo em m>: *7)
disp (7 sckskokokrokokokokkookkokkookkokokokokkokokofoktokok ok tokok ook tokok ko ko ok otk ok o kokok ok kokok ok )
Consumo=x

y= 8.816%x-80.37;

disp (7 skskskokskokorskokkofokkokskokokkokkookkoRskokokskoktofokko skl skt ookt ki skokok sk tokok ko skok ok skok ok 7 )
disp(’* Valor a pagar em reais : x7)
disp (7 xkkkkskokrokok ook skok ook koo skok kol tofok kool ok koo ko okkok kb kb koo ko okok o kok ok 7 )
valor=y

elseif x>30 & x<=50

disp (° )

disp (7 xkskkokskokorokokkookkok ok kokoktoRkko okt kol ook ko skl skoktokok ko okkok kb kb ook ko skok ok sk ok 7 )

disp(’x* Consumo em m?>: *7)
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disp (7 skskskokskokorskokkokok ko skokoksokkofokkokskokok okt okt skl skt okt ok ko skskok skt ok ko skok ok skokok 7 )
CONnsumo=x

y= 10.792%x-139.65;

disp (7 skskskokskokorskokkokokkokskokokkoktookkoRskokok okt kot skl skt ookt skt skok kb tokok ko skok ok skok ok 7
disp(’* Valor a pagar em reais : *7)
disp (7 sksoroksoksordoksorok ok ok skokkok ok otk ot skokkok ok otk sk kot kool ok kot okt okkok 7 )
valor=y

elseif x>50

disp (° )

disp (7 soksorokskokskoksdokoskkok ok ok dokokkok okt ok ok kbt okt sk kot okttt sk ok okskok 7))
disp(’* Consumo em m?’: *7)
disp (7 skskskokskskorskokskokokskokskokokskokokodok ko skskok skt okt skskokskoskok skt ko sk skok skt ok ko skkokskokok 7 )
y=14.269%x-313.5;

disp (7 sokskorokskokskoksdokokskok okt ko kot otk sk sk skok sk ok sk kot sk skok sk skt sk skok s okokok 7))
disp (7 Valor a pagar em reais : *7)
disp (7 skskoroksokskorskokkoko ok otk kot sk ot skt okkoto okt skokkok okt skokkok o kokok 7))
valor=y

end

continuar=input(’Deseja obter o valor para outro consumo ? sim /nao’);
disp(’ )

disp (7 sokskorokskokskokdokokskoksokskok ko kot ok sk ok sk sk skok sk ok sk kot stk sk skt sk kot okokok 7))
disp(’* Fim do programa *7)
disp (7 skskorokskokkordokskokok ok otk kot dokkoto ok ot kol okt okt kol okt skokokok o skokok 7 )

end
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A.2 Programa para criptografar mensagens pelo sis-

tema poligrafico, baseado na multiplicacao de

matrizes com entradas reais

function CRIPTOGRAFAR

sim=1; nao=0; reiniciar=0; while reiniciar==

clc

=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1=9; j=10;k=11;1=12;m=13;

n=14;0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20; u=21; v=22; w=23; x=24; y=25; z=26;

disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp

disp

)

(€ skokoskofokok o skok o ok ok ok ook ok oK ok oK oK o KoK ok oK ok KoK o K oK ok KoK ok Kok Kok o Kok ok oK sk Kok Kok sk ok ok ok ok 7 )
(‘* Programa para criptografar mensagens pelo sistema poligrafico,*’)
(“* baseado na multiplicagdo de matrizes com entradas reais *7)
(@ skkokokskok stk o ok ok ok ok sk ok sk ok o oK ok ok ok ok ok ook ok Kok oK ok ok ok ok sk sk ok sk ok ok Kok sk sk sk sk ok ok ok sk ok sk ok ok 7 )
)

¢ )

(€ skkokokskosk stk s ok ok sk ok sksk sk ok ok ok sk ok sk sk ok sk sk o skok s ok ok sk ok sk sk ok skok s skok sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk ok ok 7 )
(“x Tabela de correspondéncia numéria *7)
(€ skokok sk skok ook ok o Kok ok oK oK ok oK oK KoK ok KoK ok oK oK oK oK oK S K oK ok oK oK oK oK ok KoK o KoK ok oK ok Kok KoKk ok ok ok ok 7 )

(% %)

(%)
(€ okokok ook ok sk sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok o ok ok sk ok ok ok ok ok sk o ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok 2 )
(“x %)
(‘* a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;i=9; j=10;k=11;1=12;m=13;n=14" %)
(% *7)
(‘* 0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;2z=26 * ’)
(‘% *x7)
(€ kok sk ook ok sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok K ok ok ko ok ok K ok ok ok ok ok sk sk ok ok K ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok 0 )
(¢ 0 caractere 0 corresponde a um espago vazio )
(2 sk skook sk sk ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok ok s ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok K ok ok s ok sk ok ok s ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok 7 )

disp(’ )
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disp(’ )

A=input(’ Entre com a matriz chave de ordem n: A=’)
disp(’ )

disp(’ )

[I, J]l=size(A)

clc

disp(’ )
disp(’ )

if det(A)==0

disp (7 skskrksoksorskskokskonsdokskokoksokskord ok ok sokskokok ok otk sk ok koot okt ok ok skok ok okskokok 7 )
disp (°* A matriz chave n3o é valida, pois a matriz nfo é inversivel. *’)
disp (2 sskskokskokorskokskokokskokskokokskokkodokskokskokoksokokdokskokskoskokskokok ok ko skok skt ok ko skskokskskok okt ook 7 )
reiniciar=input(’Deseja encerrar o programa? sim / nao’);

disp (7 skskorokskokskorskokokskonskokskokoksokskok ok skokkok ook koot sk ok sk ok skt sk sk ok ok okokkok 7))
disp (7% Fim do Programa *7)
disp (7 skskrksokkorkskokkomkokskokokfokorokskok kot okkkoRokkorok ok otk kot okskoko ok ot skokkok o okokokok 7 )
else

disp (7 kskskokskkorskokkookskokskokokskokokookkokskokokskokkofoktoRskokoRskokok skt okt skskok skt okt ko skok ok skokok 7 )
disp (7% A matriz M deve possuir J elementos em cada linha x7)
disp (7 skskorkskoksorkokskokoksokordoskokkomdokskokok ok otk ok otk sk kot kskokok ok kot skokkok kst ok )
J=J

disp (7 kskskokskokorskokskokokskokskokokskokokodokkokskokokskokoksokkoskkokskokokskokokokkoskskokskokok okt ko skok ok skokok 7 )
M=input (’Entre com a matriz cujas entradas sdo caracteres da mensagem:M= ’)
clc

disp(’ )

disp (2 sskskokskoskorskokskokokskokskokokskokokdok ko okokokskokoksokkookskokskskok skt ok ko skokskokok sk ko sk sksk ok skokok 7 )
disp (’* Cada linha da matriz MA é um bloco do criptograma x7)

d]_sp (’ >k 3k 3k >k 3k 3k >k 5k 5k >k 5k 5k >k >k 5k 5k >k >k 5k >k >k 3k >k >k 3k >k 5k 5k >k 5k >k >k >k >k 5k >k 3k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k %k >k >k %k >k %k >k >k >k %k %k ’)

disp(’ ?)
disp(’ )
MA=M*A

reiniciar=input(’Deseja encerrar o programa? sim /nao’);
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disp
disp
disp
disp
disp
end

end

¢ )
¢ )
(7 sk kok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kok Kok Kok Kok oK oK oK oK K oK K KoK oK K KK KoK KoK Kok K ok ok ok ok ok ok 0 )
(* Fim do Programa *7)

(’*****************************************************************’)

A.3 Programa para decifrar mensagens pelo sistema

poligrafico, baseado na multiplicacao de matri-

zes com entradas reais

function DECIFRAR

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==0

clc

disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp
disp

¢ )

(€ skkokokskok stk s ok ok sk ok sk ok sk ok o ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok o ok ok sk ok sk sk sk ok o skok sk ok sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk ok ok 7 )
(‘*  Programa para decifrar mensagens pelo sistema poligrafico, *’)
(“* baseado na multiplicagdo de matrizes com entradas reais *7)
(©skokokokskok stk s ok ok sk ok sksk ok skok ok ok sk ok sk sk ok sk sk ok skok s sk sk sk ok sk sk ok skok s skok sk ok sk sk ok sk sk ok skok sk sk sk ok sk sk okokok 7 )
¢ )

¢ )

(€ skokokokskok ok stk ok sk sk ok skok ok skok ok sk sk ok sk sk ok sksk stk sk sk sk ok sk sk ke skok sk ok sk ok sk sk ok sk sk ok skok ok sk sk ok sk sk kokok 7 )
(“x Tabela de correspondéncia numéria *7)
(€ stk kskok o skok ok ok ok ok KoK ok KoK KoK ok KoK ok oK oK oK KoK o KoK ok KoK ok Kok Kok o Kok ok oK ok Kok Kok K ok ok ok ok 7 )
(‘% %)

(‘% %)

(‘*****************************************************************’)
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disp (‘x* *7)
disp (‘% a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;i=9;j=10;k=11;1=12;m=13;n=14" %)
disp (‘% *7)
disp (‘% 0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;2=26 * ’)
disp (“* *7)
disp (“kskorkskoksorkskokkorsokskokok ok otk ookl ok kot sk ok skok otk kot ok ok skok kot okskokok 7 )
disp (¢ 0 caractere 0 corresponde a um espago vazio )
disp (7 sskskokskokorskokskokokskokskokokokokokoskokokskokoksokokofokkokskokokskokokok ko skskok skt ok ko sk ko skt okt ok )
disp(’ )

disp(’ )

A=input (’ Entre com a matriz chave de ordem n: A=’)

[I, Jl=size(A);

clc

disp(’ )
disp(’ )

if det(A)==0

disp (’*****************************************************************’)

disp (°* A matriz chave n3o é valida, pois a matriz nfo é inversivel. *’)
disp (7 sskskokskokorskokskokokskokskokokskokokodokskokskokok ookt skokokskokok ok ko sk skok skt ok ksl skokoksokk ook )
reiniciar=input(’Deseja encerrar o programa? sim / nao’);

disp (7 skskrokskokskorskokokskoksdokskkoksokskok ko ok okt okt ko kot ko kot okt sk sk ok ok okskokok 7 )
disp (7% Fim do Programa *7)
disp (7 skskrkskokkorkskokkomkokskokokfokoro ok okokkoRokkoroR ok otk ookt ok ot skok kot okokokok 7 )

else

disp (’******************************************************************’)

disp (’x* A matriz C deve possuir J elementos em cada linha x7)
disp (2 stk sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok K ok ok 3k ok sk sk ok sk ok K ok 3 ok 3k ok 3k sk sk sk ok 3 ok 3 ok 3 ok 3k ok sk sk ok K ok 3 ok 3 ok sk ok sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok k 0 )
J=J

disp (7 kskkkkokskokskokskokkokkokkokkokkokkokkokkok ok ok kok ko sk ko skok ok ook ok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kok 7 )

C=input (’Entre com a matriz cujos elementos caracteres do criptograma:C= ’)
clc

disp(’ )
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disp (7 kskskokokskokkokokskokkokkokokkok ok ok Kok ok Kok ok Kok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok kR Kok oKk Kok kK 0 )
disp (7% Cada linha da matriz M é um bloco do texto comum *7)
Aisp (7 ksksksroksrokkokkokkokkok kR kR KRR KR KRR KKK KKK KKk ok Kok ok ok ok ok ok Kok Kok Kok Kok 7 )
disp(’ )

disp(’ ?)

M=Cx*inv (A)

disp (‘% *?)

disp (‘*x *7)

Aisp  (Ckssksmksrksrkrkkokkok ok kok kR kR KRR Rk ok Kok kR Kok ok 7 )
disp (¢ Utilize a tabela abaixo para escrever o texto comum )
disp (7 kskskokokskokkokokokokkokkokkkok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok oKk Kok Kok Kok KKk KKKk Kok Kk Kok ok )
disp (‘x *7)

disp (‘x *?)

Aisp (Ckmkskrksokkokkokkokkokkokkokkokkokkokkok ok ok ok ok ko ok ook ook ok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kok ok 7 )
disp (‘x* *7)
disp (‘* a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1=9;j=10;k=11;1=12;m=13;n=14" *)
disp (‘* *7)
disp (‘% 0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;2z=26 * ’)
disp (‘% *7)
Aisp  (Ckssksmsksrksokkokkok ok kok Kok kR KRR KKK KKK KRR KKKk ok Kok Kok Kok Kok Kk Kok ok 7 )
disp (¢ 0 caractere 0 corresponde a um espago vazio )
disp (7 kskskokoksrokkokkokokkokkokokkok ok kok ok Kok Kok Kok Kok ok Kok ok Kok ok Kk Kok Kk Kok kR Kok ok )
disp(’ )

disp(’ )

reiniciar=input(’Deseja encerrar o programa? sim /nao’);

disp (° ?)

disp (* )

Aisp (7 ksksksroksrokkokkokkokkokkokkokkok kR kR ok ok ok kR ko ko ok ook ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kok ok 7 )
disp (7% Fim do Programa *7)
Aisp (7 kskskskksrokskokkokkok ok kok kR kR KRR ARk kKooK k ok 7 )
end

end
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A.4 Programa para criptografar mensagens pelo sis-

tema poligrafico: 2-Cifras de Hill

function CRIPTOGRAFARHILL2

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==0

clc

disp (7 )

Aisp  (Coksmsksmsksrkrkkokkok ok kok kR kKR KRR KKKk k ok 7 )
disp (‘*Programa para criptografar mensagens pelo sistema poligrafico, *’)
disp (‘% 2-Cifras de Hill *7)
disp (Csokskskokskokkokkokokkokkokokkokkokokkokkokokkok Kok okok Kok ko Kok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok kR Kok ok )
disp (* )

disp (° )

disp (Csokskokoksrokkokkokokkokkokokkokkokokkok ok kok Kok kR Kok ok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok KKk Kok ok )
disp (‘% Tabela de correspondéncia numéria *7)
Aisp (Ckmkskrksrokkokrokkokkokkokkokkok kR kR kR ok ok ok ok ko ok ook Kok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kok ok 7 )
disp (‘*x *7)

disp (“* *7)

Aisp  (Cksmkssksrksoksoksokkokkok ok kR Kok KRRk KR KR KRR KRR KKK KRRk Kok ok ok Kok ok Kok Kok Kok ok 7 )
disp (‘% x7)
disp (‘% a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;i=9;j=10;k=11;1=12;m=13;n=14" *)
disp (‘% *7)
disp (‘% 0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;2z=26 * ’)
disp (‘% *7)
Aisp  (Ckssksmsksrksrkkkkokkokkokkok kR kR kKRR ARk kR k Kk ok 7 )
disp (¢ 0 caractere O corresponde a um espago vazio )
disp (7 kskskkksrokskokskokkokkokkokkokkokkokkokkok ok ok ok ok ko ko ok ook ok ook ok ok ok ok ok ok Kok Kok ok 7 )
disp(’ ?)

192



disp(’ ?)

A=input(’ Entre com a matriz chave de ordem 2: A=’)

clc
disp(’ )
disp(’ ?)

if size(A)~= [2,2] || mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),3)==0

disp (7 skskrokskokskorskokokskonsdokskokoksokskok ko skoksokoskkok ook sk ok sk ok stk sk sk ok ok okokokok 7))
disp (’* A matriz chave n8o é vdlida, pois a matriz ndo é inversivel. *’)
disp (7 skskrksokkorkskokkomkokskokokokoro ok koo okkkoRokkoro ok otk kot okkokoR ok kot skokkok o kokokok 7 )
reiniciar=input(’Deseja encerrar o programa? sim / nao’);

disp (7 kskskokskokorskokkokkkokskokkokokkoskokokskokokoktoRskkoskokokskoktokok ko skkok sk koot sk skt ok ko ok )
disp (% Fim do Programa *7)
disp (7 skskrkskoksorkskokkorskokskokok ok ok ookl kot sk otk ok skokok ok ok skok ok okoskokok 7 )
else

disp (2 kskskokskoskorskokskokokskokskokokskokokodokkokskokokskokokookokookkokskokokskokokookkoskskokskokok okt ok ko skok ok skokok 7 )
disp (’* A matriz M deve possuir 2 elementos em cada linha x7)
disp (7 skskorskskokskorskokskoroksdoksordokoskkok ok ok ok ok okoskokok ok ok kot okskokok ok kot koot okt ok )
disp(’ )

disp(’ ?)

disp (7 skskorkskoksorkokskokoksokordoskokkomdokskokok ok otk ok otk sk kot kskokok ok kot skokkok kst ok )
M=input (’Entre com a matriz cujos elementos caracteres do texto comum:M= ’)
clc

disp(’ )

disp (7 skskorskskokskorskokskoroksoksordokokkom ok ok ok ok okoskkok ok ok sk kot sokskokok sk kot skokkok okt ok )
disp (7% Cada linha da matriz MA é um bloco do criptograma *7)
disp (O sskskokskokorskoksrokokskokskoskok ootk ko oskskokskokoksokkookskokskskok skt ok koo skokskokok sk ko ko sksk ok skokok 7 )
disp(’ )

disp(’ )

MA=mod (M*A,27)

disp (‘% *7)

disp (‘x *?)

disp (‘ ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok )
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disp (° Utilize a tabela abaixo para escrever o criptograma ”)
disp (7 skskrkskokkorkskokokokkokokfokorokkok kot kokoRok kot ok otk kot okskokoR ok otk ok okokokok 7 )
disp (“x *?)

disp (“x *?)

disp (“sskskorskokorskokskokokskokskokokkokkodokskokskokoksokkodokskokskokok ook ok koo skok skt ok ks skokskokok ok ko ok )
disp (‘% *7)
disp (‘% a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1i=9;j=10;k=11;1=12;m=13;n=14" %)
disp (‘% *7)
disp (‘* 0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;z=26 *x ’)
disp (‘% *7)
disp (“skskorokskokskorskskokskokskokoskokoksokskok ko skok ook ok sk ko sk sk sk skok sk sk ok sk skok ok skok ok sk ok 7 )
disp (¢ 0 caractere 0 corresponde a um espago vazio ”)
disp (7 skskrkskoksorkskokkorskokskokoksfokorod ok ookl kot ok ok kok ook otk ok skok ok dokokokok 7 )
disp(’ )

disp(’ ?)

reiniciar=input(’Deseja encerrar o programa? sim /nao’);

disp
disp
disp
disp
disp
end

end

¢ )
¢ )
(7 skskokkok skok kok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ook oK oK oK oK KoK KoK oK KoK KoK KoK Kok ok Kok ok ok ok ok ok 7 )
(7 Fim do Programa *7)

(’ 5k >k 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 5k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok >k >k ok >k %k %k 7 )

A.5 Programa para decifrar mensagens pelo sistema

poligrafico: 2-Cifras de Hill

function DECIFRARHILL2

sim=1; nao=0; reiniciar=0;

while reiniciar==0
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clc

disp (° )

Aisp  (Ckmksmksmksrokkokkokkokkokkok kR Kok Kok KRRk KR KRR KKK KKKk Kok Kok ok ok Kok Kok ok Kok Kok ok 7 )
disp (‘* Programa para decifrar mensagens pelo sistema poligrafico, *7)
disp (‘x 2-Cifras de Hill *7)
Aisp  (Ckskmsksrksokskrok ok kokkok kKRR KRRk Kok Kok Kok Kok Kk Kok ok 7 )
disp (* )

disp (7 )

Aisp  (Ckssksmksrksrkrkkokkok ok kok kR kR KRR Rk ok Kok kR Kok ok 7 )
disp (‘* Tabela de correspondéncia numéria *7)
disp  (Csokskokoksrokskokokokokkokkokkkok ok kok ok Kok Kok Kok Kok KKKk KoKk KoKk KKKk Kok Kk Kok ok )
disp (‘x *7)

disp (‘x *?)

Aisp (Ckmkskrksokkokkokkokkokkokkokkokkokkokkok ok ok ok ok ko ok ook ook ok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kok ok 7 )
disp (‘x* *7)
disp (‘* a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;1=9;j=10;k=11;1=12;m=13;n=14" *)
disp (‘* *7)
disp (‘% 0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;2z=26 * ’)
disp (‘% *7)
Aisp  (Ckssksmsksrksokkokkok ok kok Kok kR KRR KKK KKK KRR KKKk ok Kok Kok Kok Kok Kk Kok ok 7 )
disp (¢ 0 caractere 0 corresponde a um espago vazio )
disp (7 kskskokoksrokkokkokokkokkokokkok ok kok ok Kok Kok Kok Kok ok Kok ok Kok ok Kk Kok Kk Kok kR Kok ok )
disp(’ )

disp(’ )

A=input (’ Entre com a matriz chave de ordem 2: A=’)

D=[A(4) -A(3); -A(2) A(D];

clc
disp(’ )
disp(’ ?)

if size(A)~= [2,2] || mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),3)==0

disp

disp

(’ ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok ok ok ok ok ok ok 5k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k >k ok >k >k %k 7 )

(’* A matriz chave n3o é valida, pois a matriz n&o é inversivel. *’)
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disp (2 sskskokskokorskokskokokskokskokokokokkokskokokskokokokokodokkokskokok okt ok ko skskok skt ok ko skkok skt okt ok 7 )
reiniciar=input(’Deseja encerrar o programa? sim / nao’);

disp (7 skskrokskoksorkskokskonsdokskokok ok ok ko kok okl kot sk otk kot ok stk sk ok sk ok okskokok 7 )
disp (’* Fim do Programa *7)
disp (2 sskskokskokorskokskokokskokskokokskokkodokskokskokoksokkodokskokskskok skt ok ko skok skt ok ks skokskokoksokk ook 7 )
else

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==

inv=1x%D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==2

inv=14%D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==4

inv=7%D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==

inv=11%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==T7

inv=4xD;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==8

inv=17%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==10

inv=19%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==11

inv=5%D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==13

inv=25%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==14

inv=2x%D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==16

inv=22%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==17

inv=8x%D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==19

inv=10%*D;
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elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==20

inv=23%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==22

inv=16%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==23

inv=20%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==25

inv=13%*D;

elseif mod(A(1)*A(4)-A(2)*A(3),27)==26

inv=26%*D;

end

disp (7 kskskokoksokskokokskokkokokokokkok ok ok Kok Kok Kok ok Kok ok Kok ok Kok ok Kok Kok kR Kok kR Kok Kok k 0 )
disp (’* A matriz C deve possuir 2 elementos em cada linha x7)
Aisp (7 ksksksksrokskokkokkokkokkokkokkok kR ok ok ok ok ok ok ko ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kok Kok Kok 7 )
disp(’ )

disp(’ )

C=input (’Entre com a matriz cujos elementos caracteres do criptograma:C= ’)

clc
disp(’ ?)
disp(’ )

disp (7 skskorskskokskorskokskokoksokskok ookt okt ok ok ko skok sk sk kot sokskkok sk sk sk skok sk ko ok 7 )
disp (’x* Cada linha da matriz M é um bloco do texto comum *7)
disp (7 skkrksokkorkskkokosokorodskokkomdokorok ok ot skokokok kot ok kot skokoko okt okt okkokok ok )
disp(’ )

disp(’ )

M=mod (C*inv,27)

disp (“x *?)

disp (‘% *?)

disp (“skskorskokorskokkokokskokskokokkokkoskokokskokoksdokokofokkokskokok okt ok ko skskok skt okt skskokskokok ok ko ok 7 )
disp (¢ Utilize a tabela abaixo para escrever o texto comum ”)
disp (7 skskorkskoksorskoskokkonsokskokoksokskokdskok ok sokskokok ok ok sk ok ko kot okt ok ok ko kot okskokok 7 )

disp (‘% *?)
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disp (‘*x *7)

disp (“kkrkskokkorkskokkokokkokokokkorok ok kot kokkoRokkoro ok otk kot okkokoR ok ot skok kot kokokok 7 )
disp (‘% *7)
disp (‘% a=1;b=2;c=3;d=4;e=5;f=6;g=7;h=8;i=9;j=10;k=11;1=12;m=13;n=14" %)
disp (‘% *7)
disp (‘* 0=15;p=16;9=17;r=18;s=19;t=20;u=21;v=22;w=23;x=24;y=25;z=26 *x ’)
disp (‘% *7)
disp (“sskskorskokorskokskokkskokskokokokokokokskokokskokoksokokookkokskokok skt ok ko skskok skt okt skkok skt okt ook 7 )
disp (¢ 0 caractere 0 corresponde a um espago vazio ”)
disp (7 skskrksoksorskskokskonsdokskokoksokskord ok ok sokskokok ok otk sk ok koot okt ok ok skok ok okskokok 7 )
disp(’ )

disp(’ ?)

reiniciar=input(’Deseja encerrar o programa? sim /nao’);

disp (* )

disp (7 )

disp (7 skskrksokkorkskokkomkokskokokfokorokskok kot okkkoRokkorok ok otk kot okskoko ok ot skokkok o okokokok 7 )
disp (% Fim do Programa *7)
disp (7 skskskokskokskorskokokskokskokoskokok ook ko kot ook ok sk ko sk sk sk skok sk sk ok sk sk ok sk kokkok 7 )
end

end

A.6 Programa para resolucao de sistemas pela Regra

de Cramer

function CRAMER

sim=1; nao=0; reiniciar=0;
while reiniciar==

clc

disp (° ?)

dj_sp (‘ >k >k 3k 3k 3k 5k 3k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k %k >k >k 3k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k >k 5k 3k 3k 5k 5k 3k 5k >k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k >k >k >k %k >k >k >k %k %k %k ’)
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disp (‘x* Programa para obter solugdo de sistemas lineares de: x7)
disp (‘% m equagdes com m incégnitas *7)
disp (‘% Regra de Cramer x7)
disp (“skskokskokorskokorokokkokkokokskokkokokkokkokokskokok okt kol skt okt skt skok ok skokk ok ko skkokskok ok kokok 7 )
A=input (‘Entre com a matriz dos coeficientes: A =’)

clc

disp (* )

disp (“skskokskskorskokorkokskokskokokskokokdokokookkokskokoksokokokkokskkokskokoksokkokok ko skskok skt ok ko ok ko skokokkokok 7 )
disp (‘% Matriz A *7)

d]_sp (‘ >k 3k 3k >k 5k 5k >k 3k 5k >k %k 5k >k 5k 5k 5k >k >k 5k %k >k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k >k >k >k 5k >k >k >k >k 3k >k >k %k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k >k >k %k >k >k >k >k %k >k >k *k %k >k ’)

disp (* )
A=A
disp (* ?)

Aisp  (Ckmksksrkrokkokkokkokkok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok KRR Kok ok Kok ok ook ok ok ok ook ok ok ok ok ok ok ok 7 )
disp (‘% Determinante da matriz A x7)
Aisp  (Cokskokskskomksrokkokkokkokkok Kok ok KRR KRR AR AR AR KRR KRRk ok ok koK )
disp (* )

detA=det (A)

if det(A) sim=0

Aisp  (Cokmaksmsksmksnkkokkokkokkok Kok Kok Kok KR KRR KKK KKKk Kok ok ok )
disp (‘* Como det(A) é diferente de zero, o sistema possui solugdo udnica *’)
disp  (Cskskokoksrokkokokskokkokkokokkok ok okkok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok kK ok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok ok ok kok 7))
disp (¢ )

B=input (‘Para obter a solugdo, insira a matriz dos termos independentes: B =’)
clc

disp (¢ ?)

Aisp (ks kokkok Kok ok Kok KRR KRR AR KKK KKK KKKk Kok Kok ok )
disp (‘% solucdo do sistema linear: x7)
disp  (skskskoksrokskokokskokkokkokok Kok ok Kok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok ok Kok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok kR kok 7))
X=inv (A)*B

reiniciar=input(‘Deseja revelar cada incégnita e o respectivo valor? sim/ndo’)

clc
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disp (° ?)

disp (“kkorkskokkorkkkokokskokorodskokkomdokkokok ok otk okkotoR ok kot skokkok okt okt okkokoRokkokok 7 )
disp (‘% Conjunto solugdo do sistema linear:{(x1, x2,...,xi,...,xm)}: *7)
disp (“skskorskskokskokskokokkokskokskok ok skokokok okt ok ok ok skok sk ok sk skt sk sk ok sk sk sk skok sk ko skokskokok 7
disp (° ?)

disp (° ?)

[m nl=size(X);

for i=1:m

disp (“kkrkskokkorkkkokokskokorodskokkomodokkorok ok otk okotoR ok kot skokkok ok kot okt okkokookkokok 7 )
disp (’* valor da incégnita xi x7)
disp (“skskorskskokskokskokokokoksokskok ok skokokok okt ok sk sk ko skok sk ko skok sk skok sk skt sk skok sk ko sokskokok 7
i=1

xi=[X(1)]

end

disp (7 )

disp (“kkorkskokkorkokkokoskokoroskokkomdokkorok ok otk okkotoR ok kot skl ok kot skokkok o okkokoRokkokok 7 )
disp (% Fim do programa x7)
disp (“skskorskskokskorskokokokoksokskokdokokokok okt ok sk sk sk skok kst ko skok sk skok sk skt sk skok sk ko sokskok ok 7))
elseif det(A)==0

disp (“ksorkskoksorskokskokokskokordskokkomdoksokok ok ok okskoko ok otk ok okskokok ok kot sk kot ok koo okskokok 7 )
disp (’* Como det(A)=0, informacgdes sobre x7)
disp (‘% as solugdes do sistema linear s&o inconclusivas *7)
disp (“kkorkskokkorkokskokoskokorokskokkodokkokok ok ook okotoR ok kot skokkok ok kot kol okskokoRokkokok 7 )
disp (* )

disp (“skskorskskokskokskokokokoksokskok ok skokkok okt ok sk sk sk ok sk ko sk sk sk skok sk sk sk ok sk skok sk sk ok sokskok ok 7
disp (‘% Fim do programa x7)
disp (“kskorkskoksorkokskokokskokordkokkokdokskokok ok ok okokokok ok otk kot kot ok kot kol kot ok koo ok ok 7 )
end

end
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A.7 Programa para resolucao de sistemas pelo método

de Gauss-Jordan

function GAUSSJORDAN
sim=1; nao=0; reiniciar=0;
while reiniciar==

clc

disp (¢ )

Aisp (7 ksksksksksrokskokkokkokkokkok Kok Kok Kok KRR AR AR AR ARk ok ok )

disp (% Programa para obter solugdo de sistemas lineares de x7)
disp (* m equacgdes com n incégnitas x7)
disp (7% Método de Gauss- Jordan *7)

Aisp (7o kokkok Kok Kok Kok kKRR ARk Kk ok )
disp (* )
A=input(’ Entre com a matriz dos coeficientes : A ="’ );

[m, n]l=size(A);

clc
disp (* )
disp (’ )

Aisp (7 sskskokokokoskokokkokokkok ok Kok KoKk ok Kok KRk KKk KoK KoK Kok KoK Kok Kok KRk K R Kok Kok k 0 )
disp (% m: Nimero de equagles do sistema x7)
disp (7 ksokskaoksorskokokskokkkokdokokokok ok kkok dokok ok kR ok Kok ok skok ok skok kR Fokskok ok kok KoKk okokok 7 )
m=m

Aisp (7 skskskokokokokokokkokok Kok ok Kok KoKk KKK KR KoK KKK KoK KoK KK KKK ok Kok KKk KKK Kk Kok kK 0 )
disp (’* n: Nimero de incégnitas xi x7)
disp (7 kscksksokskorskokokskok ook dokokokok ok okok Kok ok ok Kok Kok ok skok Kok Kok KoKk Rk ok KKk kokokok 7))
n=n

Aisp (7 skskskokokskokkokokokokkok ok Kok ok Kok Kok KKk Kok KKK Kok KKKk KKK Kok KKKk KKKk Kok Kk k 0 )
B=input(’ Entre com a matriz dos termos independetes: B =’ );

clc

d]_sp (’ ok >k 5k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok >k ok ok >k >k sk k )
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disp (’* Matriz ampliada C=(A|B): *7)
disp (7 skskrkskokorkokskokomsokdorodskokkomodokkoro ok otk okt ok kot kol ok kot okkok o okokok 7 )
C=[A B]

disp (7 skskokskskokskokskokokokok ook skokokok okt ok sk sk skok skt sk skok sk sk ok sk sk ok sk ok okokok 7))
disp (7% Posto da matriz A: x7)
disp (7 skskorkskoksorkokskoroksokdordskokkokdok otk ok okokoko ok otk kot kol ok kot skokkok s okokok 7 )
postoA=rank (A)

disp (7 sskskokskokorskokskokokskokskokokskokokodokkokskokokskokokofokkoskskokskokoksokokook ko skskok okt ok ko skkokskokok 7 )
disp (7% Posto da matriz C: x7)
disp (7 skskorskskokskorskokskokoksdoksordokokkok ook ok ok okokokok ok ok sk kot okttt skokkok s okokok 7))
postoC=rank(C)

if rank(A)==rank(C) & rank(A)==n

disp (°7)

disp (7 skskorskskokskorskokskokok ook dokokkok ok ok sk sk skok sk ko kot ks kok skt sk skok s okokok 7))
disp (’* Como posto(A)=posto(C) e posto (A)=n *7)
disp (‘% o sistema é compativel e determinado x7)
disp (7 skskorskskokskorskokskokoksdok ok doskokkokdoksokok ok ok oskokokok okt sk kot okttt skokkok s okskok 7))
disp (° )

disp (7 )

disp (7 skskorkskokskorkokskoroksokordoskokkomdokokok ok otk ok ok ok ok okskokok ok kot skokkok o okokok 7 )
disp (’* Matriz C na forma linha escada reduzida x7)
disp (7 sskskokskskorskokskokokskokskokokskokokodokkokskokok okt okt skskokskokoksokkokok ko skskokskokkfok ko skok ok skokok 7 )
Escada=rref (C)

disp (* )

disp (° )

reiniciar=input(’Deseja revelar cada incégnita e seu valor? sim /nao’);
clc

disp (* )

disp (7 sskskokskskorskokskokokskokskokokskokokodokkokskokok okt okt skokokskokoksokkokok ko skkok skt ok ko skkokskokok 7 )
disp (‘* Conjunto solugdo do sistema linear {(x1, x2,...,xi,...,xm)}:*’)
disp (7 skskorskskokskorskokskokoksdoksokdoskokkoksdoksokok ok ok skokokok okt koot okskokok okt skokkokokokok 7))

disp (° )
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disp (7 )

[m n]=size(X);

for i=1:m

disp (7 skskokskskokskokskokokokok ook skokokok okt ok sk sk skok skt sk skok sk sk ok sk sk ok sk ok okokok 7))
disp (% Valor da incégnita xi x7)
disp (7 sokskskskokokokokorskokskokokokokok koo okt ok kot ks sk sk ks kot ks sk ok ok ook )
i=1i

Xi=Escada(m*(n-1)+1%i)

disp (7 skskskskokkkokorkokskokkkokokoksokokskokok skttt koot ko sk ko ook )
disp (* )

disp (° )

end

disp (7 sorskskskokokkokorokokskokokokokok koo okt sk skt ks skt ks sk ko sk ok ok ook )
disp (’* Fim do programa x7)
disp (7 skskskokskokskokskokokokoksokskok ok skokokoksokosksk ok ok sk ko sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok ok ko sk sk ok okokok 7))
elseif rank(A)< rank(C)

disp (* )

disp (7 skskorskskokskokskokoskokoksokoskok ok skokkok okt ok okt skok sk sk ko skok sk kok sk sk ok sk skok s okokok 7))
disp (% Como posto(A) < posto (C) o sistema é incompativel *7)
disp (7 sorskskskokokkokorokokoskokokokokok koo kokok sk sk ks kot ks sk ok ok ok ok ok ook )
disp (* )

disp (7 )

reiniciar=input(’ Deseja encerrar o programa? sim / nao ’);

disp (* )

disp (7 skskokskskokskokskokokokoksokskok ok okokokok okt ok sk kot sk skok sk ko sk skok sk sk ok sk skt ok sk ok okokok 7))
disp (’x* Fim do programa x7)
disp (7 sokskskskokokokororokokokokokokokok koo okt ok skt ks sk sk ko sk ok ko ko ook )
elseif rank(A)==rank(C) & rank(A)<n

disp (7 )

disp (7 srskskskokskskororskokskokkkokok ok sokokokokok koo okt skt ko kot ko sk ko sk )
disp (’* Como posto(A)=posto(C) e posto (A)< n x7)

disp (’* o sistema é compativel e indeterminado x7)
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disp (7 skskokskrokkomskokokokokokkokkokokkokokkokkofoktokokofoktokskok ok tokok ko ko ok ko kokok o kokok ok kokok ok 7 )
disp (* ?)
disp (* )
disp (7 sskskokskokorskokkokkkokskokkkokokokokokokskokokskokkookko kb skokokok okt okkoskkok okt ok ko skok ok skok ok 7 )
disp (7% Nimero de pardmetros livres do sistema: x7)
disp (7 kkkkskokrskokokokokokskokkokokkoRokkok ok okokkook kool ok kool ko ok skok kb tokok ko kok ok ok 7))
n-rank(A)
disp (7 )
disp (° )
disp (7 kskkkskokrckoksokkokokskokkokoktoRokokok ok ok toRokkoRskokokskokkook ook ko skl kb tokok ko sk ok sk ok 7 )
disp (7% Matriz C na forma linha escada reduzida *7)
disp (7 skskokskrokskomskokokokokokkoRskokokokokkokokokokoktokokofskkokokok skl sk ko ok ko tokok ok kb sk ko ok ok ok 7 )

Escada=rref (C)

disp
disp
disp
disp

disp

(7 swesrstokofokofokokokokokok ok skokokokskok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skokokokokokokok ok skokokoskskosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kok ok 0 )
(’* Atribua quaisquer valores reais para cada incégnita livre e *’)
(‘* substitua no sistema escalonado, apds, faga substituigdes *’)

(“x regressivas obtendo um conjunto solugédo. x7)

(’ ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk kok )

reiniciar=input(’ Deseja encerrar o programa? sim / nao ’);

disp
disp
disp
disp
end

end

)
(7 skokok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ko sk ok sk ok sk o sk ok sk ok sk o sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok )
(7 * Fim do programa *7)

(7 skok sk ok ok sk sk ok sk ok ok sk 3k ok ok K ok ok k3 ok ok sk ok ok sk ok ok k3 ok sk K ok ok 3k 3 ok ok ok ok kK ok ok ok ok ok ok sk Kok ok ok ok 0 )
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