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Resumo

Essa dissertagdo apresenta uma visdo geral e bdsica sobre a teoria dos grafos. A proposta
principal é a inclusdo desse assunto no ensino médio, apresentando problemas para serem resolvidos
utilizando modelagem matematica, recursos computacionais e heuristicas. Sao sugeridos exercicios em
vérios contextos e niveis de dificuldade. Muitos deles ja apresentados e testados em sala de aula.

O foco principal é o problema do caminho minimo e o problema do caixeiro viajante. Ambos
permitem utilizar uma analise diferenciada na solugdo de problemas. Além de utilizar conhecimentos

j& aprendidos como combinatéria, equagdes lineares e matrizes.

Palavras-chaves: Teoria de grafos, modelagem matematica, ensino médio, problema do caminho mi-

nimo e problema do caixeiro viajante.



Abstract

This thesis presents a general and basic view on graph theory. The main proposal is an include
of this subject in high school, it shows problems to be solved with a mathematical modeling, computa-
tional resources and heuristics. Exercises in various contexts and difficulty levels are sugested. Many
of them already presented and tested in the classroom.

Main focus is shortest path problem and travelling Salesman’s problem. Both allow to use a
differentiated analysis in problems resolution. Besie, it uses knowledge already learned such as com-

binatorics, linear equations, matrices.

Key-words: Graph theory, mathematical modeling, high school, minimum way problem and traveling

salesman problem.
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1 Introducao

A teoria dos Grafos ndo é algo recente. O primeiro registro de um problema utilizando-a foi
em 1736. O primeiro livro dedicado a esse assunto vem da escola htingara e data de 1936 (a theorie der
endlichen und unendlichen graphen, de Dénes Konig (1884-1944)). No Brasil este assunto é referido
desde o I Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional em 1968. Um histérico sobre essa teoria pode
ser lido em (BOAVENTURA NETTO), 2006) e (BOAVENTURA NETTO; JURKIEWICZ, 2009).

Esse contetido baseia-se nas relagdes entre os objetos de um determinado conjunto. Ele pode
ser aplicado em varios ramos da matematica, informatica, transporte, biologia, telecomunicagdes, soci-
ologia, ciéncia da organizagdo, jogos recreativos e outros. Muitos problemas desafiadores e importantes
questdes praticas sdo resolvidos com a utilizacdo dessa teoria, o que a torna um assunto muito inte-
ressante, porém geralmente tratado somente no ensino superior. Conforme consta nas Orienta¢des

Curriculares para o Ensino Médio do Ministério da Educagdo - MEC (2006, p.69-70)

Ao final do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Matematica para resolver
problemas praticos do quotidiano; para modelar fendmenos em outras dreas do conheci-
mento; compreendam que a Matemdtica é uma ciéncia com caracteristicas préprias, que
se organiza via teoremas e demonstracdes; percebam a Matematica como um conheci-
mento social e historicamente construido; saibam apreciar a importancia da Matematica
no desenvolvimento cientifico e tecnolégico. A forma de trabalhar os contetidos deve
sempre agregar um valor formativo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensa-
mento matemadtico. Isso significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que
valorize o raciocinio matematico — nos aspectos de formular questdes, perguntar-se sobre
a existéncia de solucdo, estabelecer hipéteses e tirar conclusoes, apresentar exemplos e
contra exemplos, generalizar situacdes, abstrair regularidades, criar modelos, argumen-
tar com fundamentacdo l6gico-dedutiva.

O ensino da matemadtica deve priorizar situagdes em que o aluno precise, diante de um pro-
blema, realizar tentativas, estabelecer hip6teses, testd-las e analisar os resultados. Uma dessas situagdes
é encontrada na modelagem matemadtica, que consiste em transformar problemas da realidade em pro-
blemas matematicos e resolvé-los. Segundo os Parametros Curriculares do Ensino Médio (2000, p.46)

os alunos devem ter entre outras, as seguintes competéncias e habilidades desenvolvi-
das: Identificar o problema (compreender enunciados, formular questdes etc); Procurar,
selecionar e interpretar informacoes relativas ao problema; Formular hipdteses e prever

resultados; Selecionar estratégias de resolucdo de problemas e Interpretar e criticar resul-
tados numa situagdo concreta.

Dentre as sugestdes dadas nas orienta¢des curriculares para o ensino médio estdo os problemas
com conjuntos finitos, com enunciados simples mas ndo necessariamente faceis de resolver. Dentre es-

ses problemas sdo sugeridos o problema das pontes de Konisberg, o de determinar a rota mais curta
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em uma rede de transportes ou o problema de determinar um eficiente trajeto para coleta de lixo em
uma cidade. Essas situagdes sdo vistas como uma forma de desenvolver uma série de habilidades im-
portantes: modelar e explorar o problema, identificando situa¢ées em que ha ou néo solugdo; convergir
para a descoberta da condigdo geral de existéncia de uma tal solucao.

Assim, o objetivo dessa dissertagdo é apresentar a teoria dos grafos, abordando alguns proble-
mas préaticos e como esse assunto pode ser desenvolvido junto aos alunos do ensino médio, buscando
produzir uma proposta diferenciada de aprendizado. Essa teoria envolve vérios contetidos (combina-
téria, raciocinio 16gico, matriz, equagdes lineares) e pode ser utilizada para aprimorar as habilidades
dos alunos nas andlises e resolugdes de problemas, o que vai de encontro com as orientagdes curri-
culares atuais. Inclusive, nas nossas pesquisas encontramos a teoria de grafos ja presente em varias
olimpiadas brasileiras de matemadtica, como também em provas de vestibulares e no ENEM (Exame
Nacional de Ensino Médio).

Selecionamos o Problema do Caminho Minimo (PCM) e o Problema do Caixeiro Viajante (PCV)
pois estes tem enunciado simples, mas resolu¢des nem sempre imediatas. O PCM consiste em se obter
o melhor trajeto (pode ser o mais curto, ou o mais econémico, ou o mais rdpido) entre dois pontos.
E um problema até hoje muito explorado principalmente pela sua vasta aplicabilidade. O PCV é
um problema tipico de otimizagdo combinatéria, onde se deseja sair de um ponto inicial, passar por
determinados locais (em um grafo serdo os vértices) e retornar ao ponto inicial passando uma dnica
vez em cada ponto e com um menor custo possivel (esse custo pode ser tempo, dinheiro, etc). Muito
utilizado por empresas distribuidoras de produtos, para defini¢do de furos em placas de circuitos
impressos, nas industrias com linhas de produgédo, entre outras inimeras aplica¢gdes. Esse problema
é considerado do tipo NP—dificiﬂ onde geralmente s6 se consegue uma solugdo, ndo necessariamente
a solugdo 6tima, através de uso de heuristicas. Para esse problema, o ntiimero de caminhos possiveis
aumenta exponencialmente em relacdo ao aumento do ntimero de vértices.

Essa proposta envolve ainda a utilizagdo de ferramentas computacionais. Isso é sempre visto
como algo positivo pelos alunos, atualmente tdo habituados ao uso de dispositivos eletronicos e softwa-
res diversos. Conforme as Orienta¢des Curriculares do MEC ( 2006, p.87) "o aprendizado da matema-
tica pode e deve ser trabalhado juntamente com tecnologias de informagédo. A insercdo de tecnologias
no dia-a-dia, exige individuos capacitados para utiliza-la e muitos desses recursos podem agregar
valores ao aprendizado da matematica".

Cabe ainda como justificativa da nossa proposta conforme o trecho dos Parametros Curricu-
lares para o Ensino Médio (2000, p.41) "cabe a Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o
conhecimento de novas informagdes e instrumentos necessarios para que seja possivel a ele continuar

aprendendo. Saber aprender é a condigdo bésica para prosseguir aperfeicoando-se ao longo da vida".

1 Para maiores informacoes sobre NP-dificil consultar capitulo 9 de (ZIVIANI, 2004)
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A dissertacdo expdem primeiramente a histéria, os conceitos e informacoes necessarias para
o entendimento basico da teoria dos grafos. Incluimos alguns conceitos que nédo sdo utilizados di-
retamente nos exemplos de exercicios mostrados mas podem ser utilizados em outros exercicios a
serem propostos. Em seguida, apresentamos o Problema do Caminho Minimo (PCM) e o Problema
do Caixeiro Viajante (PCV). Finalizamos com uma proposta da aplicagdo dessa teoria no ensino mé-
dio, através de atividades utilizando ndo apenas exercicios em sala de aula, mas também ferramentas
computacionais.

Toda a dissertagdo foi escrita em uma linguagem acessivel aos professores e alunos do ensino
médio, buscando dispor a teoria de uma forma objetiva e direta, de modo a tornar esse material uma

opgdo de consulta e uso pelos professores que queiram adotéd-lo no ensino da teoria dos grafos.



2 Teoria dos grafos

2.1 Um pouco de histéria

A teoria de grafos tem sua origem no século XVIII. Pode-se dizer que ela foi utilizada pela
primeira vez por Leonhard Euler(1707-1783), um matematico e gedmetra, que em 1736 visitou a cidade
de Konigsberg (atual Kaliningrad), localizada na Russia entre a Polonia e a Lituania, e se deparou com
um problema que, embora parecesse simples, ndo havia sido resolvido até entéo.

A cidade de Konigsberg é cortada por um rio, onde se localizam duas ilhas. Essas ilhas eram

ligadas as margens e entre elas por sete pontes conforme figura a seguir:

Figura 1 — Modelo das pontes da Cidade de Konigsberg em 1736.

ST

Fonte: Da autora, 2015.

Os intelectuais da cidade estavam discutindo se haveria um caminho para um passeio que
passasse por todas as pontes uma tnica vez, sem repetir o trajeto ja feito, saindo de uma das margens
e retornando a ela no final do percurso. Maiores detalhes podem ser obtidos em (BOAVENTURA
NETTO; JURKIEWICZ, [2009).

Apb6s estudar o problema, Euler conseguiu provar que ndo era possivel realizar o percurso
pretendido. A ndo ser que cada margem se ligasse a uma ilha por um ntimero par de pontes e entre
as ilhas também houvesse um ntimero par de pontes. Esse resultado é considerado como o primeiro
teorema da teoria dos grafos.

Euler demonstrou esse fato criando um modelo para representar a cidade conforme Figura
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Figura 2 — Modelo representativo das pontes da Cidade de Konigsberg.

Margem Esquerda

llha 1 llha 2

Margem Direita

Fonte: Da autora, 2015.

O problema de encontrar um caminho que passe por todas as linhas uma tinica vez retornando
ao ponto de origem é facilmente encontrado em jornais e revistas com o objetivo de puzzles como
passatempo.

Ap6s Euler, somente em 1847, Gustav Kirchhoff (1824-1887) utilizou modelos de grafos no
estudo de circuitos elétricos. Com esse estudo ele criou a teoria das drvores para caracterizar conjuntos
de ciclos independentes. Dez anos depois temos os modelos de grafos utilizados por Arthur Cayley
(1821-1895) na area de quimica orgéanica.

Ao longo do século XX muitos matemadticos se interessaram pela teoria dos grafos. A partir
da década de 1950, a Pesquisa Operacional comegou a utilizar modelos de grafos para solucionar
problemas de projetos, organizagdo e distribui¢do o que deu um grande impulso ao desenvolvimento
da teoria que, até entdo, possuia vdrias aplicagdes em areas disjuntas como circuitos elétricos e quimica
organica. Maiores informagdes sobre Pesquisa Operacional, sugerimos (LOESCH; HEIN} 2009).

Pode-se citar Lester Randolph Ford (1886-1967) e Delbert Ray Fulkerson (1924-1976) que de-
senvolveram em 1962 a teoria dos fluxos em redes. Um dos mais importantes resultados da teoria dos
grafos.

A teoria dos grafos é hoje muito utilizada pelas indmeras aplicagdes que podem ser resolvidas
com ela. Podemos citar problemas de localizacdo, tragado de rotas, planejamentos diversos na drea de

gestdo de recursos, placas de circuitos impressos, engenharia molecular, entre outras.

2.2 Grafos: Conceitos Iniciais

Todos os conceitos apresentados nesse capitulo estdo baseados nas referéncias bibliograficas
presentes nessa dissertacdo. Poucas sdo as referéncias no decorrer do texto, pois o mesmo foi escrito
de uma forma menos formal, mas embasado nessas fontes:(BOAVENTURA NETTO, 2006), (BOAVEN-
TURA NETTO; JURKIEWICZ, 2009) e (GOLDBARG, M. C.; GOLDBARG, 2012).
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Conforme (SCHEINERMAN| 2011) "a palavra Grafo tem vdrios significados. Em linguagem
ndo matematica, refere-se a um método de representacdo de uma ideia ou conceito, por meio de uma
ilustracdo ou por escrito."

Uma defini¢do formal de Grafos é encontrada também em (SCHEINERMAN| 2011): "Um Grafo
é um par G=(V, E) em que V é um conjunto finito e E é um conjunto de subconjuntos de dois elementos
de V."

Por exemplo, temos os vértices dados pelos elementos de V e as relacdes entre os vértices,
ou ligacdes dadas pelos elementos de E. Lembrando que E é um conjunto de subconjuntos de dois
elementos de V. Exemplificando: G=({1,2,3}; {1,2}, {2,3}, {3,1}). Temos V={1,2,3}, um conjunto
finito de vértices e E={ {1,2}, {2,3}, {3,1} } um conjunto que contém 3 subconjunto de dois elementos
de V. Cada subconjunto representa uma aresta, que liga um vértice a outro.

A representagdo gréfica apresentada na Figura 3| a seguir é um modelo representativo de um
grafo. Todo modelo tem por objetivo simplificar um problema, com o objetivo de encontrar as respostas

que necessitamos.

Figura 3 - (a)Grafo com arestas e (b)Grafo com Arcos.

(a) (b)

Fonte: Da autora, 2015.

As ligagoes entre dois vértices que ndo possuem uma indicagdo de dire¢do (seta) sdo chamadas
de arestas. Ja as ligacdes que possuem um sentido definido (uma seta indicando uma direcdo) sdo
chamadas de arcos.

E importante entender que arestas ndo sao segmentos de retas ou curvas. Mas sim um sub-
conjunto de dois elementos do conjunto dos vértices. Na figura 3| (a), temos a ligagao (1,2) que poderia
ser escrita também como (2,1) pois ndo hd indicacdo de sentido de dire¢do. Ja os arcos sdo pares orde-
nados que indicam uma dire¢do. O primeiro elemento desse par ordenado indica de onde sai o arco e
o segundo elemento, para onde aponta o arco. Na figura [3(b) temos os pares ordenados indicando os
arcos: (1,2), (3,1) e (3,2).

Na Figura Bfa), o grafo é formado apenas por arestas (ligagdes ndo orientadas). Esse grafo

recebe o nome de grafo nido orientado .
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Ja na Figura B(b), o grafo possui arcos (ligagdes orientadas). Esse grafo recebe o nome de grafo
orientado .

O namero de vértices e de arestas de um grafo geram dois conceitos importantes: ordem e
tamanho de um grafo. A ordem de um grafo é o ntiimero de vértices desse grafo e o tamanho do
grafo é o ntimero de arestas que ele possui. Baseando nesses conceitos de ordem e tamanho, podemos
definir quando um grafo é subgrafo ou supergrafo (desde que se enquadre nessa situagdo).

Podemos ter um grafo que é um subgrafo de outro. Ou seja, é um grafo que estd contido em
outro com tamanho e/ou ordem maior ou igual ao dele. Todo subgrafo pertence a um supergrafo, que
é o grafo que o contém. Na Figura[d o grafo A é um subgrafo do grafo B e o grafo B é supergrafo de

A.
Figura 4 — Subgrafo e Supergrafo.

a

g
Subgrafo A Supergrafo B

Fonte: Da autora, 2015.

Dois vértices que participam de uma ligagdo sdo chamados vértices adjacentes e sdo os pontos
extremos dessa ligagdo. Dois vértices adjacentes sdao chamados também de vizinhos. O conjunto de
todos os vizinhos de um vértice é chamado de vizinhanga desse vértice.

Um grafo onde todos os pares de vértices sdo adjacentes, ou seja, possuem pelo menos uma
aresta em comum é chamado de completo.

Sejam a , b os vértices adjacentes de uma ligacdo x. Pode-se dizer que a e b pertencem a ligagdo
x, pois x é um conjunto de dois elementos (4, b). Dizemos também que tanto a quanto b é incidente a
x.

Uma ligacdo que envolve apenas um vértice é chamada lago. J4, se ocorrem duas ou mais ares-
tas entre dois vértices temos as chamadas arestas paralelas. Na Figura |5/ temos os vértices adjacentes a

e b, a ligagdo x e um laco em b. E na Figura E] temos arestas paralelas.
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Figura 5 — Vértices adjacentes, aresta e lago.

Fonte: Da autora, 2015.

Figura 6 — Arestas paralelas.

Fonte: Da autora, 2015.

Grafo Simples é aquele que ndo possui lagos e nem arestas paralelas. Quando o grafo possui

lacos ou arestas paralelas sera um Grafo Multigrafo. Todos os grafos da Figura [/]sao simples.

Figura 7 — Grafos simples.

a a a 2
\\d : : d : N d
Grafo A Grafo B Grafo C Grafo D

Fonte: Da autora, 2015.

Em uma ligagdo orientada (onde existe uma indicacdo de dire¢do), apenas a adjacéncia entre
vértices ndo é suficiente para entender a relagdo entre eles. Assim, torna-se necessario indicar o sentido
da ligagdo. Isso é feito nomeando os vértices pertencentes a essa ligacdo de sucessor e antecessor. Um
vértice é dito sucessor de outro quando existe pelo menos uma ligagdo entre eles e essa ligacdo é
orientada e aponta (a seta indica o vértice sucessor) para esse vértice em questdo. E um vértice é dito
antecessor de outro quando existe pelo menos uma ligacdo entre eles e essa ligacdo é orientada e a
indicac¢do de direcgdo (a seta parte do vértice antecessor) inicia neste vértice.

Na Figura [8| o vértice B é sucessor de A e de C. O vértice A é antecessor de B e sucessor de C.

O vértice C é antecessor de A e B.
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Figura 8 — Sucessor e antecessor.

B

Fonte: Da autora, 2015.

Além de vértices adjacentes, temos arestas adjacentes. Duas arestas sdo adjacentes quando
compartilham um vértice, ou seja, possuem um vértice em comum. Na Figura [J]as arestas a, b e ¢ sdo

adjacentes pois compartilham o mesmo vértice 4.

Figura 9 — Arestas adjacentes.

Fonte: Da autora, 2015.

O ponto de partida na modelagem de problemas utilizando a teoria de grafos é a identificacdo
de quem sdo os vértices e quais as relacdes entre eles. Um exemplo simples representando vértices e
arestas poderia ser a escolha de um caminho para ir do ponto a ao ponto d, conforme Figura

Podemos escolher varios caminhos dependendo da necessidade. O caminho ad (que pode ser
0 mais curto em termos de distdncia, mas ndo necessariamente o caminho mais rapido em termo de
tempo para percorré-lo), o caminho abcd ou abd ou acd entre outros. Fazemos escolhas assim quando
buscamos o melhor trajeto de acordo com nossa prioridade: menor tempo de percurso, caminho mais
réapido (mas ndo necessariamente o mais curto), etc.

A teoria dos grafos é usada em muitas situacdes préticas e cotidianas (logistica de transporte,
distancia entre cidades, drvore genealdgica, fluxo em rede, etc). Sabendo utilizé-la, pode-se resolver
vérios problemas, muitas vezes de forma mais simples e rdpida.

O primeiro passo na resolu¢do de uma situagdo que pode ser modelada por grafo é a defini¢do

de todos os vértices e suas ligacdes. E necessério definir as adjacéncias entre os vértices criando uma
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Figura 10 - Caminho do ponto A ao ponto D - Exemplos.

a
b d
\d \C/d \J\d ¢
Grafo A Grafo B Grafo C Grafo D

Fonte: Da autora, 2015.

lista, que chamamos de lista de adjacéncia do grafo. Essa lista nada mais é do que indicar as rela¢des
de adjacéncias entre os vértices. Num grafo nao orientado, como o da Figura [3(a) teriamos a seguinte

lista de adjacéncia:

Vértice Vértices adjacentes
1 2,3
2 1,3
3 2,1

Num grafo orientado, a definicdo de adjacéncia estd relacionada com vértice sucessor e ante-
cessor. Em uma ligagdo, o vértice sucessor é considerado o vértice adjacente. Veja a lista de adjacéncia

referente a Figura B(b),

Vértice Vértices adjacentes

1 2
2 -
3 1,2

Na ligagdo (1,2), temos o vértice antecessor 1 e o vértice sucessor 2. A ligacdo (1,3) e (2,3) temos
o vértice 3 como antecessor e os vértices 1 e 2 como sucessores.

Além da representagdo grafica, podemos representar um grafo através do uso de matrizes.
Existem dois tipos de representagdo utilizando matrizes: uma que envolve apenas os vértices e outra
que relaciona os vértices e suas ligagdes. Assim, no primeiro tipo, os vértices de um grafo podem ser
associados a linhas e colunas de uma matriz quadrada chamada matriz de adjacéncia (vértice-vértice).
A matriz de adjacéncia é criada tendo cada vértice associado ao mesmo tempo a uma linha e a uma
coluna. Em cada posi¢do indicada por um par de vértices (representados pela intersecdo de uma linha

com uma coluna) indicamos se hd ou ndo uma aresta os unindo. Isso é feito colocando 1 quando existe
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uma aresta unindo os vértices analisados e 0 para quando nédo ha ligacdo entre eles (no caso de grafos

ndo orientados).

A Figura [11| representa um exemplo de uma matriz de adjacéncia para o grafo ndo orientado

apresentado:

Figura 11 - Grafo ndo orientado e sua matriz de adjcéncia.

1 2 3
2
! 110 1 1
211 0 1
31 1 0
3

Fonte: Da autora, 2015.

Ja grafos orientados possuem sua matriz de adjacéncia com preenchimento igual a 1 nas células
que representam arcos saindo dos vértices e 0 quando representa arcos entrando ou ndo ha nenhum
arco associado ao vértice. Além disso, a matriz deve ser analisada pelas linhas, ou seja, a primeira
linha representa o primeiro vértice. Possui algum arco saindo dele? Se sim, na coluna que representa
o vértice para o qual sai 0 arco em questdo recebe 1. Caso contrario, recebe 0. E assim sucessivamente
é definida a matriz de adjacéncia.

Um exemplo para um grafo orientado pode ser visto na Figura [12|a seguir.

Figura 12 — Grafo orientado e sua matriz de adjacéncia.

2
1 2 3
110 1 0
1
21 0 0 O
3/1 1 O
3

Fonte: Da autora, 2015.

O outro tipo de representagdo utilizando matrizes é a matriz de incidéncia (vértice-ligacdo).
Ela é definida tendo os vértices nas linhas da matriz e as liga¢des nas colunas. Nesta matriz, cada
ligagdo possui um rétulo para ser usada na identificacdo das colunas na matriz. Na interse¢do da linha
com coluna é colocado 1 quando existe uma ligagdo associada ao vértice ou 0 quando néo existe ligacao

associada ao vértice em questdo.
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Exemplo de uma matriz de incidéncia para o grafo ndo orientado:

Figura 13 — Grafo nao orientado e sua matriz de incidéncia.

a b c
2
1 111 0o 1
2| 1 1 0
3/ 0 1 1

Fonte: Da autora, 2015.

Fica facil identificar qual aresta liga dois vértices. Observando as colunas, a aresta a liga os
vértices 1 e 2. A aresta b liga os vértices 2 e 3 e a aresta c liga os vértices 1 e 3. Os vértices conectados
por uma aresta recebem 1 na coluna que representa essa aresta.

Ja para um grafo orientado, nos arcos que saem do vértice coloca-se 1, nos arcos que chegam
nos vértices -1 e quando o arco ndo chega e nem saem do vértice coloca-se 0. Um exemplo para um

grafo orientado pode ser visto na Figura

Figura 14 — Grafo orientado e sua matriz de incidéncia.

a b c
11 1 0 A1
211 -1 0
3] 0 1 1

Fonte: Da autora, 2015.

Algumas defini¢des importantes surgem dessas relagdes de adjacéncias dos vértices: o grau
dos vértices, se o grafo é regular ou ndo e se é completo.

O grau de um vértice é o nimero de arestas que incidem nesse vértice. A soma dos graus dos
vértices é sempre o dobro do niimero de arestas. Intuitivamente sabemos que isso é verdade, pois para
cada dois vértices ligados por uma aresta teremos o grau de cada vértice igual a 1. Logo, a soma dos
graus serd 2, que é o dobro do ntmero de arestas.

Na matriz de adjacéncia de grafos ndo orientados, o somatério dos nimeros 1 presentes na

matriz representa o grau do grafo. Logo, o nimero de arestas é metade desse valor.
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Na Figura [7] temos o exemplo de grafos com graus diferentes. O grafo A possui os vértices de
grau 1. Ja os grafos B, C e D possuem todos os vértices de grau 2. Se todos os vértices de um grafo
possuem 0 mesmo grau esse grafo é dito regular. Todos os grafos da Figura[7]sao regulares.

Em alguns casos sdo necessarias mais informagdes sobre as arestas e vértices para se conseguir
representar um problema (como por exemplo a distancia entre cidades, custo de viagem entre dois
pontos, nimero de fornecedores em cada cidade, etc). Nestas situa¢des dizemos que existe um peso
ou ponderagdo para as arestas ou vértices. Os grafos que possuem valores numéricos associados as
arestas ou vértices sdo ditos ponderados.

Os grafos que ndo possuem valores numéricos associados aos vértices ou arestas sdo grafos

ndo ponderados. Segue um exemplo de grafos ponderados e ndo ponderados na Figura

Figura 15 — Grafos ponderados e ndo ponderados.

1 4
2 3
7
3 4 :
Grafos Ponderados Grafo Nao Ponderado

Fonte: Da autora, 2015.

Na Figura(l6} os grafos ponderados sdo de dois tipos: o da esquerda é ponderado nos vértices e
o da direita é ponderado nas arestas. Mas, se as informagdes nos vértices e arestas sdo apenas indicagdo

(podem ser numéricas ou alfabéticas) temos um grafo rotulado.

Figura 16 — Grafos rotulados.

Fonte: Da autora, 2015.



2.3. Conexdo, percurso e caminho 14

2.3 Conexao, percurso e caminho

Através da teoria dos grafos podemos modelar situagdes que envolvem comunicacido entre os
vértices. Utilizando os conceitos de vértices e arestas é possivel encontrar uma melhor rota entre duas
cidades por exemplo. Isso é o que chamamos de conexdo. Ou seja, existe uma ligacdo entre dois
pontos.

Quando temos uma sequéncia de vértices em que cada um é adjacente ao seguinte, temos o
que chamamos de percurso ou passeio. Quando o percurso chega ao ultimo vértice e esse é igual
ao primeiro, temos um percurso fechado. Se o ultimo vértice for diferente do primeiro, temos um
percurso aberto.

Quando um percurso termina em um vértice que é o primeiro vértice de outro percurso temos
uma concatenacao.

Podemos ainda nomear os percursos pelas seguintes caracteristicas: Se o percurso ndo repete

ligacdes, ele é dito simples. E serd elementar se ndo repetir vértices.

Figura 17 — Grafo representado um percurso simples e elementar: a ~ ¢ ~ d .

a

Fonte: Da autora, 2015.

Na Figura [17] os vértices a, c e d estdo ligados de tal modo que temos um percurso simples
e também elementar. Mas se a ligacdo entre a e d fosse a ~ ¢ ~ b ~ e ~ ¢ ~ d (conforme Figura
) terfamos um percurso simples, mas ndo elementar (repetiu o vértice c¢). Mas todo percurso que é

elementar, serd também simples.
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Figura 18 — Percurso fechado: ¢ ~ b ~ e.

a

Fonte: Da autora, 2015.

Na Figura [18|temos o exemplo de percurso fechado: ¢ ~ b ~ e. Quando um percurso fechado
é também elementar, temos um ciclo.

Todo ciclo presente em um grafo terd um tamanho referente a ele. Esse tamanho corresponderd
ao numero de arestas que formam esse ciclo. Associados ao tamanho de um ciclo em um grafo temos
os conceitos cintura e circunferéncia. Cintura é o comprimento do menor ciclo que se pode ter em um

grafo. Ja circunferéncia é o comprimento do maior ciclo que se pode ter. Veja um exemplo na Figura

[19)a seguir:

Figura 19 - Cintura e circunferéncia.

Fonte: Da autora, 2015.

Neste exemplo, a cintura é formada pelas arestas que ligam os vérticesa —b, b —d e d — a ou
a—c,c—ded—a e corresponde ao comprimento 3 (ndmero de arestas que formam o menor ciclo
possivel no grafo apresentado). Ja a circunferéncia serd formada pelas arestas que ligam os vértices
a—bb—d,d—f,f—e e—cec—a. E corresponde ao comprimento 6 (ntimero de arestas que formam
o maior ciclo possivel no grafo apresentado).

Todo percurso simples e elementar é um caminho. Ou seja, nenhuma aresta e nenhum vértice
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sdo usados duas vezes. Num percurso, que nado é caminho, podemos passar mais de uma vez por um
mesmo vértice e também por uma mesma aresta. J4 num caminho exige-se que nenhum vértice do
grafo seja repetido e nenhuma aresta pode ser percorrida mais de uma vez.

Uma defini¢do formal é dada por (GOLDBARG; LUNA) 2005): "Se uma sequéncia de arestas,
além de distinta, ndo repetir os nés a denominaremos caminho". Ou ainda, "um caminho é uma
sequéncia de arestas em que todos os nds visitados sdo distintos". Podemos ter em um grafo G dois
vértices ligados por um percurso. Logo, deve existir um caminho ligando esses vértices. Conforme
Figura[18|acima, temos o percursoa ~ ¢~ b ~ e ~ ¢ ~d e o caminho a ~ ¢ ~ d.

Na Figura 20|a seguir temos um caminho em um grafo orientado.

Figura 20 — Caminho em um grafo orientado.

A B

Al

Fonte: Da autora, 2015.

A mesma defini¢do para tamanho de um ciclo se aplica ao comprimento de um caminho em
um grafo ndo ponderado. J4 em um grafo ponderado, o comprimento de um caminho é o somatério
dos valores associados as arestas ou arcos desse caminho.

Em um grafo G, quando temos um vértice (por exemplo o vértice a na Figura conectado
a outro vértice (por exemplo o vértice e) por um caminho, dizemos que a é ligado a ¢. Caminho este
em que a é o primeiro vértice e e o dltimo. Quando esse grafo é uma estrutura tinica 0 nomeamos
de componente . Na figura o grafo A possui uma tnica componente e o grafo B possui duas

componentes.
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Figura 21 - Grafo A conexo e Grafo B ndo conexo.

a a
b b
e
d c f d c
Grafo A Grafo B

Fonte: Da autora, 2015.

Quando um grafo possui apenas uma componente esse grafo é dito conexo. Na Figura
o grafo A é conexo pois possui apenas uma componente e o grafo B ndo é conexo pois possui duas
componentes.

Conforme (BOAVENTURA NETTO; JURKIEWICZ] [2009) "em um grafo ndo orientado conexo,
sempre se pode ir de um a outro vértice atravessando arestas". Ou seja, todo par de vértice estd
conectado.

Se uma aresta é indispensavel para manter um grafo conexo, ela é chamada de ponte. A

remogdo de uma ponte torna o grafo desconexo. Veja essa situagdo na Figura [22|a seguir:

Figura 22 — Remocao de ponte.

1 1 1
b b
2 2 2
4\ a 4 4\a
3 3 . 3
5 5 5
Grafo A Grafo B Grafo C

Fonte: Da autora, 2015.

O Grafo A é conexo. Temos a aresta a que conecta o vértice 5 ao vértice 4 e é a tinica forma
de conexdo entre o vértice 5 e os outros vértices do grafo. Assim, se for retirada a aresta a, conforme
Grafo B, o vértice 5 deixa de estar ligado aos outros vértices. O grafo B, apds a retirada da aresta a
se tornou desconexo. Ou seja, passou a ter mais de uma componente. Logo, a aresta a é considerada
uma ponte. Analisando outra aresta, no caso a b, que liga os vértices 1 e 2, podemos ver no Grafo C

que mesmo que ela seja retirada do grafo, o mesmo continua conexo pois mantém o grafo com apenas
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uma componente. Isso mostra que a aresta b ndo é uma ponte.
A conexidade em grafos orientados precisa de uma andlise mais detalhada por envolver a
questdo de sentido de percurso Temos quatro tipos de situacdo em grafos orientados:

Grafos ndo conexo: Existe pelo menos um par de vértices ndo unido por um percurso.

Figura 23 - Grafo ndo conexo.

Fonte: Da autora, 2015.

O lado direito da Figura 23] formado por dois vértices, ndo é unido ao lado esquerdo por um
percurso.

Grafo simplesmente conexo (s-conexo): todos os pares de vértices sdo interligados (ndo le-
vando em conta a orientagdo). Mas nenhum vértice consegue chegar a todos os outros vértices por

causa da orientacdo.

Figura 24 - Grafo simplesmente conexo (s-conexo).

a b

Fonte: Da autora, 2015.

Por causa da orientagdo do grafo da Figura24|o vértice a nunca chegara ao vértice d. Da mesma
forma o vértice b ndo chega aos vértices 4, d e e. Os vértices ¢ e e ndo chegam a nenhum outro vértice.
O vértice d ndo chega aos vértices a e b.

Grafo semi-fortemente conexo (sf-conexo): Alguns vértices conseguem chegar a todos os ou-

tros vértices, mas existem vértices que ndo conseguem.
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Figura 25 — Grafo semi-fortemente conexo (sf-conexo).

C

Fonte: Da autora, 2015.

Neste exemplo, apenas o vértice d ndo consegue atingir os outros vértices.

Grafo fortemente conexo (f-conexo): Para todo par de vértices existe um caminho.

Figura 26 — Grafo fortemente conexo (f-conexo).

Fonte: Da autora, 2015.

Nas nossas pesquisas encontramos algumas divergéncias nos conceitos apresentados neste
item 2.3. Sendo assim, apenas para esclarecimento, nos baseados em (BOAVENTURA NETTO; JURKI-

EWICZ| 2009) para as defini¢des dessa segdo.

2.4 Grafo Euleriano e Grafo Hamiltoniano

Chamamos de trilha Euleriana ou caminho Euleriano quando temos um percurso em um
grafo que atravessa cada aresta exatamente uma vez. E chamamos de tour Euleriano ou circuito
Euleriano, se além de ter uma trilha Euleriana, ela comecar e terminar no mesmo vértice. Assim, um
grafo Euleriano é todo grafo que possui um tour Euleriano.

Para um grafo ser Euleriano, existe uma condi¢do necessdria e suficiente. Essa condigdo é que

todos os seus vértices sejam de grau par.
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Para um grafo ter uma trilha Euleriana, ele precisa ter dois vértices de grau impar e todos os
outros de grau par. A trilha Euleriana comeca num vértice 2 e termina num vértice b (com a diferente

de b), onde os vértices a e b possuem grau impar. Veja um exemplo na Figura 27]

Figura 27 — Grafo com trilha Euleriana.

b

Fonte: Da autora, 2015.

Ja na Figura [28|todos os vértices possuem grau par, logo temos um grafo Euleriano.

Figura 28 — Grafo Euleriano.

a b

c d

Fonte: Da autora, 2015.

Nesse exemplo, G é um grafo conexo onde todos os vértices possuem grau par. Logo para cada
vértice existe um tour Euleriano que comega e termina neste vértice.

Um caminho que contém todos os vértices de um grafo, ndo repetindo nenhum, ou seja, passa
por todos os vértices uma tinica vez é chamado caminho Hamiltoniano. Um grafo que possua um ciclo
que contenha todos os vértices, sendo que cada vértice s6 aparece uma vez no ciclo é chamado de grafo
Hamiltoniano. Este ciclo é chamado de ciclo Hamiltoniano. Sendo assim um grafo é Hamiltoniano se
ele contiver um ciclo Hamiltoniano.

Nao existe, como no caso dos grafos Eulerianos, uma condigdo necessdria e suficiente da exis-
téncia de um caminho Hamiltoniano em um grafo néo orientado. Existem apenas condigdes suficientes
para grafos simples ndo orientados que indicam a possibilidade de existir um ciclo Hamiltoniano em
um grafo com tais condi¢des atendidas.

Uma das condicdes é o teorema de Dirac: se G é um grafo de ordem maior ou igual a 3, onde
cada vértice possui grau maior ou igual a ordem dividida por 2 (‘”d%) entdo G é Hamiltoniano.

Na Figura 29| temos um exemplo de grafo Hamiltoniano que atende a condigdo acima. Ou seja:
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Possui nimero de vértice igual a 4, ou seja, ordem > 3;

Todos os vértice possuem grau 3. Logo, todos possuem grau > 4

Figura 29 — Grafo Hamiltoniano que atende ao Teorema de Dirac

Fonte: Da autora, 2015.

Outra condigdo seria o teorema de Ore: se G é um grafo de ordem maior ou igual a 3, onde
a soma dos graus de cada par de vértices ndo adjacentes seja maior ou igual a ordem, entdo G é
Hamiltoniano.

Na Figura [B0|temos um grafo que atende a essa condigéo. Ou seja, possui ordem 4 (ordem > 3)

e a soma dos graus dos vértices ndo adjacentes (A e D; B e C) é 4, logo igual a ordem.

Figura 30 — Grafo Hamiltoniano que atende ao Teorema de Ore.

Fonte: Da autora, 2015.

Mas, conforme explicado anteriormente, as condi¢des sdo suficientes mas ndo necessarias. Te-
mos na Figura31|um grafo que é Hamiltoniano mas nédo atende a nenhuma das duas condi¢des. Possui
ordem
.

6 vértices, ou sejam sua ordem é maior que 3, mas cada vértice possui grau 2, ou seja, menor que

Logo ndo atende a primeira condicdo. Além disso, a soma dos graus de pares de vértices ndo adja-
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centes (4) é menor que a ordem. Também ndo atende a segunda condi¢cdo. Mesmo ndo atendendo as

condicoes, o grafo é Hamiltoniano.

Figura 31 - Grafo Hamiltoniano que nao satisfaz as condi¢des 1 e 2.

Fonte: Da autora, 2015.

2.5 Arvores

As arvores sdo grafos conexos que ndo possuem ciclos. Uma forma equivalente de definir seria
que arvores sdo grafos conexos e aciclicos. Na Figura [32| temos alguns exemplos de drvores. Vérias

arvores formam uma floresta.

Figura 32 — Exemplos de arvores.

Fonte: Da autora, 2015.

Um vértice isolado e tnico é considerado uma arvore. A arvore mais simples possivel. J4
uma arvore com dois vértices, deve ter os mesmos ligados por uma aresta, uma vez que toda arvore é
conexa. E neste caso s6 existe uma forma de ligacdo entre os vértices. Uma drvore com trés vértices terd
um caminho ligando os vértices (conforme primeira arvore da Figura 32). Os vértices ndo adjacente
(na figura sdo o a e ¢) ndo podem ser ligados, pois sendo terfamos um ciclo e ndo uma drvore. Ja com

4 vértices podemos tem um caminho ou uma estrela como a Figura [33|a seguir.
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Figura 33 — Modelo de caminho ou estrela para arvore com 4 vértices.

a a

Fonte: Da autora, 2015.

Toda arvore possui um tnico caminho ligando dois vértices quaisquer. Ou seja, se G é um
grafo onde para dois vértices quaisquer existe exatamente um caminho, logo G deve ser uma &rvore.
Em um grafo, os vértices de grau 1 sdo chamados de folhas. As folhas sdo chamadas também

de vértices terminais ou vértices pendentes.

Figura 34 — Exemplo de folhas.

Fonte: Da autora, 2015.

Os vértices 4, c e e da Figura sdo folhas. Toda arvore com pelo menos dois vértices possui
no minimo duas folhas. Além disso, toda arvore pode ter uma folha removida, que continuaréd sendo
uma 4arvore desde que o nimero de vértices restantes seja maior ou igual a 1. O ntmero de arestas
sera igual ao niimero de vértices menos um.

Finalizando, se temos um grafo G conexo com um ntimero de vértices maior ou igual a 1, G
serd uma arvore se e somente se G tem exatamente n-1 arestas.

Informacgoes mais detalhadas e demonstracdes do contetido apresentado sobre grafos podem

ser encontradas em (BOAVENTURA NETTO, 2006) e (BOAVENTURA NETTO; JURKIEWICZ, 2009).



3 Problemas de minimizacao de

caminhos e do caixeiro viajante

3.1 O Problema do Caminho Minimo (PCM)

Os problemas de minimizacdo de caminhos é um dos temas mais importantes na teoria dos
grafos, tanto pela diversidade de situagdes em que podem ser utilizados como também por ser um
contetido obrigatério nos estudos que exigem o conhecimento das distancias em um grafo.

As aplicagdes utilizando o PCM envolvem problemas relacionados com sequéncias de decisdes,
em que se busca minimizar alguma variével envolvida (distdncias, tempo, perdas, ganhos, despesas)
que se acumula linearmente ao longo de um caminho (roteamento, fluxo de rede, sequencias de tarefas,
etc). Ou seja, as varidvel serdo as ligacdes a serem percorridas de modo a obter o menor caminho
possivel. O objetivo é decidir quais varidveis escolher para se obter o menor tamanho de caminho.
Passaremos a referenciar esse objetivo por custo. Ou seja, neste tipo de problema queremos minimizar
nosso custo.

Achar um caminho minimo ¢é algo que pode inicialmente parecer simples. E é, desde que as
escolhas sejam "poucas”. Como num problema combinatério, para ir de A a D (conforme Figura [35),

podemos ver o grau de complexidade da escolha quando se aumentam as possibilidades:
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Figura 35 — Escolha do melhor caminho.

Fonte: Da autora, 2015.

No grafo da esquerda temos apenas duas opgdes de escolha para ir de A a D. Ja no grafo
da direita teremos indmeras opgdes. O objetivo na solugdo de problemas desse tipo consiste em se
encontrar o caminho de menor custo (de acordo com um critério dado) entre dois vértices quaisquer
de um grafo, orientado ou ndo.

Situagoes que se enquadram como PCM podem ser resolvidas utilizando o processo conhecido
como modelagem matemadtica. Conforme ja descrito anteriormente, a modelagem matematica trans-
forma uma situagdo problema em um modelo matematico. Esse modelo matematico (que pode ser
férmula, diagrama, tabela, algoritmo, etc) permitird obter a solugdo para a situagdo problema apresen-
tada.

Para isso, de forma resumida, temos trés etapas. Primeiramente analisa-se a situa¢do problema
apresentada, obtendo as informagdes necessdrias para a proxima etapa, a modelagem. Na modelagem
é que ocorre a criagdo do modelo matematico. Define-se como serdo utilizadas e processadas as in-
formacoes levantadas na etapa anterior. E, finalizando, aplica-se o modelo criado para a resolugao do
problema analisado.

Apresentamos um modelo matemadtico para ser utilizado no calculo de PCM. Esse modelo é o
algoritmo em 4rvore. Como é um modelo, independente do PCM apresentado, ele pode ser utilizado.

Neste algoritmo, analisa-se os caminhos possiveis a partir do vértice inicial para todos os outros
nos da rede ligados a ele e escolhe-se o de menor valor. Repete-se esse procedimento sucessivamente
até chegar ao ultimo vértice. A solugdo é obtida construindo-se uma arvore de caminhos minimos.

Dentre os algoritmos em arvore pesquisados, apresentamos o de Dijkstra. Esse algoritmo
foi proposto pelo holandés Edsger Wybe Dijkstra em 1956 e publicado em 1959. Seu correto funciona-
mento necessita que os custos associados aos arcos sejam positivos. Na maioria dos problemas préticos
isso ja se aplica, pois em geral, os custos associados aos arcos sdo grandezas fisicas como distancia,

custo do percurso, etc.
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O algoritmo de Dijkstra é um dos método de solucdo de problemas de caminho minimo mais
conhecidos. Seu funcionamento consiste em definir um vértice de partida, calcular o caminho minimo
deste vértice para todos os demais vértices do grafo ligados a ele e escolher o que tiver o minimo custo.
E assim sucessivamente. O algoritmo é bastante simples e com um bom nivel de performance, ou seja,
consegue resolver o problema em um tempo vidvel.

Este algoritmo parte de um valor inicial e vai sucessivamente ajustando esta estimativa apds
cada anélise. Sua légica considera que um vértice estard fechado quando, ao analisar todos os vértices
adjacentes ao vértice inicial, tiver sido obtido o caminho minimo do vértice tomado como ponto de

partida até o vértice adjacente escolhido. Veja a Figura 36| a seguir:

Figura 36 — Problema do caminho minimo - primeira etapa.

Fonte: Da autora, 2015.

Supondo que temos de ir de A a F, usando o menor caminho. Os valores nos arcos sdo as
distancias entre os vértices dadas em kilometros (Km). Qual o melhor caminho a seguir?

Seguindo o algoritmo de Dijkstra, vamos iniciar pelo vértice A. Saimos de A, distancia zero.
Analisamos os percursos que podem serem feitos até os vértices adjacentes. No exemplo temos 9km

até B e 4km até C. Logo o menor caminho é por C.

A B C| D E| F

Distancia a partir de A 0 9

[~

Fechamos o vértice C. Significa que o grafo passa a ser analisado como se ndo existisse o vértice C

(como se o caminho estivesse ligado direto).
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Figura 37 - Problema do caminho minimo - segunda etapa.

Fonte: Da autora, 2015.

Logo, a partir de A, podemos chegar aos vértices B, D e E. Temos duas opg¢des até B que sdo

9km ou 10km. Sdo 7km até E e 10km até D. Logo o menor caminho é por E.

A B C D E F

Distancia a partir de A 0 9

Distancia a partir de A 9 10 7

Fechamos o vértice E, passando a analisar como se também n&o existisse o vértice E (como se o caminho

estivesse ligado direto em E).

Figura 38 — Problema do caminho minimo - terceira etapa.

Fonte: Da autora, 2015.

Logo, saindo de A, podemos chegar em B (por trés caminhos), D e F. A melhor opgdo é até B
por A ~ B: 9km. As outras opgdes sdo 10 km (por A ~ C ~ B), 10km (por A ~ C ~ E ~ B), 10km até

D e 12km até F. Logo o menor caminho é por B.
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A B cC| D E F
Distancia a partir de A 0 9 4
Distancia a partir de A 9 10 7
Distancia a partir de A 9 10 12

Passa-se a analisar como se também nao existisse o vértice B.

Figura 39 — Problema do caminho minimo - quarta etapa.

Fonte: Da autora, 2015.

Logo, a partir de A, pode-se chegar em D (dois caminhos) e F. Para D, um caminho tem 23km

(A~ B~ C~ D)eooutro 10km (A ~ C ~ D). Para F sdo 12km. Logo o menor caminho é para D,

10km.
A B cC| D E F
Distancia a partir de A 0 9
Distancia a partir de A 9 10 7
Distancia a partir de A 9 10 12
Distancia a partir de A 10 12

Passa-se a analisar como se também ndo existisse o vértice D.
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Figura 40 — Problema do caminho minimo - quinta etapa.

Fonte: Da autora, 2015.

Logo, a partir de A, pode-se chegar em F por trés caminhos diferentes. Um caminho tem 28km

(A~ B~ C ~ D ~ F), outra alternativa tem 15km (A ~ C ~ D ~ F) e a outra com 12km (A ~ C ~ E

~ D).
A B C D E F
Distancia a partir de A 0 9 4
Distancia a partir de A 9 10 7
Distancia a partir de A 9 10 12
Distancia a partir de A 10 12
Distancia a partir de A 12

E assim, tem-se os caminhos minimos a partir de A para cada vértice do grafo ficando com:
Vértice B — 9km
Vertice C — 4 Km
Vértice D — 10 km
Vértice E — 7km
Vértice F — 12 km.
O grafo representando somente os caminhos minimos a partir de A é uma &rvore conforme

figura a seguir:
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Figura 41 — Arvore de caminho minimo.

B

Fonte: Da autora, 2015.

O menor caminho entre os vértices A e F passa pelos vértices A ~ C ~ E ~ F.

Figura 42 — Problema do caminho minimo - menor caminho.

Fonte: Da autora, 2015.

Conforme o exemplo apresentado, o algoritmo de Dijkstra examina os sucessores de cada
vértice para definir qual o préximo vértice do caminho serd analisado.

Uma observagdo: em uma compara¢do que ocorra a mesma distdncia simultaneamente em
dois ou mais vértices e essa for a menor distdncia entre todas as possiveis comparagdes, fecham-se
todos os vértices que se enquadrarem no menor caminho encontrado. O préximo grafo exemplifica

essa situacao:
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Figura 43 - PCM exemplo II - primeira etapa.

2 3km S5

4

Fonte: Da autora, 2015.

Analisando os vértices adjacentes ao vértice inicial 1, temos que os vértices 2 e 3 possuem a
mesma distancia de 2km e o vértice 4 estd a 7km. Logo, usando o algoritmo de Dijkstra, fechamos os

vértices 2 e 3 e o grafo passa a ser analisado sem eles, conforme Figura

Figura 44 - PCM exemplo II - segunda etapa.

Fonte: Da autora, 2015.

Caso, ao analisar a situagdo apresentada acima, houver a preferéncia por fechar apenas um
vértice por vez, isso ndo mudard o resultado final. Supondo que se escolha o vértice 2 primeiramente.
O que ocorrera é que, na proxima etapa, o vértice 3 terd a menor distancia e serd fechado. E o problema
continuard a ser analisado conforme Figura Ou seja, é indiferente para a execugdo do algoritmo
de Dijkstra fechar um vértice de cada vez ou os dois em uma mesma etapa, quando ocorrer a situagdo
exemplificada.

Os exemplos de PCM mostrados e discutidos possuem sempre valores positivos em cada arco

0 que permite que os mesmos sejam resolvidos pelo algoritmo de Dijkstra e sua implementagdo com-
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putacional seja possivel é eficiente. Maiores informagdes sobre essa implementacéo (algoritmo compu-

tacional), sua complexidade e caracteristicas sugerimos (BOAVENTURA NETTO, 2006) .

3.2 O Problema do Caixeiro Viajante (PCV)

O PCV possui esse nome pois antigamente os vendedores, chamados caixeiros viajantes, visi-
tavam vdrias cidades para vender suas mercadorias e depois retornavam a sua casa. Para essa situagdo
0s caixeiros viajantes buscavam um trajeto em que passariam uma tnica vez por cada cidade (em um
grafo seriam os vértices) e retornariam ao ponto inicial com o menor custo possivel.

O PCV aparece em vdrias situagdes praticas: roteiro de entregas de uma transportadora, ro-
tas de voo, placas de circuitos impressos (perfuragdo dos pontos), entre outras aplica¢cdes. Podemos
resumir esse tipo de problema a encontrar um ciclo hamiltoniano dentro do universo em estudo.

Para modelos em grafos completos com um ndmero reduzido de escolhas (vértices) formando
um ciclo hamiltoniano, é razoavelmente facil encontrar uma solugdo 6tima. Para ciclos hamiltonianos
com um ntmero grande de vértices ndo é possivel, em um tempo vidvel, enumerar todas as possibili-
dades. E possivel achar uma solugdo em tempo habil, mas essa pode ndo ser a solugao 6tima, apenas
uma solugdo vidvel. O tamanho do grafo influencia na dificuldade em obter a solugdo 6tima para o
problema.

Explicando melhor: partindo da cidade A, é necessdrio visitar trés cidades (B, C, D) em uma
viagem (existem conexdes entre todas elas) e retornar ao final da viagem para A. As op¢des se resumi-

riam conforme Figura {45 a seguir:

Figura 45 — Grafos do problema do caixeiro viajante com quatro vértices.

B B B
A C
A C A C
D D D
A-B->C->D-A A-B->D->C-A A-C->B->D-A
B B B
A C
A c A c
D
D D
A->C-D->B->A A-D-B-C-A A-D-C-B->A

Fonte: Da autora, 2015.



3.2. O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) 33

Cidade inicial: A. Saindo de A, temos trés escolhas a fazer — B, C ou D. Escolhendo a segunda
cidade temos 2 escolhas para serem feitas (supondo que se escolha B — primeira e segunda figura -
tem-se as opgoes C ou D).

Apbs essa escolha, sé restaria a dltima cidade a ser visitada. Assim, a quantidade de op¢des
seria fatorial de 3! = 3x2x1 = 6 opg¢des. J4, se tivéssemos que visitar nove cidades, partindo da primeira
terfamos nove escolhas. Para a segunda, oito. Para a terceira sete e assim sucessivamente. Ou seja,
9! = 362.880 opcdes (todas as cidades sdo conectadas entre si). Um pequeno acréscimo no ntiimero de
cidades visitadas (de trés para nove) e o problema passou de 6 para 362.880 possibilidades de roteiro.
Podemos ver que esse tipo de problema esta diretamente ligado a andlise combinatéria na matematica.

Entrando um pouco na questdo computacional para resolugdo do PCV, conforme o exemplo
acima, dependendo do ntimero de vértices que fazem parte do ciclo hamiltoniano que estamos anali-
sando fica invidvel uma solugdo via enumeragao explicita, sendo necessario o uso de dispositivo eletrd-
nico. O PCV é considerado computacionalmente NP (nondeterministic polynomial) e ndo existe ainda
um algoritmo exato que o solucione, em um tempo aceitdvel, se o niimero de vértices for “grande”.

Explicando melhor: para analisar a quantidade de passos necessérios para que um algoritmo
no computador consiga resolvé-lo vamos assumir que cada opgéo de escolha, ou seja, cada passo tenha
0 mesmo tempo computacional. Aparentemente, é facil descobrir qual a melhor solucdo: basta calcular
todas as possiveis combinagdes e selecionar a que apresentar o menor custo.

Para um pequeno conjunto de locais a serem visitados, isto é perfeitamente vidvel. J4 em uma
situacdo com um ntimero maior de vértices, por exemplo 15, terfamos 15x14x13....3x2x1= 1307674368000
opcdes a serem analisadas. Supondo (uma vez que cada computador pode ter um tempo de proces-
samento diferente) que tenhamos um computador que consiga fazer 1000 andlises a cada um milis-
segundo. Logo terfamos 1307674368 milissegundos para resolver o problema. Isso corresponde a
aproximadamente 1307674 segundos, ou aproximadamente 21794 minutos. Ou ainda 363 horas. Em
nimero de dias terfamos um problema que gastaria aproximadamente 15 dias para ser resolvido. O
que significa que ndo é possivel encontrar uma solu¢do 6tima em um tempo habil.

Esse ainda é um dos grandes problemas em aberto da matemaética. Nao é nosso objetivo entrar
nessa questdo de caracteristicas e tempo de resposta de um algoritmo, mas maiores informagdes sobre
o assunto podem ser obtidas em (ZIVIANI, [2004).

Nossa intencdo é apresentar uma possibilidade de solugdo para problemas desse tipo. Essa
possibilidade é a utilizagdo de heuristica, um conceito que se usa muito na computacéo, e estd direta-
mente relacionado com resolucdo de problemas. Heuristicas sdo propostas de solucdo, dentro de um
tempo razoével, mas sem contudo garantir o valor 6timo da solu¢do. Pode ser que a solugdo encon-
trada seja até ruim se comparada a solugdo 6tima. Mas como nédo se conhece a solugdo 6tima, temos

uma boa solugdo para o problema. Muito utilizada na solucdo de problemas de dificil (ou inexistente)
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solugdo,como por exemplo, problemas do tipo caixeiro viajante.

Podem ser usados dois métodos de resolugdo para o PCV: o método exato, aplicando a proble-
mas de facil resolugdo ou de pouca complexidade e métodos heuristicos de resolugdo, que podem ser
aplicados a problema em que é dificil verificar se a solu¢do encontrada é 6tima. Cabe lembrar que os
métodos heuristicos buscam boas solugdes sem garantia de uma solugdo 6tima.

Heuristicas sdo usadas frequentemente na solugdo de intimeros problemas e situacdes, e ndo s6
computacionalmente. A popularizagdo desse conceito se deve ao matematico htingaro George Polya e
seu livro "A arte de resolver problemas". Na resolugdo de problemas matematicos é usada a heuristica,
sem muitas vezes darmos conta disso. Temos no livro de Polya uma sequéncia para resolugdo de
problemas que segue exatamente a nogdo de heuristica que é tentar solugdes que se aproximem ao
méaximo da solugdo 6tima.

Usaremos um exemplo simples de PCV para mostrar que o uso de heuristicas pode ajudar na
solucdo de um problema. No proximo capitulo utilizaremos essa abordagem para propor situacdes
com o objetivo de desenvolver nos alunos esse tipo de andlise.

Dentre os tipos de heuristicas existentes, temos as construtivas, que partem de um ponto inicial
que é alterado a cada escolha do préximo elemento segundo o objetivo procurado (minimizar custo,
distancia, tempo). E assim, a solugdo vai sendo construida passo a passo até chegar a uma solucéo
aproximada desejdvel. Uma heurfstica construtiva muito utilizada na resolugdo do PCV é a Heuristica
gulosa (miope ou do vizinho mais préximo). Essa heuristica busca em cada passo, dentre os vértices
adjacentes, o de menor custo e escolhe esse como o préximo vértice. E assim sucessivamente até passar
por todos os vértices e retornar ao ponto inicial.

Na Figura [46| a seguir, devemos sair do vértice A e, apds passar uma tnica vez por todos os

vértices, voltar ao vértice inicial.

Figura 46 — Exemplo de um PCV.

Fonte: Da autora, 2015.

Buscando uma solugédo exata terfamos de analisar todas as possibilidades (neste caso 24 solu-
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¢oes):
Figura 47 — Exemplo de um PCV com solugéo 6tima.
A
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Fonte: Da autora, 2015.

Asoluggto A~C~D~B~E~A(amesmaque A~E~B~Dn~C~ A)éado menor

custo.

Se usdssemos a heurfstica gulosa terfamos:

Figura 48 — Solug¢do usando heuristica.

Fonte: Da autora, 2015.

Passo 1- Iniciando por A, escolheriamos o caminho mais curto até o préximo vértice que seria

o E — distancia 1.

Passo 2- Do vértice E, o caminho mais curto até o proximo vértice é 6 — vértice D.



3.2. O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) 36

Passo 3- Do vértice D, o caminho mais curto até o proximo vértice é 5 — vértice B.

Passo 4- Do vértice B, apesar do caminho mais curto até A ser 4 é necessario passar por todos
os vértices. Logo deve-se ir primeiro para o vértice C e depois para o A fechando o caminho.

O caminho usando a heuristica gulosa seria A ~ E ~ D ~ B ~ C ~ A, totalizando 30. Ndo é a
melhor opgéo (que é a solugdo 6tima, 25), mas é uma boa resposta para o problema. Além de se chegar
nessa resposta mais rapido do que no célculo exato, onde teriam de ser analisadas 24 possibilidades, ao
contrério dessa solugdo que analisou 4 passos. Muitas vezes a heuristica gulosa ndo é a melhor opcao
pois, ao se escolher inicialmente os caminhos com os menores valores, pode-se, ao final do percurso,
sobrar opgdes que terdo de ser selecionadas e que seriam as piores em termos de valores.

Veja o exemplo do grafo seguir:

Figura 49 — Grafo para PCV.

20
5
15
8
D 3 E

Fonte: Da autora, 2015.

Resolvendo de forma exata temos o seguinte percurso A ~C~ D ~ B~ E ~ A:

Figura 50 — Menor caminho para visitar todos os vértices.

Fonte: Da autora, 2015.

O menor caminho encontrado foi 20, passando uma tnica vez por cada vértice.
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Usando a heuristica gulosa teriamos o seguinte percurso escolhido A ~ E~ D ~ C ~ B ~ A:

Figura 51 — Resolugdo do PCV usando a heuristica gulosa.

Fonte: Da autora, 2015.

Lembrando que a heuristica gulosa escolhe dentre as opgdes possiveis a que atende o critério
desejado, neste exemplo, o menor caminho. Assim, foram escolhidos inicialmente o caminho entre A
e E, depois de E a D, em seguida de D a C. Neste ponto como ainda falta visitar o vértice B, fica
obrigatdrio seguir esse caminho, que neste caso é o pior, com tamanho 26. Assim, o percurso usando
a heuristica gulosa somou 42. Mais que o dobro do valor 6timo.

Existem vérias propostas de heuristicas para o PCV. Uma outra opgdo seria a da Inser¢do mais
proxima. Ela consiste em achar um percurso partindo da escolha inicial de trés vértices. Em seguida,
ap6s examinar todos os outros vértices e suas distancias para os trés vértices inicialmente definidos,
selecionamos o vértice que esteja mais perto. Defini-se qual o melhor circuito (neste caso o menor)
sera encontrado com a inclusdo desse novo vértice, de modo a ter um circuito hamiltoniano. Para isso
deve-se analisar as op¢des possiveis para a retirada de uma das aresta dentre as que ligam os vértices
iniciais e a inclusdo do novo vértice, formando um novo circuito. Em seguida, repete-se essa analise

até que todos os vértices sejam visitados. Veja, passo a passo, como utilizar o processo descrito acima:
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Figura 52 — Resolugdo do PCV usando a heuristica inser¢do mais préxima.

20

15

—®

D 3 E

Fonte: Da autora, 2015.

Primeiro passo: escolha de trés vértices:
Figura 53 — Heuristica da inser¢do mais préxima - primeiro passo.

A

E

Fonte: Da autora, 2015.

Segundo passo: determinagdo do vértice mais préximo e andlise do circuito para defini¢do de

qual aresta deve ser retirada dentre as presentes na Figura

Figura 54 — Heurisitca da inser¢do mais préxima - segundo passo.

A

E

Fonte: Da autora, 2015.
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O vértice D é o que possui a menor distancia, neste caso 3, até um dos trés vértices escolhidos
inicialmente. Essa distancia corresponde a aresta que liga o vértice D ao vértice E. As outras distancias
sdo:

Vértice B~ A =8

Vértice B ~ C =26

Vértice B~ E =8

Vértice D ~ A =20

Vértice D ~C =4

Essa é a andlise a ser feita para determinar o préximo vértice a ser escolhido. Apoés essa

definicdo, temos trés opcdes a analisar:

Figura 55 — (a) Percurso: 40, (b) Percurso: 10 e (c) Percurso: 40.

(@) (b) (©

Fonte: Da autora, 2015.

O menor percurso é a opgao b da Figura[55]. Logo, retiramos a aresta C ~ E.
Terceiro passo: Determinacdo do préximo vértice a ser incluido e andlise do novo circuito que

podera ser formado com a retirada de uma aresta da préxima figura.

Figura 56 — Heurisitca da inser¢do mais préxima - terceiro passo.

Fonte: Da autora, 2015.
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Como s¢ falta inserir o vértice B ele é inserido. A anélise fica por conta de qual aresta retirar

das quatro que temos na Figura

Figura 57 — (a) Percurso a 42, (b) Percurso b 37, (c) Percurso c 25 e (d) Percurso d 20.

(a) (b) () (d)

Fonte: Da autora, 2015.

A melhor opcao serd d, logo tem-se o seguinte percurso:

Figura 58 — Resultado final usando a heuristica da inser¢do mais préxima.

Fonte: Da autora, 2015.

Veja que o percurso procurado somou 20. Uma resposta bem melhor do que a que obtivemos
utilizando a heuristica gulosa, que foi 42. Uma coincidéncia foi que com a heuristica da inser¢do mais
proxima se chegou ao mesmo resultado feito pelo calculo exato. Mas isso ndo é regra.

Existem outras heuristicas para o PCV, e outras ideias podem surgir na busca por uma solucdo
proxima da exata. Ao tentar resolver um problema buscando ideias alternativas, conseguimos muitas

vezes encontrar um caminho que chegue a solugdo. Conforme (POLYA) [2006)

ao resolvermos problemas matemdticos podemos prever que um certo teorema, ou uma
resolugdo de um problema ja resolvido pode ajudar na solugdo atual. Mas ndo prevemos
essas coisas com certeza. Sem consideragdes que sejam apenas plausiveis e provisérias
jamais encontrarfamos a solucéo. Isso é um raciocinio heuristico na resolugéo de proble-
mas.
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Essa forma de pensar é inerente ao ser humano e deve ser desenvolvida com os alunos na
resolucdo de problemas, pois estimula o raciocinio, o uso de contetidos diversificados e a troca de

ideias.



4 Aplicacoes de grafos para o ensino
médio

Segundo as Orienta¢es Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais

para o Ensino Médio

A resolugdo de problemas é peca central para o ensino de Matematica, pois o pensar e
o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo estd engajado ativamente
no enfrentamento de desafios. Esta competéncia ndo se desenvolve quando propomos
apenas exercicios de aplicacdo dos conceitos e técnicas matemadticos [...] Na resolugao
de problemas, o tratamento de situagdes complexas e diversificadas, oferece ao aluno a
oportunidade de pensar por si mesmo, construir estratégias de resolugdo e argumenta-
¢Oes, relacionar diferentes conhecimentos e, enfim, perseverar na busca da solucdo. E,
para isso, os desafios devem ser reais e fazer sentido.

Além disso

Para alcangar os objetivos estabelecidos de promover as competéncias gerais e o conheci-
mento de Matematica, a proposta dos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio privilegia o tratamento de situagdes-problema preferencialmente tomadas em con-
texto real.

Conforme as Orientagdes para o Ensino Médio propostas pelo MEC

se por um lado a ideia de situagdo-problema pode parecer paradoxal, pois como o aluno
pode resolver um problema se ele ndo aprendeu o contetido necessdrio a sua resolugao?
Por outro lado, a histéria da constru¢do do conhecimento matemdtico mostra-nos que
esse mesmo conhecimento foi construido a partir de problemas a serem resolvidos.

Uma das novas propostas de ensino da matemética é que a mesma utilize modelagem mate-
matica. A modelagem matemadtica transforma problemas reais em problemas matematicos. E, ap6s
essa transformacao, passa-se para a resolugéo e interpretacdo dos resultados.

Vérios estudos e pesquisas mostram que o uso da modelagem matemética desenvolve nos
alunos habilidades em solucionar problemas, construindo significado para os conceitos matematicos
aprendidos. Além disso, essa forma de aprendizado exige uma mudanca de postura nos alunos que
passam de meros ouvintes a participantes ativos. Eles desenvolverdo habilidades de interpretacdo de

texto, raciocinio, l6gica, argumentagdo entre outras. Se tornardo mais confiantes, criativos e habilidosos

na resolugdo de problemas.
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Propomos que o PCM e o PCV sejam resolvidos desse modo. Acreditamos que ao trabalhar
com os alunos esses problemas através da modelagem matematica haverd um ganho significativo na
formagédo dos alunos, além de um maior interesse e gosto pelas aulas de matematica.

Para implementar a modelagem matematica Maria Salett Biembengut, autora do livro Mode-
lagem Matematica no Ensino, sugere que seja feito inicialmente um diagnéstico no intuito de conhecer
a realidade dos alunos: situa¢do socioeconémica, tempo disponivel para realizar atividades extraclasse
e o conhecimento matemédtico que possuem. Com isso, espera-se conseguir propor uma atividade
que possa efetivamente ser desenvolvida pelos alunos e que eles tenham interesse em participar, uma
vez que nesse processo de ensino os alunos sdo os autores principais. Passando para a aplicacdo da

modelagem matematica, a autora sugere os seguintes passos:

e Escolha do tema ou modelo matemadtico: Definir um tema para que seja possivel desenvolver o

contetido programatico planejado além de despertar o interesse e a motivagao dos alunos.

e Interacdo com o tema: reconhecimento da situagdo-problema proposta e esclarecimentos para
uma melhor compreensdo do problema e do que estd sendo proposto. Nesse momento deve-se
fazer um estudo para melhor entendimento do problema, levantar algumas questdes para serem
respondidas sobre o tema escolhido. Enfim, conhecer todos os aspectos necessarios do problema

para se passar para o proximo passo.

e Planejamento do trabalho a ser desenvolvido: Nessa etapa os alunos estudardo o problema,
examinando os fatos apresentados e propondo solugdes, através da formulacdo de hipoteses.
Nessa etapa também serdo testadas as solugdes propostas e escolhida a que for considerada mais

conveniente.

o Contetildo matematico: Os modelos apresentados para a solu¢do do problema utilizam contetidos
matematicos ja aprendidos e que estardo sendo reforcados pela modelagem. Pode ocorrer tam-
bém de algum modelo proposto ter contetidos ainda ndo aprendidos. Nesses casos é necessario

apresentar essa teoria para que os alunos finalizem o problema proposto.

e Validacao e extensdo dos trabalhos desenvolvidos: nessa fase as solugoes testadas devem ser ava-
liadas para verificar se os resultados encontrados entdo corretos ou néo, se podem ser melhorados

ou nao.

A tendéncia é que os alunos formulem modelos que se restrinjam a contetidos matematicos ja apren-
didos. Buscando novos conhecimento matemaéticos, o professor pode orientar os alunos para solucdes
que necessitardo de contetidos ndo aprendidos ainda. Isso se aplica a problemas envolvendo teoria de

grafos, bem como PCM e do PCV.
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Para maiores orientagdes sobre modelagem matematica sugerimos (BIEMBENGUT, HEIN|
2014) e (BASSANEZI, 2010).

Neste contexto apresentamos problemas para serem desenvolvidos no ensino médio, com va-
rios niveis de complexidade. Em sua grande maioria eles podem ser resolvidos sem o uso da teoria de
grafos, apenas com conhecimentos ja adquiridos em outros contetidos apresentados no ensino funda-
mental e médio. Mas o conhecimento da teoria certamente tornard a resolugdo mais direta, simplificada
e interessante.

Inclusive, o aprendizado desse contetido no ensino basico (fundamental e médio) estd presente
em vdrias dissertagdes (listamos algumas apresentadas no Profmat) mostrando a viabilidade pratica
dessa teoria:

1- Grafos e aplicagdes para o ensino médio.

2- Introdugao aos Grafos no ensino médio.

3- Grafos, a férmula de Euler e os poliedros regulares.

4- Introdugéo a Teoria dos Grafos.

5- Uma abordagem para o ensino de teoria dos grafos no ensino médio.

6- Modelagem e resolucdo de problemas por meio de grafos: aplica¢gdes no ensino Basico.

7- Possibilidades em grafos hamiltonianos.

8- Grafos como ferramenta para o ensino de matemaética.

9- De grafos a emparelhamentos: uma possibilidade vidvel de encantar-se com a matemadtica.

10- Um estudo introdutério da teoria de grafos através de matrizes.

11- Grafos e aplicagdes em sala de aula.

12- Atividade de modelagem matemadtica envolvendo a teoria dos grafos no ensino médio.

13- Uma abordagem da teoria de grafos no ensino médio.

14- Teorema de Euler para grafos planares.

Essas dissertacdes abordam o uso da teoria de grafos com enfoques e objetivos variados. O
diferencial da nossa proposta é a utilizacdo de ferramenta computacional na resolugdo do PCM e a
resolucdo do PCV utilizando heuristicas. Mas todas elas tem em comum com a nossa o entendimento

de que esse contetido deve ser inserido no ensino da matemadtica para a educagdo bésica.

4.1 Exercicios baseados no Projeto Fundao

Apresentamos a seguir alguns exemplos de exercicios para serem resolvidos usando a teoria
de grafos. Esses exercicios foram baseados no livro “Grafos: Jogos e Desafios” que faz parte da colecdo
do Projeto Fundao.

Esse projeto surgiu ha 30 anos quando uma equipe de professores do Instituto de Matematica

da Univerdidade Federal do Rio de Janeiro - UFR] e alunos de licenciatura, juntamente com professores
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da rede de ensino fundamental e médio do estado do Rio de Janeiro comecaram a trabalhar em prol
da melhoria do ensino da matemaética e pela valorizacdo do professor.

Sao linhas de ag¢des no Projeto Fundao a participacdo em eventos de Educagdo Matematica e o
oferecimento de programas de atualizagdo a escolas e sistemas municipais e estaduais de ensino.

O Projeto Funddo tem 15 livros publicados, dentre eles esse sobre grafos, onde sdo apresenta-
dos vdrios exercicios.

Conforme consta no site http:/ /www.projetofundao.ufrj.br acessado em 11 de julho de 2015

Os livros publicados pelo Projeto, a partir de 1996, levam a todas as regides do pais o
produto dos trabalhos dos grupos tematicos, seguindo os seus principios norteadores.
Assim, as atividades neles propostas, além de se apoiarem nas pesquisas existentes sobre
o assunto, foram testadas em sala de aula dos professores multiplicadores, tornando-as
adequadas a realidade da escola e as condigdes de trabalho dos professores.

Seguem atividades baseadas nos exercicios apresentados no livro “Grafos: jogos e desafios”

para serem realizadas com os alunos:

e Exemplo 1)

Sébado é o dia que Dona Maria tem para fazer compras no supermercado, sacoldo e ir ao cabe-
leireiro. Todos os lugares (sua casa, supermercado, sacoldo e cabeleireiro) sdo ligados entre si por
ruas diferentes e cada rua liga apenas dois lugares por vez. Pensando em ganhar tempo, Dona
Maria quer fazer um trajeto em que passe uma tinica vez em cada rua (passando por todas elas)
para ir ao supermercado, sacoldo e saldo de beleza, retornando a sua casa no final do percurso.
Faca um esbogo do problema, representando as ruas e os locais a serem visitados. E possivel

Dona Maria passar por todas as ruas uma tnica vez e retornar a sua casa?

- Atividade 1: Os alunos deverdo primeiro representar graficamente a situagdo. E depois

testar as combinagdes de trajetos que conseguirem identificar;

- Atividade 2: Os alunos deverdo representar novamente a situagdo descrita acima em forma
de grafo. Analisar o grau dos vértices para responder se é ou ndo possivel fazer o percurso

pedido no exercicio.

— Orientacées: Primeiramente deve-se deixar os alunos resolverem a atividade 1. Analisar com eles
as respostas encontradas. Apds a resolugio da atividade 1 é posstvel introduzir a parte inicial de
grafos. Explicar o conceito de vértices, arestas, grau de um vértice e grafo euleriano (condigdes para
ser euleriano ou para ser apenas trilha euleriana). Dar exemplos de grafos eulerianos e ndo eulerianos.

E apés essa introdugdo inicial, pedir aos alunos que resolvam a atividade 2.

- Uma solugdo: Seguindo o que foi pedido no exercicio um, temos na Figura [59| abaixo um

exemplo que representa o grafo da situagdo descrita.
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Figura 59 - Uma solugdo - exercicio 1.

Supermercado ~
P Sacolao

Cabeleireiro

Casa

Fonte: Da autora, 2015.

— Observagoes: Cada local no grafo foi representado por um vértice e cada vértice estd ligado
aos outros por apenas um caminho, neste caso, uma aresta. Seguindo a proposta feita para
esse exercicio, os alunos poderdo analisar se o grafo é ou ndo euleriano (neste exemplo
ndo é) e chegar a resposta que ndo tem como passar por todas as arestas uma tnica vez e
voltar ao ponto inicial. Outras situagdes podem ser propostas para os alunos desenharem e
analisarem se é possivel ou ndo percorrer uma tnica vez cada aresta e retornarem ao ponto
de partida. Essa atividade ainda pode ser explorada, apresentando um grafo ndo euleriano

e pedindo aos alunos que o analise e o transforme em euleriano.

e Exemplo 2)
Toda segunda feira é dia de reciclagem de plastico na cidade. Além de passar em todas as casas,
sdo visitados também os pontos de coleta distribuidos conforme Figura

Figura 60 — Exemplo 2.

Ponto de Coleta A Prefeitura

Ponto de Coleta B

Ponto de Coleta C
Ponto de Coleta D

Ponto de Coleta E

Fonte: Da autora, 2015.

Buscando economizar combustivel, é possivel encontrar um caminho que passe por todas as ruas

uma tnica vez e por todos os pontos de coleta e retorne a prefeitura?
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- Atividade 1: Os alunos deverdo testar as combinacdes de trajetos e descobrir se é possivel

ou ndo fazé-lo como se pede.

— Orientagoes: Os alunos deverdo testar os percurso possiveis seguindo as regras do exercicio. Com
esse exercicio é possivel mostrar a questdo dos grafos eulerianos quando todos os vértices sio pares (o
que permite achar o percurso procurado). Apds a resolugio do exercicio pode-se apresentar o conceito
de grafo Hamiltoniano, dando exemplos para um entendimento melhor. E em sequida pedir aos alunos

para verificar se o grafo apresentado no exercicio é hamiltoniano.

— Uma solugdo: O percurso procurado deve passar por todas as ruas (arestas) uma tnica
vez, por todos os vértices (ndo necessariamente uma tnica vez) e retornar a prefeitura. Na
situagdo proposta o aluno verificard as condi¢des para o grafo ser euleriano e hamiltoniano.
Logo, pode-se passar por todas as arestas uma tnica vez mas ndo tem como passar pelos
vértices uma tinica vez apenas. Sdo varios os percursos que podem ser feitos para responder

o exercicio proposto. Listamos duas possibilidades:

a) Prefeitura ~ Ponto de coleta B ~ Ponto de coleta C ~ Ponto de coleta E ~ Ponto de coleta
D ~ Ponto de coleta A ~ Prefeitura ~ Ponto de coleta D ~ Ponto de coleta C ~ Prefeitura.
b) Prefeitura ~ Ponto de coleta A ~ Ponto de coleta D ~ Prefeitura ~ Ponto de coleta C ~

Ponto de coleta D ~ Ponto de coleta E ~ Ponto de coleta C ~ Ponto de coleta B ~ Prefeitura.

— Observagdes: Podem ser propostas outras atividades como determinar quantas sdo as pos-
sibilidades de solucdo para um grafo, através da andlise combinatéria. E depois determinar

quais sdo essas solugoes.

e Exemplo 3)
O jogo de dominés é muito interessante para mostrar uma aplicabilidade simples da teoria de

grafos.

- Atividade 1: Comece propondo uma rodada de dominés com os alunos, estando completo

0 jogo. Ou seja, com as 28 pegas conforme Figura [61|a seguir:
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Figura 61 - Jogo de dominds completo.

Fonte: Da autora, 2015.

Cada ntimero aparece exatamente 8 vezes. Os alunos jogardo e ndo sobrardo pegas. Retire as
pecas 0-1, 0-2, 0-3. Peca aos alunos que joguem e verifiquem que sobrardo pegas sem serem
usadas. Agora peca a eles que tirem também a peca 1-2 e joguem novamente. Mas ja os
avisem que daré certo, e que nas pontas estardo as pecas com os niimeros 0 e 3. A questdo

é: qual a explicagdo para sobrar ou ndo pegas no jogo de dominé?

— Orientagdes: Apds os alunos jogarem e confirmarem sua afirmagio, pergunte como vocé pode afirmar
isso. Pega a eles que desenhem um grafo representando o jogo de domind apés a retirada das pegas 0-1,
0-2, 0-3 e 1-2. Cada pega de domind representa dois vértices e uma ligacdo. A peca que tiver o mesmo
niimero, como 1-1 deverd ser representada como um lago. Conforme Figura[62]a seguir, representamos

as pegas 0-5, 1-1 e 1-5:

Figura 62 — Grafo representando pecas de dominé.

Fonte: Da autora, 2015.
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Apés os alunos desenharem a representagio dos dominds como grafos, peca a eles que verifique se ele

é euleriano ou ndo. Se for, nio sobrardo pegas quando se jogar domind.

- Uma solugdo: Apéds o desenho do grafo e utilizando a teoria apresentada sobre grafos eu-
lerianos é possivel ao aluno concluir o porqué de nado sobrar pecas. O numero de vezes
que os numeros 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6 aparecem nas pegas de dominé sdo 5, 6, 6, 7, 8, §, 8
respectivamente. Ou seja, o grafo possui uma trilha euleriana, mas ndo é Euleriano.

— Observagdes: Esse exercicio é outra proposta para utilizar a teoria dos grafos eulerianos.
Conhecendo a teoria ndo hd maiores dificuldade na sua solugdo. Por isso sugerimos que essa
atividade venha apés a primeira apresentada, pois assim o aluno ja terd um conhecimento
prévio da teoria e das condigdes para se ter um grafo euleriano. O objetivo é que ele consiga
associar uma atividade prética a um contetido teérico.

Podem ser propostas outras atividades utilizando os dominés. Uma sugestdo seria o profes-
sor retirar algumas pecas e pedir aos alunos que determinem se é necessario ou néo retirar
mais alguma peca de modo que ndo sobre pecas ao final do jogo. E qual ou quais pecas

devem ser retiradas.

e Exemplo 4)

Vamos usar grafos associado a campeonato de futebol? Verificando a tabela dos jogos do campe-

onato brasileiro temos:
Cruzeiro 3X2  Sdo Paulo
Atlético 2X1  Vasco
Sdo Paulo 0x0  Atlético
Vasco 2x1  Cruzeiro
Cruzeiro 2x2  Atlético
SdoPaulo 1x0  Vasco
- Atividade 1: Represente em grafos os jogos do campeonato, sendo os vértices os times
participantes. Quando houver vitéria em um jogo, os arcos sairdo do perdedor para o
ganhador. Quando houver empate o arco deve ter duplo sentido. Quem ird passar para a

proxima fase sabendo que cada vitéria vale 2 pontos para o vencedor e cada empate 1 ponto

para cada time.

- Atividade 2: Apds a realizagdo desse exercicio, veja o desenho a seguir e diga quais foram

0s jogos, quantos pontos cada time contabilizou e quem foi para a préxima etapa:
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Figura 63 — Exemplo 4.

Bahia Grémio

Fluminense Flamengo

Fonte: Da autora, 2015.

— Orientagoes: Para essas atividades, os alunos jd devem saber os conceitos iniciais de grafos. Por
isso sugerimos que os exemplos propostos sejam aplicados na ordem sugerida. Apds a realizacio
da atividade 1 é importante verificar se todos entenderam o problema proposto e se as regras foram
respeitadas na representagdo do grafo pedido. Apenas apds a corregdo da atividade 1 deve-se passar
para a atividade 2 para que todos os alunos possam efetivamente finalizarem esse exemplo com total

aproveitamento.

- Uma solugdo: Representando através de grafos a atividade 1, temos o seguinte grafo:

Figura 64 — Solucdo Atividade 1 - Exemplo 4.

Cruzeiro Atlético

S&o Paulo Vasco

Fonte: Da autora, 2015.

Olhando para o grafo fica facil analisar o vencedor da primeira etapa pelas setas que chegam
e saem do vértice. No vértice representando o time Atlético, chegam 3 setas e dessas 3, duas
saem. As que s6 chegam somam dois pontos e as que chegam e saem somam 1. Totalizando
4. Nos vértices Sdo Paulo e Cruzeiro chegam duas setas, sendo uma delas bidirecional. E
em ambos os vértices também saem uma seta. Logo, Sdo Paulo e Cruzeiro contabilizam 3

pontos (uma vitéria, um empate e uma derrota). No vértice Vasco chega uma seta e saem
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duas, totalizando entdo 2 pontos, uma vitéria. Logo, o time Atlético é o que passard para a

proxima fase.
A solugdo para a atividade 2 sera:
Bahia 0X1 Grémio
Bahia 1X0  Flamengo
Bahia 0x0  Fluminense
Grémio 1x0  Fluminense
Grémio 0x0  Flamengo
Flamengo 1x0  Fluminense
Veja que neste problema nédo se levou em considera¢do o resultado do saldo de gols nas
partidas. Apenas os resultados: vitéria (1 X 0), empate (0 X 0) e derrota (0 X 1).
A pontuagdo de cada time sera:
Bahia - 3 pontos
Fluminense - 1 ponto
Flamengo - 3 pontos
Grémio - 5 pontos
Grémio seria o vencedor para a segunda fase.

— Observagdo: Pode-se propor as atividades 1 e 2 com mais times participando.

e Exemplo 5)

Vamos utilizar sequéncias de ntimeros?

- Atividade 1: Veja como a Figura [65|representa a sequéncia (3, 5, 2, 6, 1, 4). O grafo respeitou
a ordem que os ntimeros aparecem. Isto é, s6 se compara um nimero com o que o sucede
na sequéncia. Por exemplo, o terceiro niimero da sequéncia s6 serd comparado com os
proximos da sequéncia, quarto, quinto e sexto. E serdo ligados no grafo os ntimeros que sao

menores que ele (a diregdo da arco aponta para o nlimero menor)
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Figura 65 — Grafo representando o Exemplo 5.

3 1
6
4
2
5
Fonte: Da autora, 2015.
.. 3 4 2 5 4 . .
Desenhe o grafo representando a sequéncia (g, UL 5). Siga as regras explicadas

anteriormente.

- Atividade 2: Vamos fazer o oposto. Dado o grafo, analise-o e a seguir escreva a sequéncia

respeitando as mesmas regras descritas na atividade 1:

Figura 66 — Exemplo 5.

4 5 3

8

Fonte: Da autora, 2015.

— Orientagoes: Deixe os alunos analisarem o exemplo apresentado na atividade 1 e veja se todos en-
tenderam a solugdo e a regra pedida. Explique detalhadamente: na sequencia dada (3, 5,2, 6, 1, 4)
o miimero 3 s6 é ligado aos niimeros 2 e 1 que vem apds ele na sequéncia. Assim, quando falamos
"ligado"significa que sai um arco do 3 para os niimeros 2 e 1 indicando que eles siio menores que 0 3
e estiio apds ele na sequéncia analisada. O niimero 5 que vem apds o 3 s6 foi ligado ao 2, 1 e 4 que sdo
menores que ele e vem apds ele na sequéncia. O niimero 2 s6 é ligado ao niimero 1 que é menor que
ele e vem apds ele na sequéncia. O 6 é ligado apenas ao 1 e 4 pois sdo menores que ele e estio apds ele
na ordem. O 1 ndo é ligado (sair um arco dele para outro niimero) pois ndo hd um niimero menor que
ele e que esteja depois dele na sequéncia. Da mesma forma o 4 que é o iltimo niimero da sequéncia.
Logo ndo hd ligagdo saindo dele para nenhum outro. Veja que pelo desenho é ficil ver que os niimeros

que apenas chegam setas ou sio menores de todos ou estdo no final da sequéncia. Apds essa explicagio
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detalhada, deixe que os alunos resolvam a atividade 1. Corrija a atividade 1 para depois pedir aos

alunos que passem para a atividade 2.

342 5 4
— Uma solugédo: Para a sequéncia pedida (E’ 11 §) temos a seguinte solugdo, que s6 é
possivel ap6s comparar todos os ntimeros envolvidos e verificar que:
432 45
45479 15

Ap6s essa andlise, é possivel representar a sequéncia em um grafo, respeitando as regras do
exercicio proposto: s6 pode haver ligagdo de um niimero com os outros da sequéncia que
sejam menores que ele e que aparecam ap0s ele:

Figura 67 — Solucédo do exercicio proposto no exemplo 5.

2/4

4/9

3/5

Fonte: Da autora, 2015.

Na atividade 2 proposta, o aluno deverd analisar todos os vértices para poder determinar as

possibilidades para a sequéncia procurada, seguindo as regras pedidas:
O vértice 6 estd antes do vértice 4 e ap6s o vértice 8: (8, 6, 4)

O vértice 4 estd ap0ds os vértices 6, 5 e 8: (5, 8, 6, 4). Veja que como o vértice 8 ndo se liga ao
5, ele ndo pode estar antes do 5. O mesmo raciocinio para o vértice 6 em relagdo ao vértice

5.

O vértice 5 estd antes dos vértices 4, 3 e 0: (5, 8, 0, 3, 6, 4). Como os vértices 6 e 4 ndo se

ligam aos vértices 0 e 3, logo esses vértices estdo antes do vértice 6.
O vértice 8 estd antes dos vértices 6, 4 e 0 mas ndo antes do vértice 3: (5, 3, 8, 0, 6, 4)
O vértice 0 estd ap6s os vértices 5, 3 e 8 e antes dos vértices 6 e 4: (5, 3, 8, 0, 6, 4)

O vértice 3 estd ap6s o vértice 5 apenas. Logo a sequéncia procurada é (5, 3, §, 0, 6, 4).
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— Observagédo: Esse exemplo proposto desenvolve o raciocinio 16gico tanto ao desenhar o grafo
pedido quanto na andlise do desenho j4 feito. Também é uma maneira diferente de exercitar
um das dificuldades dos alunos que é a comparacdo entre fragdes.

e Exemplo 6)
Definindo as cores de um grafo.
- Atividade 1: Analisando a figura a seguir, verifique qual a quantidade minima de cores

que sdo necessdrias para a colorir, respeitando a seguinte regras: regides adjacentes (que

possuem lados em comum) devem ter cores diferentes:

Figura 68 — Exemplo 6.

Fonte: Da autora, 2015.

- Atividade 2: Transforme a Figura @ em um grafo.

— Orientacoes: Deixe os alunos resolverem a atividade 1, verificando se estdo respeitando a regra pedida.
Jd para resolverem a atividade 2, deixe inicialmente que os alunos proponham como representar a
figura em um grafo. Caso ache necessdrio, sugira que as regioes fechadas na figura serio os vértices e

a adjacéncia entre regides serdo representadas pelas arestas ligando os vértices.

- Uma solugdo: Na atividade 1 proposta, é possivel colorir a Figura 68 usando apenas duas

cores conforme Figura

Figura 69 — Solugdo da atividade 1 - Exemplo 6.

Fonte: Da autora, 2015.
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Ja a solugdo para a atividade 2, transforma a figura em grafo e faz uma correspondéncia

direta:
Ntmero de regides = Ntimero de vértices

Ligacdo entre os vértices (arestas) = Regides adjacentes

Figura 70 — Solucdo da proposta para o exemplo 6.

Fonte: Da autora, 2015.

Observacdo: Esse exemplo pode ser explorado com o uso de mapas, tanto na questdo da
quantidade de cores minimas para se colorir o mapa, quanto na representacdo do mapa
em forma de grafo. Pode-se mostrar alguns mapas e alguns grafos e pedir aos alunos que

identifiquem qual grafo representa qual mapa. Uma atividade interdisciplinar.

e Exemplo 7)

Construindo matrizes.

- Atividade 1: Analise o grafo a seguir e veja a matriz criada:

Figura 71 — Exemplo 7 - Grafo para determinacdo de uma matriz.

a b

c d

Fonte: Da autora, 2015.
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Figura 72 — Matriz correspondente ao Grafo do exemplo 7.

a b c d
al 0 1 1 0
b| 1 0 0 1
c|l 1 0 0 1
d o 1 1 0

Fonte: Da autora, 2015.

Seguindo o mesmo raciocinio, faga a matriz correspondente ao préximo grafo:

Figura 73 — Exemplo 7 - Grafo para encontrar uma matriz associada.

Fonte: Da autora, 2015.

- Orientagoes: Essa atividade pode ser feita inicialmente sem explicar matriz de incidéncia e matriz de
adjacéncia. Verifique se os alunos entenderam a relagio entre o grafo e a matriz. Se sim, deixe que
resolvam o exercicio e apds a corregio apresenta-se esse contelido. Se nio, antes deles resolverem o
exercicio proposto, explicasse esse contelido e eles resolvem a seguir. Mas é necessdrio fazer o aluno

associar os valores e a relacio deles com as arestas e vértices.

- Uma solugdo: A matriz associada ao grafo da Figura [73]sera:
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Figura 74 - Solugdo da atividade proposta - Exemplo 7.

b (¢} d e

Fonte: Da autora, 2015.

— Observagdes: Uma outra proposta para esse exemplo é a partir da matriz pedir para se cons-
truir o grafo. Deve-se ter o cuidado na correcdo da atividade pois os alunos possivelmente
vdo representar os grafos com disposi¢es geométricas diferentes. Mas isso ndo significaria
que os grafos sdo distintos pois ndo estamos interessados na posi¢cdo geométrica e sim nas

relacOes entre os vértices.

4.2 PCM utilizando recursos computacionais

Uma proposta de utilizagdo da teoria de grafos é a resolucdo de exercicios utilizando ferra-
mentas computacionais. Conforme indicado em varios trabalhos, o ensino dessa teoria é ndo s6 viavel,
mas muito propicio para incentivar os alunos na melhoria do raciocinio légico, além de unir vérios
contetidos ja aprendidos: matrizes, combinatoria, fungdes.

Neste contexto, propomos a resolugdo do PCM utilizando duas formas distintas: utilizando o
Algoritmo de Dijkstra e utilizando o aplicativo Solver presente no software Excel da Microsoft.

O Excel é um software de criacdo de planilhas eletrénicas e através dele podemos realizar desde
calculos simples a mais complexos, criar base de dados, elaborar relatérios e graficos, analisar dados
estatisticos e financeiros, entre outros. No6s utilizaremos uma de suas ferramentas computacionais: o
Solver. Sua utilizagdo estd diretamente relacionada a resolugdo de problemas de varios tipos, lineares e
nédo lineares. Nosso foco serd na resolugdo de problemas através da formulagdo de equagdes lineares e
raciocinio l6gico. Além do Excel, temos o Calc do LibreOffice que também possui a ferramenta Solver.
Uma grande vantagem é que o LibreOffice é um software de uso livre. Isso pode permitir o uso dessa
ferramenta tanto pelas escolas que ndo possuam o pacote da Microsoft Office, como pelos alunos que
possuam computador em casa. Apresentaremos a configuracdo pelo Calc apds o passo a passo da
implementacgdo pelo Excel, uma vez que as diferencas estdo apenas na configuragdo do Solver. Os
procedimentos de entrada de dados sdo os mesmos.

Primeiro vamos resolver um exemplo simples para aprender a utilizar a ferramenta Solver. E
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depois apresentamos alguns exercicios que podem ser resolvidos com os alunos. Nosso exemplo serd
executado passo a passo para que os alunos possam entender a utilizacdo da ferramenta computacional
na sua resolucao.

Problema proposto: Com o aumento do preco da gasolina, José quer buscar o caminho mais

curto entre a sua casa e o trabalho de modo a economizar no gasto com combustivel.

Figura 75 — Percurso entre casa e trabalho.

2 Km 8 km

7 - Trabalho

1- casa

Fonte: Da autora, 2015.

Como sugestdo, os alunos podem resolver o PCM proposto primeiramente utilizando o Algo-
ritmo de Dijkstra (capitulo 2) de modo a ja terem os resultados das distancia do ponto inicial, casa, a
cada um dos outros vértices do grafo. E, em seguida, passa-se para o uso do Excel e do seu aplicativo
Solver. As distancias que devem ser encontradas sdo:

Até o vértice 2 = 2km;

Até o vértice 3 = 4km;

Até o vértice 4 = 6km;

Até o vértice 5 = 5km;

Até o vértice 6 = 9km;

Até o vértice 7 - Trabalho = 11km.

Para resolver o problema proposto através do Solver, devemos transformar as informacdes
que temos no grafo em dados que possam ser usado por esse aplicativo, uma vez que ele utiliza
programacao linear para obter a solucdo desejada.

A Programacio Linear é um método que busca otimizar um problema através da maximizacao
ou minimizagdo de uma fungdo linear que satisfaz certas restri¢des através da definigdo de um modelo
matematico linear. O modelo matemaético representa de forma simplificada uma situagdo real, trans-
formando as grandezas envolvidas em variaveis e as relacdes entre elas em expressdes matematicas.

Os elementos envolvidos na modelagem por programagcdo linear sao:
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Varidveis de decisdo: sdo todas as varidveis envolvidas no processo e que representam as
possiveis decisdes que se podem tomar durante a resolu¢do do problema. Sdo do tipo numéricas.

Funcdo Objetivo: é a fun¢do que busca maximizar ou minimizar o resultado, dependendo do
objetivo do problema. Ela é definida utilizando as variaveis de decisdo de modo a obter o que se deseja
otimizar .

Restri¢oes: Sdo as condigdes impostas as varidveis de decisdo (representadas por equagdes ou
inequagdes lineares) de forma a se atingir o objetivo desejado.

A defini¢do desses elementos permitird a criagdo do modelo matematico a ser usado na pro-
gramagdo linear. Essa defini¢do se baseia em quatro etapas:

— Defini¢do das variaveis do problema;

— Defini¢do da fungdo objetivo;

— Defini¢do das restri¢des lineares;

- Utilizagdo de um programa/método para calcular o que deseja.

Nesse contexto, queremos calcular a distancia minima entre dois vértices definidos (queremos
uma solu¢do que minimize o caminho entre os vértices 1 e 7).

A primeira etapa serd a defini¢do das varidveis do problema. Cada arco do grafo passa a ser
representado pela varidvel Xij, onde o i e j sdo os vértices aos quais o arco estd ligado. Para calcular
o caminho minimo, precisamos determinar por quais vértices devemos passar de modo a termos no
final o menor valor possivel de trajeto.

Em seguida, devemos definir a fun¢do objetivo, nossa segunda etapa. Neste exemplo, a funcéo
objetivo é encontrar um trajeto com menor quilometragem. Chamaremos de Z esse trajeto. Como nédo
se sabe qual serd o menor caminho, ou melhor dizendo, quais arcos serdo escolhidos para minimizar o
percurso, escrevemos todos as varidveis do problema, lembrando que cada arco (Xij) serd multiplicado

pelo seu tamanho (neste caso, sua kilometragem). Logo, a funcdo objetivo pode ser escrita como:
Z =2X1p +4Xq3+ 6Xq4 +2Xp5 + 3X35 + 3X34 + 4 Xy + 5 X536 + 8X57 + 2X¢y

O Solver substituird, quando calcular a fungdo objetivo Z, cada arco Xij por 1, quando o mesmo
for utilizado no percurso e 0 (zero) quando ndo for. Isso ocorre por que na configuracdo padrdo do
Solver, no modo LP Simplex, ele assume "Resolvendo com Restri¢des de Ntimeros Inteiros". Assim, as
varidveis apesar de reais, serdo ntiimeros inteiros. E com as restri¢des definidas adiante, as opg¢des para
solucdo do problema serdo apenas 1 ou 0. Mas ndo sabemos se em outras versdes do Excel (estamos
utilizando a 2013) o Solver possui essa configuragdo padréo.

O préoximo passo, terceira etapa é definir as restricdes. Nos grafos, as restri¢des sdo as possi-
bilidades de ir de um vértice ao outro e quais escolhas podem ser feitas. Devem ser analisados todos
os vértices individualmente, definindo as restri¢des para o percurso por aquele vértice em questdo.

Conforme Figura |76 temos:
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Figura 76 — Analise do Percurso entre casa e trabalho utilizando equagdes lineares.

2 Km 8 km

7 - Trabalho

1- casa

Fonte: Da autora, 2015.

Para o vértice 1 que s possui arcos saindo, temos de definir por qual deles iniciaremos o
percurso. Além disso, s6 podemos escolher um caminho entre os trés possiveis: vértices 2, 3 e 4.

Logo Xj» + Xi13 + X34 = 1. Supondo que foi escolhido o Xj5. Ndo poderemos escolher as
outras duas op¢des ao mesmo tempo. Entdo o Xj, recebe 1 e os outros dois, ndo escolhidos, recebem
zero. A soma das possibilidades dard 1, garantindo assim a escolha de um tnico arco a partir do
vértice inicial.

O mesmo raciocinio se aplica para a chegada ao vértice final, o vértice 7. Nesse vértice s6
chegam arcos. Podemos garantir que apenas um dos arcos serd escolhido entre todos que chegam.
Logo, o arco escolhido recebera 1 e os outros 0 (zero). A soma dos arcos que entram serd 1. Para o
vértice 7 teremos entdo a seguinte equacdo X5y + Xg7 = 1.

Para analisar os vértices que possuem arcos entrando e saindo devemos raciocinar da seguinte
forma: Ao escolher um percurso que passard por um determinado vértice, deveremos necessariamente
escolher um percurso que sai desse vértice, pois teremos de manter o fluxo do percurso iniciado. Ndo
pode quebrar a rota e mudar de vértice no meio do percurso sem o uso de uma aresta que os conecta.
Assim sendo, basta admitir que “tudo o que chega ¢é igual ao que sai”. Isto é, em cada vértice que
chegam e saem arcos, temos uma restri¢do: a soma dos arcos que chegam ao vértice deve ser igual a
soma dos arcos que saem. Podemos ver isso melhor analisando as duas possibilidades para o vértice
2: ser escolhido ou nédo para a definicdo do percurso procurado.

Chega até ele o arco Xj; e sai dele o arco Xps5. Se ndo escolher o vértice 2 para dar andamento
ao percurso procurado, o arco Xj, receberd 0 (zero) pois, pelo passo anterior, ndo foi o escolhido. Logo,
0 arco X5 que sai do vértice 2 também recebera 0 (zero) pois ndo serd escolhido. Logo Xi, = X5 (a
soma dos arcos que chegam é igual a soma dos arcos que saem), ou seja, Xi» — Xp5 = 0. Se escolher

esse vértice, o arco que chega (X, foi o escolhido) recebe 1. Logo, o arco de saida, que também sera
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escolhido, pois é a tinica opgéo, receberd 1.

Como Xjp = Xps5 (a soma dos arcos que chegam ¢é igual a soma dos arcos que saem), logo
X12 — X5 =0pois1—1=0.

Seguindo esse raciocinio para todos os outros vértices que possuem entrada e saida de arcos
temos:

Vértice 3: X13 = X35 + X36 + X34. Logo, X13 — X35 — X36 — X34 = 0

Vértice 4: X154 + X34 = X46. Logo X14 + X34 — Xy =0

Vértice 5: Xp5 + X35 = X57. Logo Xo5 + X35 — X57 = 0

Vértice 6: X3 + X456 = Xg7. Logo X3¢ + X4 — Xg7 = 0

Além disso, todas as varidveis de decisdo devem ser bindrias, uma vez que o Solver deverd
retornar apenas 0 ou 1 como valores possiveis para elas.

Assim, seguindo as etapas apresentadas anteriormente, outros PCM podem ser resolvidos da
mesma forma. Ap0s essas trés etapas, passamos para a ultima: uso de um programa para resolver
o problema. Todos as defini¢des feitas nas etapas anteriores serdo inseridas no Excel (as varidveis, a
fungdo objetivo e as restri¢des) seguindo o roteiro explicativo a seguir e o aplicativo Solver calculard o
trajeto procurado.

Vamos ao passo a passo da implementacdo e resolugdo do problema.

Primeiro passo: Escrever em cada coluna as varidveis do problema, neste caso, os arcos do

grafo analisado:

Figura 77 — Excel: primeiro passo.
X12 X13 X14 K25 X33 X34 %36 X46 37 67

Fonte: Da autora, 2015.

As células abaixo dos nomes das varidveis serdo reservadas para o solver informar os valores
das varidveis na resolugdo do problema. Serd nessa linha que o Solver retornara a resposta procurada.
Vamos destaca-la com um sombreado.

Segundo passo: Inserir a fungdo objetivo. Colocamos, duas linhas abaixo da linha das varidveis,
na mesma coluna de cada uma, o valor de comprimento do arco e, apés a coluna da tdltima variavel,
colocamos a funcéo objetivo. Ver Figura

Deve-se seguir as regras do uso de férmulas conforme é permitido no Excel. Deixamos aqui
uma sugestdo, pois caso os alunos ndo saibam usar os comandos bésicos do Excel, seria aconselhével
uma aula ensinando as operag¢des bésicas (soma, subtracdo, multiplicagdo e divisdo) e como utilizar

os contetidos nas células de uma planilha no Excel antes de se trabalhar com o PCM. Mas como as
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explicagdes estdo sendo feitas em detalhe, mesmo sem um conhecimento prévio do Excel, acreditamos

ser possivel realizar a atividade proposta.

Figura 78 — Excel: segundo passo.

fl =D5*D4+E5*E4+5*4+GE*G4+HE*H4+I5*I4H5*J4@
L

C D F f S H I ]

X12 X13 X14 X25 X35 X34 X36

Fonte: Da autora, 2015.

Veja que a formula apresentada na Figura |78/ é a fungdo objetivo escrita conforme as regras do
Excel. Essa formula representa a soma dos produtos entre as distdncias e os valores das varidveis (que
neste caso serd zero ou um).

Uma forma mais facil de criar essa férmula é usar a opgdo INSERIR FUNGA0. Para isso, primeiro
selecione a célula onde a fungéo serd inserida (veja Figura[/9|abaixo) e depois clique no simbolo INSERIR

FuncaAo.

Figura 79 - Inserir fungdo.

X12 X13 X14 X25 X35 X34 X36 X46 X57 X67

Fonte: Da autora, 2015.

Sera aberta a seguinte caixa de didlogo:
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Figura 80 — Caixa de dialogo: Inserir fungdo.

Inserir fungdo 7 X

Procure por uma fungio:

somarproduto ‘ Ir

Ou selecione uma categoria: | Recomendado

Selecione uma funcdo:

SOMARPRODUTC

SOMARPRODUTO(matriz1;matriz2;matriz3;..)
Retorna a soma dos produtos de intervalos ou matrizes correspondentes,

Ajuda sobre esta funcio

Fonte: Da autora, 2015.

Escolha a fungdo SOMARPRODUTO e clique em Ok. Essa funcao executa a soma dos produtos
entre células de uma mesma coluna.

Sera aberta a seguinte caixa de didlogo:

Figura 81 — Caixa de didlogo: Argumentos da funcao.

SOMARPRODUTO

Matrizt || matriz

Matriz2 | matriz

Matriz3 | matriz

Retorna a soma dos produtos de intervalos ou matrizes correspondentes.
Matriz1: matriz1;matriz2;... de 2 a 255 matrizes para as quais vocé deseja

multiplicar e somar componentes. Todas as matrizes devem ter as mesmas
dimensdes,

Resultado da farmula =

Ajuda sobre esta funcio QK | | Cancelar

Fonte: Da autora, 2015.

No campo Matriz 1, selecionamos as células da linha correspondente ao valores referentes aos

arcos conforme Figura [82}
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Figura 82 - Selecdo das células referentes aos valores dos arcos.

X & Jft =SOMARPRODUTO(DS:MS)

C D E F G H | J

K L M N
X12 X13 X14 X25 X35 X34 X36 X46 X57 X67
z 2 4 & 3 3 3 5 4 8 2psm |
Argumentos da funcéo ? x
SOMARPRODUTO
Matrizt | D5:Ms| Bl = peesssseeg
Matriz2 s =

Matriz3 | -

= a
Retorna a soma dos produtos de intervalos ou matrizes correspondentes

Matrizl: matrizT;matriz2;... de 2 a 255 matrizes para as quais vocé deseja
multiplicar e somar companentes. Todas as matrizes devem ter as mesmas
dimensdes,

Resultado da farmula = 40

Aiuda sobre esta funcio Cancelar

Fonte: Da autora, 2015.

No campo Matriz 2, selecionamos as células da linha correspondente ao valores que serdo

retornados pelo Solver conforme Figura [83}

Figura 83 — Selecdo das células referentes aos valores que o Solver retornara.

>« fr =SOMARPRODUTO(D5:MS;D4:M4)

C D E F G H J

K L M N
X12 X13 X14 X25 X35 X34 X36 X46 X57 X67
T T TS T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T Tt T T T T T T T T I
1 1
z 2 4 6 3 3 3 5 4 8 2(34:Mm4) |
Argumentos da fungio ? X

SOMARPRODUTO
Matrizt | D5:M5
Matriz2 | Da:M4
Matriz3

Retorna a soma dos produtos de intervalos ou matrizes correspondentes.

Matriz2: matiiz];matriz2;... de 2 a 255 matrizes para as quais vocé deseja
muttiplicar & somar componentes. Todas as matrizes devem ter as mesmas
dimensées

Resultado da formula = 0

Ajuda sobre esta funcio oK Cancelar

Fonte: Da autora, 2015.

Clicar em OK e estd criada a férmula. A férmula SOMARPRODUTO = (D5:M5; D4:M4) cor-
responde a mesma apresentada anteriormente, ou seja: serdo multiplicadas e somadas as células no
intervalo das colunas D a M, linhas 4 e 5: (D4« D5+ E4 « E5+ F4 % F5+ G4 % G5+ H4 « H5+ 4 % I5 %
J4 % J5 + K4 % K5 + L4 « L5 4+ M4 « M5). Veja que a férmula representa a mesma definida para fungao
objetivo:

Z = 2X1p +4X13 + 6X14 + 2Xo5 + 3X35 + 3X34 + 4X46 + 5X36 + 8X57 + 2Xg7. Multiplicagdo do

valor de cada varidvel (as arestas) presentes nas células D5 & M5, pela células que receberdo o resultado

procurado ap6s a execucdo do Solver, D4 a M4.
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Terceiro passo: Incluir as restricdes. Serdo inseridas sete linhas onde em cada uma delas
teremos as restricoes jd definidas anteriormente para cada vértice:

Primeira linha: X1z + X3 + X4 = 1 (vértice 1)
Segunda linha: X1y — Xp5 = 0 (vértice 2)

Terceira linha: X3 — X35 — X3¢ — X34 = 0 (vértice 3)
Quarta linha: X4 + X34 — Xy = 0 (vértice 4)
Quinta linha: X5 + X35 — X57 = 0 (vértice 5)

Sexta linha: Xy + X36 — Xg7 = 0 (vértice 6)
Sétima linha: Xs7 + Xg7 = 1 (vértice 7)

No Excel, essas restri¢des serdo inseridas da seguinte forma: abaixo de cada identificacdo do
arco coloca-se 1 ou —1 de acordo com os indices que estdo multiplicando esses arcos quando presentes
nas restri¢des definidas e 0 para os arcos que ndo estdo presente, ou seja, ndo estdo na restrigdo. E, ao
final da linha, na primeira coluna apés a coluna do tltimo arco (coluna N neste exemplo), fazemos o
somatoério, conforme foi feito no passo anterior. Esse somatério serd da linha da restrigdo com a linha
de retorno do Solver (veja a férmula na parte superior da Figura

Para a primeira restri¢do teriamos:

Figura 84 — Excel: Terceiro passo - apresentando a primeira restrigdo.

fi || =somareroDUTO(D7:M7;D4:M4)

B C D E F G H J K L M N 0 P Q

X12 X13 X14 X25 X35 X34 X36 X46 X57 Xe7

Restrigdo 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 O_l referente ao vértice 1

Fonte: Da autora, 2015.

Observe os arcos X1», X153 € X14. Conforme definimos nas restri¢gdes, Xi» + X135 + X4 = 1.
Ou seja, na intersegdo da linha da primeira restricdio com a coluna onde se encontram os arcos Xjy,
X13 e Xi4 temos o ntimero 1 multiplicando as varidveis. Os outros arcos ndo aparecem na restrigdo,
logo possuem 0 (zero) multiplicando cada uma das colunas relacionadas. A coluna N receberd a
SOMAPRODUTO dessa linha de restri¢do (linha 7) com a do retorno do Solver (linha 4). Ou seja, na
célula N7 aparecera o resultado da multiplicagdo de 1 * D4 + 1 x E4 + 1 * F4. Esse resultado devera ser
igual a 1 conforme a restri¢do informa. Isso implica que apenas uma das células D4, E4 ou F4 recebera

1 quando o solver for executado. O que corresponde a andlise ja feita: apenas uma das arestas X, X13
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ou Xj4 pode ser escolhida. Isso ficard mais claro no resultado final apresentado mais a frente.

Deve-se fazer o mesmo para todas as restri¢cdes (identificamos na esquerda as restricdes e na

direita o vértice ao qual ela se refere apenas por uma questao didatica).

Restrigdo 1
Restrigdo 2
Restrigdo 3
Restricdo 4
Restricdo 5
Restricdo 6
Restricdo 7

Figura 85 — Excel: Terceiro passo - apresentando todas as restrigdes.

X12

o O O O Ok

X13

o O O O Bk O

X14

o O O = O O

X25 X35 X34 X36 X46 X537 Xo7

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
-1 -1 -1 0 0
0 1 0 -1 0
1 0 0 0 -1
0 0 1 1 0
0 0 0 1

Fonte: Da autora, 2015.

o O o o O

[y

o O O o O o O

referente ao vértice 1
referente ao vértice 2
referente ao vértice 3
referente ao vértice 4
referente ao vértice 5
referente ao vértice 6
referente ao vértice 7

Ainda nesse passo, devemos informar qual o valor que deveré ter o somatério dos arcos que

compdem cada uma das restricdes. As equacgdes relativas as restricdes 1 e 7 somam 1 e todas as outras

0. Esses valores deverdo ser colocados na coluna ao lado da que recebeu a fungdo SOMARPRODUTO.

Na Figura [86|a seguir corresponde a tiltima coluna preenchida na planilha:

Restricdo 1
Restricdo 2
Restricdo 3
Restricdo 4
Restricdo 5
Restricdo 6
Restri¢do 7

Figura 86 — Excel: Terceiro passo - somatdrio dos arcos de cada restrigdo definida.

X12

o o O O O =

X13

o O O O = O

X14

o o O = O O =

X25

o o = O O

X35 X34 X36 X46 X57 X67

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
-1 -1 -1 0 0
0 1 0 -1 0
1 0 0 0 -1
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1

Fonte: Da autora, 2015.

o o o o o

o o O o o o o

valor das restricfes

= o O 0 O O

referente ao vértice 1
referente ao vértice 2
referente ao vértice 3
referente ao vértice 4
referente ao vértice 5
referente ao vértice 6
referente ao vértice 7

A configuracdo das varidveis de decisdo como bindrias seréd feita na proxima etapa.

Terminada a entrada de todas as informagdes, o quarto passo é configurar o Solver. Utilizamos

a versdo 2013 do Excel. Em outras versdes podem haver diferencas nos passos apresentados aqui para

a configuracdo do Solver. Sugerimos consultar o manual do software caso ocorra isso.
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Sugerimos o link https://support.office.com (acessado em 25/05/2015), opcdo CARREGAR O
SOLVER para ver o passo a passo de como habilitar o Solver no Excel. Caso nédo funcione ou néo esteja
mais disponivel esse link, uma “busca” na internet informando Como habilitar o solver do Excel deve
resolver o problema.

Selecionamos o menu DADOs e em seguida o icone do Solver (canto direito da tela).

Figura 87 — Excel: quarto passo - configurando o Solver.

solverl [Modo de Compatibilidade] - Excel ? B - 4

2AGINA FORMULAS REVISAQ EXIBIGAO -
- EE Y & B B X B B H

7| Classificar  Filtro Texto para Preenchimento Remover Validagio Consolidar Teste de

Agrupar Desagrupar Subtotal
Colunas - -

Yo Avangado

Relimpago  Duplicatas de Dados - Hipsteses -

Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Tépicos & Anlise

(14 X25 X35 X34 X36 X46 X57 X67

6 3 3 3 5 4 8 2 0

1 0 0 0 1} 1} 0 0 0 1 referente ao vértice 1
0 -1 0 0 1) 1) 0 0 0 0 referente ao vértice 2
0 o -1 -1 -1 4] 0 0 0 0 referente ao vértice 3
1 0 0 1 0 -1 0 0 0 0 referente ao vértice 4
0 1 1 0 1} 1} -1 0 0 0 referente ao vértice 5
0 o 0 0 1 1 0 -1 0 0 referente ao vértice 6
0 o 0 0 4] 4] 1 1 0 1 referente ao vértice 7

Fonte: Da autora, 2015.

Isso sera possivel caso o Solver ja esteja habilitado. Se ndo estiver, selecionamos o menu

ARrqQuivo, OPCOES, SUPLEMENTOS:

Figura 88 — Habilitando o Solver.

Opg@es do Excel ? X

Geral
b D Exiba e gerencie Suplementos do Microsoft Office.

Férmulas

Revisio de Texto
Salvar

Idioma

Avangado

Personalizar Faixa de Opgdes

Barra de Feramentas de Acesso Rapido
Suplementos

Central de Confiabilidade

Suplementos

MNome

Suplementos de Aplicativo Ativos
Solver

Suplementos de Aplicativo Inativos
Data (XML)

Eure Currency Tools

Ferramentas de Andlise

Ferramentas de Analise - VBA

Inquire

Microsoft Actions Pane 3

Microsoft Office PowerPivot for Excel 2013
Microsoft Power Map for Excel

Power View

a Documento

Local

CA\L.LVER\SOLVER.XLAM

Ci\...art Tag\MOFL.DLL

Ci\.y\EUROTOOL.XLAM
CiL.lysis\ANALYS32 XLL
CA\.is\ATPVBAEN.XLAM
C:\...DCF\Nativeshim.dil

Ci\...ExcelClientAddin.dil
CA\..LPLUGINSHELLDLL
Ci\..ortingExcelClient.dl!

Tigo A

Suplemento do Excel

Agio

Suplemento do Excel
Suplemento do Excel
Suplemento do Excel
Suplemento de COM

Pacote de Expansdo para XML
Suplemento de COM
Suplemento de COM
Suplemento de COM

Documento i
Editor:
Compatibilidade: Nenhuma informag 3o de compatibilidade disponivel
Local: C:\Program Files\Microsoft Office 15\root\affice15\Libran\SOLVER\SOLVER XLAM
Descrigio: Ferramenta para otimizago e solugio de equagdes
Gerencier: |Suplementos do Excel v Ir..

Fonte: Da autora, 2015.

Escolhemos o suplemento Solver. Em seguida, selecionamos Ir (localizado na parte de baixo
da tela) e Ok. O Solver estara habilitado. Basta ativéd-lo conforme explicado anteriormente (Figura [87).

Serd entdo aberta a janela do aplicativo:
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Figura 89 — Excel: décimo primeiro passo.

| Parametros do Solver X

Definir Objetivo: S
Para: O M, @® Min. O valor de:
Alterando Células Varigveis:
SDS4:SMS4 =
Sujeito as Restricdes:
SNST:SNS13 = 50515550521 Adicionar
Alterar
Excluir
Redefinir Tuda
Carregar/Satvar
Tornar Variaveis Irrestritas Nao Negativas
Selecionar um Método de LP Simplex v Opcdes
Métado de Solucio
Selecione o mecanismo GRG N30 Linear para Problemas do Solver suaves e nio lineares,
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanisma
Evolutionary para problemas do Solver nio suaves

Fonte: Da autora, 2015.

Basta agora preencher o que se deseja calcular: No campo DeFINIR OBJETIVO, deve-se informar
a célula que receberd o resultado procurado, ou seja o Z.

Na planilha que estamos preenchendo, corresponde a célula N5 (coluna N, linha 5). Basta clicar
nesta célula ou escrever conforme estd na figura. Lembrando que essa definigdo é aleatéria. Poderia
ser outra célula.

O préximo passo é definir o tipo de célculo desejado. Neste caso, o percurso minimo. Selecio-
namos a opcao MiN.

No item ALTERANDO CELULAS VARIAVEIS selecione as células que ficaram reservadas para os
valores das varidveis (células sombreadas). Lembrando que no final da resolugédo o Solver ird substituir
0 que estiver escrito nessas células pelo valores 6timos do problema, quando encontrados.

O item SujeITO As RESTRICOES consiste na etapa em que definiremos a comparagdo a ser feita
para cada restri¢do. No nosso problema, essa comparagdo é uma igualdade (todas as restri¢des defini-
das sdo iguais a 1 ou 0).

Exemplificando: para a restri¢do 1 jd informada na linha 7, a coluna N7 recebera o resultado
da multiplicacdo de 1+ D4 + 1 x E4 4 1 x F4. Esse resultado devera ser igual a 1 conforme a restrigdo foi
definida, ou seja, X1» + Xj3 + X14 = 1. Isso significa que apenas uma das células D4, E4 ou F4 receberd
1 quando o Solver for executado. Essas células estdo relacionadas com as arestas presentes na restrigdo
1. A célula D4 corresponde a aresta X1,. Se ela receber 1, significa que o percurso escolhido passa por
essa aresta. O mesmo se aplica para as células E4 (corresponde a aresta Xj3) e F4 (corresponde a aresta
X14). O raciocinio é o mesmo para as outras restricdes apresentadas.

As colunas onde se encontram os resultados a serem comparados sdo a dos somatérios das

decisdes (neste caso a coluna N, da linha 7 a 13) com a coluna do resultado esperado em cada restri¢do
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(coluna M, linha 7 a 13). Clique no botdo ADICIONAR e preencha os campos REFERENCIA DE CELULA e

RESTRIGOES conforme Figuras[90] e [02]a seguir.

Figura 90 — Sujeito as restri¢des - passo 1.

X12 X133  X14  X25 X35 X34 X36 X46 X57 X67

z 2 4 6 3 3 3 5 4 8 2
Restrigdo 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 [):
Restrigdo 2 1 o 0 -1 o 0 o 0 o ol
Restrigdo 3 0 1 0 o 1 101 0 o o}
Restrigo 4 0 o 1 o 0 1 0 1 0 o}
Restricdo 5 0 0 0 1 1 0 0 0 -1 D:
Restrigdo 6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 -1!
Restrigdo 7 0 o 0 o o 0 o 0 1 11

Adicionar Restricio

Referéncia de Célula:

SNST:SNS13

Fonte: Da autora, 2015.

eal=R=R=Rl =R =T

'S

Adicionar

Figura 91 - Sujeito as restri¢des - passo 2.

X12  X13 X14 X25 X35 X34 X36 X46 X57 X67

z 2 4 6 3 3 3 5 4 8 2

Restrigdo 1 1 1 1 0 0 o 0 o 0 o
Restrigdo 2 1 o o -1 1] o 0 o 1] o
Restrigéo 3 0 1 0 0 -1 -1 -1 0 0 0
Restrigdo 4 0 0 1 0 0 1 0 -1 0 0
Restrigdo 5 0 0 0 1 1 0 0 0 -1 0
Restrigdo 6 o o o 0 0 o 1 1 0 -1
Restrigdo 7 o o o 0 0 o 0 o 1 1

Adicionar Restrigio

Referéncia de Célula:

SMST:5NS13

Fonte: Da autora, 2015.

O

Adicionar

referente ao vértice 1
referente ao vértice 2
referente ao vértice 3
referente ao vértice 4
referente ao vértice 5
referente ao vértice 6
referente ao vértice 7

Restricdo:

Cancelar

_____ 1-: referente ao vértice 1
Di referente ao vértice 2
D: referente ao vértice 3
0  referente ao vértice 4
0] referente ao vértice 5
O: referente ao vértice 6

_____;L; referente ao vértice 7

x
Restricio:
=5057:50513 55

Cancelar

Observe que selecionamos a igualdade entre os campos REFERENCIA DE CELULAS € RESTRIGOES

pois as equagdes referentes as restri¢des sdo igualdades. Apds os preenchimentos, clicamos no botao

VADICIONAR. Na versdo que estamos utilizando para realizar essa atividade foi possivel selecionar

todas as restricdes de uma tinica vez. Outras versdes do Excel podem ndo permitir isso. Entdo deve-se

fazer uma restrigdo por vez.

Em seguida vamos configurar todas as varidveis como bindrias. Para isso no campo Referéncia

de células selecione a célula que representa a varidvel de decisdo e em seguida a opg¢do bindria conforme

préxima figura.
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Figura 92 — Sujeito as restri¢des - passo 3: varidveis bindrias.

[ x12 | x13 [ x14 | x25 | x35 | x36 | x34 | x46 | x67 | x57

Adicionar Restrigio

Referéncia de Célula: Restricio:

SCs4 B

bindrio

n
gl

Cancelar

Fonte: Da autora, 2015.

Selecionar a opgdo ADICIONAR e repetimos essa etapa para todas as varidveis de decisdo. Apods

definir que todas sdo bindrias, selecionamos OK.

Depois basta selecionar o método LP SIMPLEx dentre as opgdes de SELECIONAR UM METODO DE

SOLUGAO. Os parametros do Solver ficardo preenchidos da seguinte forma:

Figura 93 — Parametros do Solver.

Pardmetros do Solver

Definir Objetivo: SMS5

Para: O Méx, ® Min. () valor de:

Alterando Células Varidveis:

SD54:5M54

| Sujeito as Restricdes:

SN57:3N513 = 3057:50813

Tornar Varidveis Irrestritas Nao Megativas

Selecionar um Método de LP Simplex

Método de Solucdo

n
il

n
il

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Larregar/Salvar

Selecione o mecanismo GRG Mio Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lingares, Selecione o mecanismao

Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,

Ajuda

Resolver

Fonte: Da autora, 2015.

Eechar

Basta agora clicar no botdo RESOLVER. Em seguida se abrird a caixa de didlogo Resultados do

Solver:
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Figura 94 - Resultados do Solver.

Resultados de Solver X

O Solver encontrou uma solug8o. Todas as RestrigBes e

condigdes de adequacdo foram satisfeitas. Relatérios
Resposta
& Manter Solugdo do Solver ! Sensibilidade
Limites

) Restaurar Valores Originais

Relatérios de Estrutura
D X

Ret: a Caixa de Dial Paramet do Sol :
[J Retornar & Caixa de Didloge Pardmetros do Solver de Tépicos

oK Cancelar Salvar Cenario

0 Solver encontrou uma solucdo. Todas as Restriges e condigdes de adequagio foram
satisfeitas.

Quando o mecanismo GRG foi usado, o Solver encontrou pelo menos uma solugdo ideal
local. Quando LP Simplex & usado, significa que o Solver encontrou uma solugdo ideal
global.

Fonte: Da autora, 2015.

Selecione o botdo Ok.

Temos assim a planilha final, com o resultado procurado.

Figura 95 — Resultado procurado.

X12  X13  X14  X25 X35 X34 X36 X46 X57 X67

0 1 0 0 0 0 1 0 0 1
z 2 4 6 3 3 3 5 4 8 2 11
Restricio 1 1 1 1 0 ] 4] 0 4] ] 4] 1 1 referente ao vértice 1
Restricio 2 1 4] 0 -1 ] 4] 0 4] ] 4] 4] 4] referente ao vértice 2
Restricio 3 o 1 0 0 -1 -1 -1 o] ] o] o] o referente ao vértice 3
Restrigdio 4 o o 1 0 ] 1 o -1 ] o] o] o referente ao vértice 4
Restricio 5 o o 0 1 1 o] ] o] -1 o] o] o referente ao vértice 5
Restricio 6 0 o 0 0 ] o 1 1 o -1 o o referente ao vértice 6
Restriglio 7 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 referente ao vértice 7

Fonte: Da autora, 2015.

Veja que na linha sombreada temos a indicacdo das arestas utilizadas no menor percurso (sdo
as arestas que possuem o ndmero 1) e no final da linha do Z o resultado procurado (11km). O resultado
encontrado foi o0 mesmo encontrado pelo algoritmo de Dijkstra.

Configurando o Solver no Calc do LibreOffice (a versao utilizada é a 4.4.5.2), lembrando que a
entrada dos dados (varidveis de decisdo, fungdo objetivo e restri¢oes) é feita da mesma forma que na
planilha do Excel, selecionamos o menu FERRAMENTA e a opgdo SOLVER.

Abrird a seguinte caixa de texto conforme préxima figura:
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Figura 96 — Configurando o Solver do Calc

soiver ==
Célulachjetva  SM54 (2]
B Migimo
® Minimo
9 Valor de (3]
Células yaridveis:  SCS3L83 =l
Conjunto de restricdes
Referéncia de célula Operador  Valor
M5 =] - : SNSG =[]~
357 @l [- D ST E [m=m] 5
MsE ElL = E| SNSE | 5 =
EIE] & - E| £ (@] [&] -
Opgées. [ A Feghor | | Resohver

Fonte: Da autora, 2015.

Da mesma forma que no Solver do Excel, no item CEtrLura OBJETIVO devera ser indicada a

célula que contém a fungado objetivo. Como utilizamos a mesma planilha criada no Excel, a célula serd

a mesma. Em seguida selecionar o que se deseja otimizar. No nosso problema é minimizar a funcéo

objetivo (selecionamos MiNIMO). Em seguida, indicar as Células Varidveis. Basta clicar nas células

que representam as varidveis de decisdo nas quais o solver retornard a resposta do problema. Em

seguida passamos para as restri¢des, preenchendo o item CONJUNTO DE RESTRICOES. Da mesma forma

que no Solver do Excel, selecionamos a célula que contém o lado esquerdo da restri¢do e inserimos

no campo ReFerENcIA DE CELuras. Como sdo igualdades, selecionamos o sinal de igual e no campo

VALOR selecionamos a célula que contém o lado direito da restri¢do. E feito o mesmo procedimento

para todas as restri¢des.

Em seguida, inserimos as restri¢des referentes as varidveis de decisdo serem bindrias conforme

préxima figura.
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Figura 97 - Configurando o Solver do Calc - varidveis bindrias.

== ===
Célulaobjetivo | SM54 (2]
T Maimo
& Minimo
Velor de &
Celulas yorigveis: | §CS3LS3 & |

Conjunto de restrigdes

Referéncia de eglula Operador  Veler
Ms1 E’ - : SNs10 [i i -
sms11 E = B SNS11 ir] E
SM$12 g SNSL2 [T = -
(] pmine]] & & -
Feshar | [ Resolver

Fonte: Da autora, 2015.

Selecionamos a célula na planilha que corresponde a varidvel de decisdo (na figura corresponde
a variavel Xp;) e inserimos no campo RErerRENcIA DE CELULAS. Em seguida selecionamos a opgdo
BINARIO. Esse processo deverd ser repetido para todas as outras varidveis de decisdo. Finalizada a

entrada de dados, clicamos em OPCOES. Serd aberta a seguinte caixa de didlogo:

Figura 98 — Configurando o Solver do Calc - configurando opg¢oes.

Opgdes =)
Algoritma do solver:  Solver linear do LibreOffice [+]

Configuragles:

| Acsumir varidveis como inteiros

/] Limitsr a profundidade da branch-and-beund
Limite detempe de resolugdo (sequndos): 100
Nivel Epsilon (0-3): 0

| e I [ ox ]| Cancelar | |

Fonte: Da autora, 2015.

Escolher a op¢do SOLVER LINEAR DO LiBREOFFICE para o Algoritmo do Solver. Em seguida
selecionar as opgdes ASSUMIR VARIAVEIS COMO INTEIROS e ASSUMIR VARIAVEIS COMO NAO NEGATIVAS.
A terceira opgdo ja estd selecionada e pode continuar assim. Clicar em Ox e em seguida no botdo

ResoLvEer. O Solver do Calc retornara o resultado conforme figura a seguir.
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Figura 99 - Configurando o Solver do Calc - Resultado.

A B c D [ E F [ & H 1 [l K [ L — N [ P | | R s T
1 r
| Solver =
2 x12 | x13 [ x14 | x25 | x35 | x36 |x34 | x46 | x67 | x57
3| o 1 0 o 0 1 o 9 1 0 Célulo objetiva | SMS4 = |
:_ 7 ol 4 e 3] 3 s 3 4 o 4 11 Otieizar para asime |
6 | restl 1 1|1 ]olofololo|o]o 1 1 o g =)
7 rest2 1 0 0 -1 0 olo| o0 0 0 0 0| =
A resolugio t .
: rest3 0 1 0 o Talal1 0100 5 g resolugio terminou com sucessa, ¢
Células wari & ‘
9 restd 0 0 1 0 0 0 1/-1]0 0 0 0 Resultado: 11 :
1| rests o oo |1 ]1]o]olo]o] 0 0 Conjunta dej
Referéncial| Deseja manter o resuitado ou restaurar
1 resté 0 0 0 0 0 1]0]1]-1]0 0 0 o3 valores anteriores?
IM36 By —
B s o loJolo ofolofol11 i 1 I -
13 M7 =]
14 M8 [
15 sMss |- B sNs (@] [ .
X Opgées.. | [ Ao Fechar || Resotver |

Fonte: Da autora, 2015.

Veja que a planilha de entrada de dados é a mesma feita no Excel e que o Solver do Calc
retornou o mesmo valor. Para fechar a caixa de didlogo Resultado do Solver basta clicar em MANTER
O RESULTADO.

Assim, concluimos as configura¢des de ambos os Solver, do Excel e do Calc.

A proposta apresentada permitird mostrar aos alunos uma resolugéo de diversos problemas
presentes no dia a dia de todos nés. Ele aplicard conceitos e ideias matematicas ja aprendidas, junta-
mente com uma ferramenta computacional.

Outros exemplos para serem realizados em sala de aula sdo propostos a seguir. Os problemas
podem ser feitos diretamente no Excel, seguindo o passo a passo apresentado. Sugerimos, por questdes
didéticas, analisar primeiramente o Grafo, anotando as varidveis envolvidas, a funcdo objetivo e as
restri¢cdes. Depois passa-se para o Excel.

Lembrando que, mesmo se ndo houver a possibilidade de aplicar esses exercicios utilizando o
Solver, os problemas propostos podem ser manipulados pelos alunos da seguinte forma:

Divide-se a turma em dois grupos, onde cada grupo recebe um grafo para analisar.

Cada grupo faz o levantamento da funcdo objetivo, das varidveis (anotando o valor de cada
uma) e das restri¢des do seu grafo.

Em seguida, troca-se entre os grupos o levantamento feito e eles devem apresentar o grafo
correspondente.

Uma pequena observagdo: o problema resolvido, bem como os propostos a seguir utilizam
grafos orientados. E possivel resolver problemas com grafos ndo orientados, mas isso exige uma
andlise mais detalhada dos vértices.

Como as aresta sdo bidirecionais, ao analisar os vértices, nem sempre o ja definido “tudo o que

chega é igual ao que sai” é verdadeiro. E necessario analisar a situagdo como um todo, pois alguns
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vértices deverdo ser analisados como se as arestas estivessem apenas saindo, outros como se elas es-
tivessem apenas chegando (mesmo sendo elas bidirecionais). E ainda em outros, de forma realmente
bidirecional (e nesse caso é construida uma aresta paralela). Pela complexidade nédo apresentaremos
exemplos desse tipo. A resolucdo apenas com grafos orientados jd permite atingir o objetivo da pro-
posta. Mas nada impede, no desenvolvimento das atividades, que o professor proponha e resolva
problemas com grafos nao orientados. E possivel ver mais detalhadamente essa questio em (HILLIER,
2006).
Utilizando o Solver, resolva os problemas:

Exercicio 1) Calcule o caminho mais curto entre os vértices A e G para os grafo a seguir:

Figura 100 — Exercicio 1 - PCM.

Fonte: Da autora, 2015.

Exercicio 2) O grafo a seguir representa as rodovias que se podem percorrer para fazer o trajeto
entre o ponto Inicio até o ponto Chegada. Cada arco possui o valor de peddgio cobrado na respectiva

rodovia. Utilizando o Solver ache o caminho entre o Inicio e a Chegada com o menor custo de pedégio.
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Figura 101 - Exercicio 2 - PCM.

,10.78)

Cidade 4
R$ 4,00
Cidade 1
R$ 8,00
R$ 10,00 R$ 11,00 Chegada
Inicio

Cidade 2 Cidade 5

R$ 5,00

R$ 9,00
R$ 4,00 Cidade 6

Cidade 3

Fonte: Da autora, 2015.

Exercicio 3) Encontre o caminho mais rdpido para ir da sua casa ao trabalho. Assuma que os

valores de cada arco corresponde ao tempo normalmente gasto em cada trecho.

Figura 102 - Exercicio 3 - PCM.

Casa

3 6

Fonte: Da autora, 2015.

Outros exemplos de exercicios para serem resolvidos no Solver, podem ser encontrados em
(BOAVENTURA NETTO; JURKIEWICZ, [2009).
Uma outra possibilidade de atividade para os alunos é que eles resolvam os exemplos propos-

tos também através do Algoritmo de Dijkstra.



4.3. PCV utilizando Heuristica 77

4.3 PCV utilizando Heuristica

Possibilitando que os alunos facam uso da heuristica na resolu¢do de problemas, propomos
algumas situagdes para que eles resolvam utilizando as heuristicas apresentadas. Os problemas pro-
postos sdo simples de modo que possam ser resolvidos de forma a se chegar no resultado exato. Mas
nossa ideia é que os alunos sejam orientados a ver que, dependo do problema, néo é vidvel uma solugdo
exata e apenas uma solucdo aproximada. Assim, sugerimos que primeiramente o professor apresente
o problema e verifique com os alunos quantas seriam as solugdes possiveis de caminho. Aqui se usa
analise combinatéria. Serdo 24 solugdes a serem encontradas. O professor pode entdo questionar se
fossem ao invés de 5 locais, 8. Quantas respostas teriam? Quanto tempo demoraria para resolver o
problema proposto? O que fazer entdo em uma situacdo assim? Esses questionamentos devem ser fei-
tos aos alunos. Isso permitird uma reflexdo de outras formas de solugdo. Apés essas questdes iniciais,
o professor pode apresentar as heuristicas gulosa e da inser¢do mais préxima e pedir entdo que eles
resolvam por elas.

Exercicio 1)

Utilizando a heuristica gulosa e a heuristica da inser¢do mais préxima, encontre o menor
caminho possivel saindo de A e que percorra todos os vértices passando uma tnica vez por cada um

deles no grafo a seguir, retornando para A:

Figura 103 — Exercicio 1 - PCV.

A

15
15
4
D 5 E

Fonte: Da autora, 2015.

Exercicio 2)

Faca o que foi pedido no exercicio 1, mudando apenas o vértice inicial para B.

Outros exercicios podem ser propostos, inclusive com um ntimero maior de vértices. Cabe ao
professor verificar se a aplicagdo desses exercicios mais complexos é vidvel e produtiva no contexto do

desenvolvimento da matéria.
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Além das sugestdes e problemas propostos nesse capitulo, apresentaremos no final da disser-
tagdo, como anexo, um exemplo de atividade, passo a passo, para auxiliar os professores na imple-

mentacdo da modelagem matematica utilizando o PCM.



5 Consideracoes Finais

A Teoria dos grafos ndo é uma proposta nova para o ensino médio, mas é uma proposta ainda
ndo implementada explicitamente nos curriculos.

A dissertacdo apresenta o contetido bésico da teoria para consulta e uso dos professores e
alunos do ensino médio. Buscou-se abordar os principais conceitos utilizando uma linguagem simples,
de facil compreensao e que mostrasse todo o potencial de utilizacdo desse conhecimento.

Assim, os docentes podem utilizar o material como uma apostila basica para tratar desse
assunto em um primeiro momento, sem um aprofundamento muito tedrico, o que ndo é o objetivo
para alunos do ensino médio.

Baseamos nossa proposta em dois temas amplamente discutidos e pesquisados: importancia da
resolucdo de exercicios e da modelagem matematica no aprendizado da matemética. No processo da
evolugdo do ensino dessa disciplina tem sido defendido incluir resolugdo de problemas e modelagem
principalmente por considerar que essas formas de atuagdo fornecem aos estudantes condigdes para
entender e interpretar a propria matemadtica de uma forma muito mais simples e proveitosa, uma
vez que permite uma melhor compreensdo dos argumentos matemdticos, bem como os conceitos e
resultados.

Pesquisas mostram que ao utilizar problemas que remetem a situagdes presentes no cotidiano
das pessoas hd um maior interesse em resolvé-los. Nesse ponto, a teoria dos grafos é altamente re-
comendada como uma ferramenta de motivacdo e desafio, pois hd vérios niveis de dificuldades que
podem ser abordados.

Os exemplos propostos na secdo 4.1 trazem uma alternativa de inser¢do da teoria de forma
a estimular os estudantes a aprimorar sua capacidade de interpretacdo de texto, interligacdo entre
diversos contetidos ja aprendidos e raciocinio légico.

Ja os exercicios baseados no PCM podem ser resolvidos utilizando ferramenta computacional.
O que faz dessa uma proposta inovadora e baseada em modelagem matemdtica. Ou seja, transforma-se
um problema real em um problema matematico e busca-se uma solugdo com possibilidade do auxilio

computacional.
Segundo (BASSANEZI, [2010)
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No caso especifico da matemadtica, é necessdrio buscar estratégias alternativas de ensino-
aprendizado. A modelagem matematica, em seus varios aspectos, é um processo que alia
teoria e prética, motiva seu usudrio na procura do entendimento da realidade que o cerca
e na busca de meios para agir sobre ela e transformé-la.

Na érea educacional, o uso da modelagem na aprendizagem facilita a relagdo entre os aspectos lidicos
da matemadtica com seu potencial pratico no uso em aplica¢des diversas.

Além disso, o uso de ferramentas computacionais é sempre um estimulo aos alunos pois saem
da rotina das aulas apenas tedricas para uma aplicagdo pratica. A proposta apresenta uma situagao do
cotidiano que é transformada em um problema matemadtico envolvendo raciocinio l6gico e resolvido
com equagdes lineares.

Nos exemplos propostos como exercicios, ainda sugerimos uma opgao de resolugdo caso nido
haja a possibilidade do uso do computador. A sugestdo é bastante interessante pois incentiva a reso-
lucdo do problema em grupo e, mesmo que de forma individual, estimula tanto o raciocinio como a
visualizacdo espacial.

Nos exemplos propostos para o PCV buscamos apresentar uma situagdo de desafio aos alu-
nos. Ao se levantar a questdo de ser um problema de dificil resolucdo, cria-se um estimulo, assim
esperamos, para a busca de alternativas de solucdo. Essas alternativas propostas como solugdo, nem
sempre 6timas, mas possiveis, sdo utilizadas pelos alunos sem muitas vezes conhecerem a defini¢do
dessa forma de resolucdo de problemas: heuristicas. Conforme (BALIEIRO, [2004) em sua tese de dou-
torado "Como atesta a histéria, o homem desde eras remotas é levado a resolver seus problemas, e o
progresso da humanidade pode ser atribuido a essa capacidade do ser humano de resolver problemas
de situactes diarias. Muitas vezes, em tais situacoes, a solugdo ndo é imediata". E ainda "Entdo, num
processo psiquico, cria, elabora, descobre um método que até entdo era desconhecido, 1til a resolucao
do problema; a esse esquema psiquico, da-se o nome de atividade heuristica."

A heurfstica é inerente ao ser humano e diretamente presente na pratica da resolucao de pro-
blemas. Ver mais detalhes em (BALIEIRO), [2004).

Mostramos alguns exemplos de heuristicas. Mas nada impede de serem propostas novas for-
mas de resolucéo.

Os problemas apresentados possuem solugdo. Sdo simples, mas demandam uma andlise por
existir vdrias opg¢des quando resolvidos pela heuristica da inser¢do mais préxima. O objetivo é que
ap6s a andlise deles e com o interesse despertado, sejam propostos PCV em grafos Hamiltonianos com
um ntimero maior de vértices. Com seis vértices ja tem-se um exemplo complexo e desafiador.

Veja a Figura [T104] a seguir.
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Figura 104 — Exemplo de PCV com seis vértices

Fonte: Da autora, 2015.

Como um novo contetido ou apenas como uma complementagdo aos contetidos ja ensinados, a
teoria de grafos abre a possibilidade de criar situagdes que despertem mais interesse dos alunos pelas
aulas de matematica, além de novas propostas de ensino com o uso de ferramentas computacionais.

Além disso, ao usar grafos para modelar uma situacdo, hd um ganho na compreensdo da
mesma por permitir uma visualizagdo mais nitida da questdo como também uma melhor organizacao
das informagdes para resolugdo do problema. Sem contar em novas possibilidades de solugdes, até
entdo ocultas.

A teoria dos grafos vem também de encontro a aprendizagem por adaptagdo, que é uma das
novas exigéncias da educagdo pois busca sair da simples memorizagdo e repeticdo para uma postura
de buscar a solugéo.

Esse tipo de aprendizagem ocorre quando o aluno é desafiado a adaptar os contetidos apren-
didos anteriormente na solugdo de um novo problema. A adaptacdo estd na forma como o aluno usara
seus conhecimentos anteriores para resolver uma situacdo nova. Nessa concepcdo de aprendizagem o
aluno precisa processar informagdes e ndo apenas ter as informagdes memorizadas.

O aprendizado se mostra de forma criativa pois, para resolver o problema, o aluno precisara
ndo s6 ter o conhecimento, mas saber utilizd-lo e adapta-lo a nova situagéo.

Conforme VILA e CALLEJO (2006)

Polya (1965) considera que um professor de matemadtica tem em suas maos uma grande
oportunidade: se utiliza seu tempo exercitando seus alunos em operagdes rotineiras,
matard neles o interesse, impedird seu desenvolvimento intelectual; porém, se estimula
neles a curiosidade, podera despertar o gosto pelo pensamento independente.
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Esperamos que essa dissertacdo possa ser utilizada para o desenvolvimento de outras propos-
tas visando a melhoria do ensino bdsico e um interesse maior dos alunos pela matemadtica. Como
sugestdes para outros estudos temos os temas planaridade e isomorfismo em grafos e problemas de
pesquisa operacional com duas varidveis.

Grafos planares (grafos que, ao serem representados no plano, ndo possuem nenhuma aresta
se sobrepondo) e Grafos isomorfos (grafos que possuem a mesma forma, sdo iguais mesmo que este-
jam representados de formas diferentes) sdo dois temas ndo explorados aqui, mas que envolvem além
de raciocinio matematico a visdo espacial. Os contetidos poderiam ser trabalhados juntamente com o

software GEOGEBRA. Veja um exemplo na Figura onde ambos os grafos sdo planares e isomorfos.

Figura 105 — Grafos iguais: esquerda ndo planar e da direita planar

Outro ponto que poderia ser estudado e relacionado com contetido aprendido no ensino médio
é a relagdo de Euler (um grafo sera planar se respeitar a férmula n —m + f = 2, onde n é o nimero de
vértices, m é o niimero de arestas e f as faces - regides fechadas).

Outra sugestdo seria a modelagem matematica com programagdo linear em problemas de pes-
quisa operacional com duas varidveis. O aplicativo Solver, apresentado na nossa proposta, pode ser
usando também na resolugdes desses tipos de problema. Uma outra opcéo seria a resolugdo através da
andlise dos graficos gerados a partir das equagdes modeladas.

Intmeras situagdes do cotidiano poderiam ser trabalhadas com os alunos, estimulado o ra-
ciocinio e a interpretagdo de texto. Apenas a titulo de sugestdo, segue um exemplo desses tipos de
problema:

Uma costureira produz blusas e saias. Ela ganha 40 reais por blusa e 15 reais por saia e gasta
2 hora para fazer uma blusa e 1 hora para fazer uma saia. A costureira dispde de 8 horas didrias de
trabalho. Como ela deve produzir suas blusas e saias de modo a conseguir o maior lucro possivel por
dia de trabalho?

A andlise do texto, a modelagem do problema, o cdlculo pelo Solver e a construgdo do grafico

para visualizagdo da resposta seriam atividades diferentes e estimulantes para os alunos.
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A modelagem proposta é semelhante a utilizada no PCM, onde definimos as varidveis de
decisdo, a fungdo objetivo e as restri¢des. Neste exemplo, as varidveis de decisdo seriam:

Quantidade de blusa produzidas = X;

Quantidade de saias produzidas = X;

A funcéo objetivo serd o maior lucro (L) possivel. Neste caso:

L =40 (X1) (lucro por blusa produzida) + 15 (X3) (lucro por saia produzida).

As restrigdes estdo relacionadas com o que produzir no tempo disponivel pela costureira:

Restricdo 1: 2 (X7) + 1 (Xp) < 8

Restricdo 2: X7 >0

Restricdo 2: X; >0

Temos que 2 horas vezes a quantidade de blusa produzida mais 1 hora vezes a quantidade
de saias produzidas ndo podem ultrapassar 8 horas didrias que corresponde ao tempo disponivel pela
costureira. Além disso, a quantidade produzida de blusas e saias deve ser maior ou iguais a zero.

Graficamente esse problema seria resolvido definindo as retas referentes as restri¢des e a reta
referente ao lucro.

Onde ocorre a intersecdo entre elas se encontra a melhor solugdo. Na Figura podemos ver
que a melhor solugdo entre as opgdes A, B, C e D é o ponto B que corresponde a fabricacdo de 4 blusas
dando um lucro de 160, 00 reais por dia.

As outras opgdes sdo A e C (produzir 8 saias por dia, faturando 120,00) ou D (produzir 3

blusas e 2 saias que dariam um lucro de 150, 00 reais).

Equacdo da restricdo: 2(X1)+1(Xz2)<=8

Xi

Equacdo do Lucro: L= 40(X1)+15(Xz)

Figura 106 — Grafico para resolugdo de problemas modelados.
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Essas sugestdes podem ser desenvolvidas tendo como ponto de partida essa dissertacdo, uma
vez que tanto o contetido de grafos como a utilizagdo do Solver estdo descritos aqui.

Finalizamos com a expectativa de que a nossa proposta possa ser implementada de forma
global, com a resolugdo de problemas que contemplem toda a teoria de grafos apresentada aqui.
Mas, nada impede que sejam utilizados apenas alguns dos contetidos, dando prioridade a um tema
especifico, uma vez que a teoria é muito rica e sdo véarias as formas de utilizagdo da mesma no contexto

escolar.
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Anexo

Um exemplo de PCM usando Modelagem Matematica — Passo a Passo

Seguindo os passos apresentados no capitulo 4 para resolver um problema através de modela-
gem matemaética, vamos propor um exemplo de forma mais detalhada (passo a passo) para implemen-

tacdo do PCM utilizando essa abordagem.

e Primeiro passo: Escolha do tema ou modelo matematico

Precisamos sugerir uma situacdo que desperte nos alunos o desejo de buscar solu¢des. Nossa
sugestdo é propor a eles um passeio em algum local préximo a escola (em torno de 500 a 800 m )
e que possa ser feito a pé. Pode ser ir tomar um lanche numa lanchonete, uma sorveteria, etc. O
problema estd no tempo disponivel para ir e voltar a esse local uma vez que se pretende realizar

esse passeio utilizando um hordrio de aula, ou seja, 50 minutos.

e Segundo passo: Interagdo com o tema

Primeiramente os alunos precisam se entusiasmar com o passeio e quererem ir. Conseguindo
a atengdo dos alunos, levanta-se a questdo do tempo que se terd para realizar o passeio. Veja
a opinido dos alunos com relagdo a essa questdo. Quanto tempo eles acham que vado gastar no
percurso de ida e volta? Quanto tempo devera ser gasto no local para tomar um lanche ou um
sorvete? Como eles podem ter certeza dos valores sugeridos? Como poderia ser calculado de

forma mais precisa esse percurso? Peca que anotem as sugestdes dadas.
Essa etapa deverd levantar as possibilidades de modo a se conseguir fazer o passeio no tempo
disponivel.

Peca a todos os alunos que, em casa, verifique mapas da cidade e desenhem as ruas entre a
escola e o local escolhido. Esse desenho deverd ser trago na préxima aula para continuagdo dos

trabalhos. Segue uma sugestdo de desenho representativo de um mapa:
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Figura 107 - Sugestdo de um desenho representando ruas.

Escola W

n Local escolhido

Fonte: Da autora, 2015.

e Terceiro passo: Planejamento do trabalho a ser desenvolvido

O professor deverd trazer para a préxima aula juntamente com os alunos o desenho que mostra
as ruas entre a escola e o local a ser visitado, de modo que se algum aluno néo fez o levantamento

poderd acompanhar os debates pelo desenho do professor.

Num primeiro momento o professor deverd apresentar seu desenho e pedir que os alunos confi-

ram com os que eles fizeram para ver se estd correto.

Nesse ponto é interesse verificar se os alunos conseguiram conferir os desenhos e se estdo todos
certos. Caso algum esteja errado, o professor deve mostrar uma representagédo oficial (por exem-
plo um catalogo telefonico com a representacdo das ruas da cidade) para que o aluno verifique

onde errou e corrija seu desenho.

Apbs todos os desenhos estarem corretos, o professor deverd dividir a turma em grupos de 4
a 6 alunos e pedir que eles indiquem todas as rotas possiveis e a distdncia de cada rota. Esse
célculo serd uma previsdo. E importante deixar os alunos proporem como seré calculado esse
valor. Se contando o niimero de quarteirdes e fazendo uma estimativa por quarteirdo. Buscando
essa informagdo na internet através de programas que calculam a distancia entre dois pontos, etc.
(caso algum grupo sugira essa possibilidade verificar a disponibilidade de acesso a internet para

implementagdo dessa sugestdo).
Acreditamos que essa atividade serd realizada em duas aulas de 50 minutos cada.

Caso essa atividade nao seja concluida nesse dia, peca que os alunos a tragam pronta para a

préxima aula.
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Na préxima aula pedir que cada grupo apresente o ntimero de rotas encontradas e a distdncia de

cada uma. Segue um modelo de exemplos de rotas.

Figura 108 - Exemplos de rotas possiveis.

Escola W

|

u Local escolhido

Fonte: Da autora, 2015.

Verifique se os alunos usaram andlise combinatéria na defini¢do de todas as rotas possiveis e
como eles chegaram nos valores encontrados. Finalize estabelecendo todas as rotas possiveis e a

distancia estimada em cada uma. Este trabalho pode ser feito em no maximo mais duas aulas.

Com todas as distancias das rotas definidas é possivel entdo questionar os alunos como prever o
tempo que serd gasto no percurso de ida e volta pela rota de menor distancia. Como calcular?

Deixe os alunos sugerirem solugdes.

Pode-se apresentar nesse momento alguma reportagem ou texto cientifico que explique ou fale
sobre a questdo de tempo versus distancia percorrida. Segue uma sugestdo de reportagem:
http:/ /gl.globo.com/jornal-hoje/noticia/2010/11/especialistas-recomendam-dez-mil-passos-por-

dia-para-sair-do-sedentarismo.html (acesso em 08/11/2015).

Nessa reportagem sdo apresentadas algumas informagdes que podem auxiliar no célculo do

tempo tais como:

“Segundo a Sociedade Brasileira de Medicina do Esporte, um adulto d4 em média 110 passos por

minuto, num ritmo mais acelerado”.

“Dez mil passos equivalem a oito quildmetros. E o mesmo que percorrer uma distancia do

tamanho de 40 quarteirdes”.

Os grupos deverdo finalizar o trabalho apresentando o tempo que se gastard no percurso de ida

e volta ao local a ser visitado.
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Verificar se os resultados apresentados torna vidvel o passeio no tempo disponivel. Sendo viavel,
realizar o passeio com os alunos. Nao sendo vidvel, realizar o passeio em um dia que houver

duas aulas de matematica ao invés de uma. Anotar durante o passeio o tempo gasto no percurso.

¢ Contetido matematico: Os modelos apresentados para a solugdo do problema devem estar base-
ados nos contetidos ja estudados. Nesse exemplo acreditamos que os alunos irdo utilizar andlise
combinatdria para achar todas as rotas possiveis.
Ap6s a finalizagdo dos cédlculos e antes do passeio ser realizado, o professor poderd inserir o
contetido de grafos na resolugdo do PCM, mostrando como poderia ter sido calculado o percurso
procurado através de grafos.
Mostrar aos alunos a teoria de grafos necessdria ao entendimento do PCM, representando as

esquinas com vértices e as ruas como ligacdes, conforme figuras abaixo.

Figura 109 - (a) Desenho ilustrativo das ruas e (b) Representado através de grafo.
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Fonte: Da autora, 2015.

Anotar os pesos nas ligagdes de acordo com os valores estimados e ensinar a resolver esse pro-
blema através do algoritmo de Dijkstra (ver capitulo 3). Em seguida resolver também utilizando a
programacao linear e a utilizacdo do Solver (ver capitulo 4). Analisar com os alunos essas modos
de resolver o problema proposto. Se foi mais simples achar o percurso mais curto dessas formas?

Quais as vantagens e desvantagens se comparadas com o uso de andlise combinatéria?

e Validacdo e extensdo dos trabalhos desenvolvidos: Apés a realizagdo do passeio e tendo anotado
o tempo efetivamente gasto no percurso de ida e volta, comparar com os calculos feitos.
O tempo gasto no passeio foi o mesmo que o calculado?

Se sim, confirmados os calculos feitos e 0 modelo matemético usado para isso.
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Se ndo, qual a diferenca entre o real e o previsto? Qual a opinido dos alunos para o erro encon-
trado? Como poderia ser corrigido esse erro? Em termo de estimativa, qual o tamanho do erro
(em porcentagem)? Perguntar também sobre outros exemplos praticos onde o PCM se aplica?
Estes questionamentos e debate podem ser feitos em uma aula ou menos (em torno de 20 a 30

minutos)dependendo do entendimento e desenvolvimento da atividade.

Apbs a realizagdo dessa atividade podem ser apresentados outros exemplos de PCM para célculo

através do Algoritmo de Dijkstra e programacdo linear (utilizando o Solver).



