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APRESENTACAO

O objetivo deste relatdrio é levar, para o debate publico, algumas
proposicdes e contribuicdes para a qualificacdo das avaliacdes em
Matemadtica no ensino bdsico, de forma a aproximar, efetivamen-

te, a avaliacdo das necessidades prementes e notérias de superar

os gargalos histéricos no aprendizado de Matemdtica Basica e, ao
mesmo tempo, de implementar e acompanhar a gestdo de curriculos
relevantes e significativos.

Seguimos, neste esboco das ideias e praticas que desenvolvemos, o
principio estrutural de expor os alicerces tedricos e metodolégicos
em que o modelo de avaliacdo deve ser baseado. Ao adotarmos esse
principio, percebemos a necessidade de formacdo de professores e
equipes técnicas, disseminando e compartilhando literatura e tecno-
logias que ndo sdo, ainda, acessiveis a esses plblicos, responsaveis,
de fato, pelaimplementacdo de uma cultura avaliativa nas redes e
escolas.

As principais referéncias em que nos baseamos sdo internacional-
mente difundidas e aplicadas na constituicdo de sistemas de ava-
liacdo robustos. Embora muitos desses referenciais jd facam parte
do mainstream internacional em avaliacdo educacional (como se
depreende das datas das publicacdes e do niimero de citacfes de
muitas das obras mencionadas), constatamos, empiricamente, que
sdovirtualmente desconhecidos ou ignorados em centros de forma-
cdo de professores; nos nticleos de avaliacdo, curriculo e formacdo
nas secretarias; e mesmo nos documentos oficiais e notas técnicas
gue pautam nossos sistemas de avaliacdo de larga escala.

Ao que tudo indica, estamos por fazer o dever de casa de estudar, crf-
tica e profundamente, referéncias centrais sobre Psicologia Cognitiva
na aprendizagem de Matematica, teoria e prdtica avaliativas e aspec-
tos do conhecimento pedagdgico do contelido relevantes para o uso
instrucional da avaliacdo nessa disciplina. Portanto, esperamos que o
relatério possaindicar que existe uma lacuna considerdvel em bases
cientfficas na urgente discussdo nacional sobre avaliacdo educacional.
Por certo, estamos longe de pretender suprir essa lacuna: nosso inten-
to é avivar o interesse dos especialistas em fazé-lo.

Nos anos que seguem, em que ainda serdo sentidos os impactos edu-
cacionais da Pandemia, aumenta o risco de que baixas expectativas
curriculares e avaliativas, embasadas em esquemas apressados de
priorizacdo, gerem mais exclusdo. O ensino profundo e exigente da
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Matemdtica Basica, muito mais necessdrio no presente momento,
deve viracompanhado de um desenho de avaliacdo que realmente
monitore a aprendizagem significativa da Matematica, em termos
de aquisicdo e mobilizacdo do repertério, via processos cognitivos
que envolvam a resolucdo de problemas, a modelagem matematica e
a possibilidade da descoberta e da transferéncia desse conhecimen-
to em diversos contextos.

O Programa Internacional de Avaliacdo de Alunos (Pisa) tem produ-
zido dados alarmantes quanto ao desempenho em Matemdtica de
nossos jovens na transicdo do Ensino Fundamental para o Médio, 0s
quais ndo sdo meras comprovacdes das evidéncias, também proble-
mdticas, geradas pelo Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacdo
Bdsica (Saeb) e pelo sem-nlimero de avaliacdes somativas em curso
nos estados hd varios anos. De fato, o Pisa dispara alertas de uma
gravidade ainda maior, dadas a pertinéncia e a profundidade de sua
definicdo de literacia matemadtica.

Embora nossas avaliacGes de larga escala contem com instrumentos
de aplicacdo, coleta e mensuracdo bem calibrados, essas condicGes
necessdrias ndo sdo suficientes para prospectar as camadas mais
profundas da cognicdo no aprendizado de Matemdtica. De fato, dois
ou trésinstantaneos em testes, coletados, muito espacadamente,
aolongo da trajetdria académica do aluno, ndo detectam os desvios
de equidade, que vdo se acumulando até que se tornem fissuras
irremedidveis, especialmente ao longo dos anos finais do Ensino
Fundamental. As especificacdes condensadas e arbitradas nas
matrizes de referéncia desses testes ndo possibilitam uma anam-
nese daslacunas de aprendizagem que aponte, tempestivamente,
as falhas estruturais no percurso espiral do curriculo. Ademais, as
tarefas apresentadas aos alunos ndo os colocam em situacfes em
gue mobilizem conhecimentos para modelar problemas, formular
estratégias quantitativas, analisar criticamente modelos e respos-
tas e, possivelmente, atualizar, expandir ou generalizar conceitos e
técnicas matematicas.

Em suma, apontamos aquiademanda inadidvel por avaliacGes de
cardter genuinamente formativo, que ajudem a identificar e recom-
por aprendizagens ndo consolidadas, porinstrumentos que possam
minerar o que esta devidamente consolidado e conectado na arqueo-
logia cognitiva do estudante, em termos de repertorio e de habilida-
des matematicas. Trata-se de garantir que esse conhecimento possa
emergir quando, na escola e navida, esses alunos se defrontarem com
problemas para os quais a Matematica trara clareza e discernimento.



ESTRUTURA DO RELATORIO

Neste relatério, descrevemos esforcos iniciais em seguir as diretri-
zes do triangulo avaliativo de James Pellegrino e o evidence-cen-
tered design, desenvolvido por Robert Mislevy e colaboradores,

na concepcdo e no desenvolvimento de modelos de avaliacdo
alinhados a especificagdes curriculares e mapas de progresso para a
Matemaética Basica no Ensino Fundamental e no Ensino Médio.

Dado esse objetivo geral, reunimos, na secdo 1, alguns apontamen-
tos sobre aspectos cognitivos prevalentes na aquisicdo e mobiliza-
cdo de conhecimentos, habilidades e atitudes relevantes no dominio
da Matematica. Essas indicacdes sdo marcos iniciais para formular
as hipéteses sobre a analise de dominio e os fundamentos dos mo-
delos cognitivo e de tarefas que lastreiam nossa proposta preliminar
de avaliacBes para a aprendizagem da Matemadtica Bdsica.

Examinados alguns referenciais a respeito do curriculo de Mate-
mdtica Basica e dos aspectos cognitivos na mobilizacdo e na trans-
feréncia desse corpus de conhecimentos, passamos, na secdo 2, a
descricdo esquemadtica das camadas do evidence-centered design
(ECD) relativas aos modelos cognitivos, de tarefas e de evidéncias.
Especial atencdo é dada, nessa secdo, aos papéis desempenhados
pela andlise e modelagem do domfnio na arquitetura do ECD: resu-
mimos, esquematicamente, o modelo de argumento que sustenta
inferéncias sobre aprendizado a partirda interpretacdo de dados
expressos nos resultados de testes e tarefas.

Nas secbes 3 a6, apresentamos a principal contribuicdo de nossa
pesquisa: 0s avancosiniciais gue obtivemos na analise de dominio
da Matemadtica Bdsica, a partir da qual pretendemos estruturar um
framework de avaliacBes com finalidades diagndsticas e formativas
baseado nos principios de contelido, ensino e equidade elaborados
por Hyman Bass e colaboradores e que sdo diretrizes para os pro-
jetos que temos estruturado e cujos relatos apresentamos neste
documento.

Partimos, na secdo 3, de uma discussdo sobre a complexidade intrin-
seca das competéncias especificas e habilidades presentes na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), demonstrando a necessidade
de especificacdo dos objetivos de aprendizagem e da proposicdo de
mapas de progresso nas etapas curriculares e cognitivas no ensino
bdsico de Matematica. Com este propdsito, detalhamos, na secdo 4,
alguns elementos conceituais e estruturais da Matriz dos Saberes,
construcdo em que organizamos conhecimentos e habilidades da
Matemadtica fundamental em uma estrutura conectada de nése
links que espelham relacdes légicas e cognitivas entre clusters do
conhecimento matematico e suas representacoes.

As secBes 4 e 5 aprofundam essa organizacdo do dominio, avancan-
do nadescricdo de metas de aprendizagem e aspectos da competén-
cia matemadtica, estabelecendo as relacdes dessas metas e aspectos
aos domfnios de conteddos sistematizados na Matriz dos Saberes.
Essainvestigacdoinicial na direcdo da andalise e modelagem do domi-
nio da Matemadtica Basica culmina, na secdo 6, com a descricdo dos
dominios de processos cognitivos.
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Na secdo 7, discutimos a estrutura de tarefas que completam um
esboco integrado da andlise do dominio.

Asecdo 8 enfoca a camada dos modelos de evidéncias na arquitetura
do ECD. Apresentamos exemplos de aplicacdes de modelos diagnds-
tico-cognitivos (CDM) em avaliac®es diagndsticas realizadas, com
alunos dos anos finais do Ensino Fundamental na rede municipal de
Sobral (CE). Discutimos, nessa parte do relatério, tarefas que foram
apresentadas no teste e as evidéncias que pudemos produzir com
base no desenho dessas tarefas e na utilizacdo dos modelos CDM.

Por fim, na secdo 9, expomos alguns apontamentos sobre o uso das
evidéncias geradas por avaliagdes formativas na prdtica docente.
Ressaltamos a necessidade de desenhar formacdes continuadas
para promover a “imersdo” da avaliacdo formativa nainstrucdo

e, comisso, também desenvolver determinadas competéncias
profissionais para a docéncia, centrais para o aprimoramento do
conhecimento pedagégico do contetido. Esbocamos, brevemente,
aarquitetura de formac@es continuadas a serem ofertadas a redes
municipais no estado do Ceard, desdobramento futuro das acdes
descritas neste documento.
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INTRODUCAO: MODELOS DE
AVALIACAO INTEGRADOS AO
CURRICULO EAINSTRUCAO

As discussdes e experimentos que descrevemos neste estudo funda-
mentam-se no principio de que um modelo de avaliacdo da aprendi-
zagem em Matemdtica no ensino basico deve explicitar premissas,
conceituais e metodolégicas, de modo que possam ser expostas a andli-
se critica de especialistas das dreas envolvidas e ao crivo das evidéncias.

Outro principio em que nos baseamos é o de que evidéncias vélidas,
tempestivas e legiveis, geradas pelas avaliagdes, sejam integradas ao
cotidianodainstrucdo, tendo em vista objetivos de aprendizagem es-
pecificados, em principio, no curriculo. Na formulacdo de Dylan Wiliam:

Any assessment system should be designed to support the
curriculumin place in a school, rather than having the curricu-
lum designed to fit the assessment system. Or to put it another
way, assessment should be the servant, not the master, of the
learning. (WILIAM, 2014, p. 2).

Essa centralidade do curriculo implica que um dos fundamentos

na base do modelo de avaliacdo é a definicdo de consensos, ainda
que dinamicos e ajustdveis, sobre quais objetivos de aprendizagem
bdsica em Matemdtica devem e podem ser mensurados. Essa delimi-
tacdo, porsuavez, depende da clareza e precisdo com que expectati-
vas de aprendizagem sdo apresentadas no curriculo.

Cabe pontuar que curriculo, em nossa acepg¢do, ndo se restringe a
especificacdo de objetivos de aprendizado ou de standards: antes,
envolve, ao menos, mapear as relagdes entre os contelidos, tanto

no dominio do conhecimento estruturado quanto no dominio do
desenvolvimento cognitivo dos aprendizes. Além disso, entendemos
gue uma arquitetura curricular pressupde e prescreve escolhas sobre
0s meios instrucionais para que se atinjam esses objetivos, como
abordagens, sequenciamentos e tarefas recomendadas que ilustrem
a progressdo ao longo de suas linhas estruturais.

Afaltadealinhamento entre curriculo, avaliacdo e instrucdo causa
efeitos deletérios em termos tanto de aprendizagem como de equi-
dade. Um fato, reconhecido na literatura e em nosso meio educacio-
nal,éousoeinterpretacdo equivocados dos dados gerados pelas
avalia¢Bes, especialmente as de larga escala, com finalidade somati-
va, que acabam por restringir, efetivamente, o curriculo seguido nas
escolas aorecorte de tépicos listados nas matrizes de referéncias
dessas avaliacGes.

11
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Em nossa exposicdo, acompanhamos matemadticos e educadores
como Hyman Bass ao defendermos que a avaliacdo deve considerar
um ntcleo curricular exigente, ao mesmo tempo que deve produzir
evidéncias que indiquem rotas para sua implementacdo e permanen-
terevisdo, a partir de seus desdobramentos na pratica docente:

Any assessment of mathematics learning should first and fore-
most be anchored in important mathematics. Assessment should
do much more than test discrete procedural skills so typical of to-
day’s topic-by-process frameworks for formal assessments. Many
current assessments distort mathematical reality by presenting
mathematics as a set of isolated, disconnected fragments, facts
and procedures. The goal ought to be assessment tasks that elicit
student work on the meaning, process, and uses of mathematics.
(NATIONAL RESEARCH COUNCIL,1993, p. 5).

Quanto as bases conceituais e metodoldgicas da avaliacdo, ressaltamos
que, para estruturarou aprimorar um sistema de avaliacdo educacional,
0s principios e crencas a respeito de seus elementos fundamentais e de
suas relacdes reciprocas devem ser explicitados, atendendo, com isso,
aos requerimentos de rigor do método cientifico. A propésito disso,
citamos o painel da National Academy of Sciences, intitulado Knowing
what students know, coordenado por James Pellegrino junto com Ro-
bert Glaser, onde lemos, em traducdo livre, que:

Toda avaliacdo educacional, quando usada seja no contexto da
saladeaulaoudelargaescala, é baseada em um conjunto de
principios cientfficos e hipéteses filosdficas, ou fundamentos,
como denominados neste relatdrio. Primeiro, toda avaliacdo

€ baseada em uma concepcdo ou teoria de como as pessoas
aprendem, do que elas conhecem e de como o conhecimento e
acompreensdo progridem no tempo. Segundo, cada avaliacdo
incorpora hipdteses dadas sobre quais tipos de observacées, ou
tarefas, mais provavelmente elicitam demonstracdes de conhe-
cimentos e habilidades relevantes dos estudantes. Terceiro,
toda avaliacdo tem por premissas hipéteses definidas a respeito
de como interpretar as evidéncias da melhor forma possivel de
modo a estabelecer inferéncias, que tenham significado, sobre
0 que os estudantes sabem e sobre o que estdo aptos a fazer.
(NATIONAL RESEARCH COUNCIL, 2001, p. 20).

Estacitacdo foi tomada de empréstimo do relatdrio original por
introduzirum triangulo avaliativo cujos vértices sdo cognicdo, ob-
servacdo e interpretacdo, um marco referencial que seguimos como
modelo conceitual em nosso trabalho.

Observacdo

Cognicdo Interpretacdo
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Cada umdos trés pilares desse triangulo avaliativo tem, por sua vez,
uma estruturainterna que também deve ser modelada e verificada.
As multiplas relacGes de dependéncia entre esses vértices envolvem
aspectos metodoldgicos complexos, necessdrios a validacdo dos mo-
delos de evidéncia, dos modelos cognitivos, dos modelos de tarefas
e,em especial, do uso pedagégico das interpretacGes das evidéncias.

Curriculoe
planejamento
pedagégico

Modelo de
tarefas

Modelo de

' evidéncia
Devolutivas,
formagdes e

intervencdes

Modelo
cognitivo

Além disso, como enfatizado no relatério de Pellegrino e Glaser
(2001), os vértices e suas relacdes bidirecionais exigem a definicdo
rigorosa de conceitos e a formulacdo explicita de hipdteses do
modelo. Em particular, vocdbulos como “conhecimentos”, “habilida-
des” (aqui, como traducdo de “skills”, no original) e “tarefas” devem
ter acepc@es claras, com significados compartilhados e inequivocos
entre os que realizam a avaliacdo e, sobretudo, entre 0s que, na esco-
la, fardo uso das medidas e de suas interpretac@es quantitativas,
cognitivas e pedagdgicas. Por exemplo, Pellegrino menciona que:

Curriculum consists of the knowledge and skills in subject
matter areas that teachers teach and students are supposed to
learn. The curriculum generally consists of a scope or breadth
of contentin a given subject area and a sequence for learning.
Content standards in a subject matter area typically outline
the goals of learning, whereas curriculum sets forth the more
specific means to be used to achieve those ends. (PELLEGRINO,
2010, p. 4).

Nesse sentido, o aparato conceitual e metodolégico do evidence-
-centered assessment design (ECD), proposto por Mislevy e colabora-
dores, sistematiza as conexdes entre os elementos e processos que
definem um modelo apoiado nos vértices do triangulo avaliativo.

De fato, 0 ECD detalha camadas interdependentes na estrutura de
um modelo de avaliacdo, em que as mais basilares podem ser corres-
pondidas a aspectos da cognicdo, da observacdo e dainterpretacdo.
Essas camadas sdo esquematicamente representadas na figura a
seguir.

13
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Anilise de dominio @ Definirconstrutos a serem avaliados

Modelagem

de dominio Criar padrdes para o desenho das avaliacdes

Desenho das tarefas ® Criar desenho das tarefas

Modelos:
do estudante;
das tarefas;
das evidéncias

Implementacdo ® Elaborar tarefas e formatd-las
da avaliacdo computacionalmente

Aplicacdes e Gerenciar aplica¢des dos testes e
devolutivas devolutivas dos resultados

Algumas partes dessa estrutura e de suas relacdes recfprocas serdo
explicadas brevemente nas se¢des a seguir.

Emrelacdo ao tema das bases curriculares da avaliacdo, enfatizamos
gue umdos alicerces do ECD é a analise do dominio de conhecimen-
to observado em uma dada avaliacdo. Essa é uma etapa da constru-
cdo conceitual e tecnolégica do ECD que abrange os elementos a
seguir, entre outros (MISLEVY; RICONSCENTE, 2005, p. 7).

= Contelidos, conceitos, fatos, terminologias, métodos, técnicas,
ferramentas e representacdes utilizadas por pessoas atuando
nesse dominio de conhecimento.

= SituacBesem que as pessoas usam conhecimentos declarativos,
procedimentais, estratégicos e sociais: a andlise de dominio
inclui estudar as demandas de conhecimentos mais importantes
ou frequentes nesses contextos.

= Andlise cognitiva de como as pessoas usam seu conhecimento
no dominio quando defrontadas com essas situacoes.

Adescricdo detalhada desses elementos permite extrair as princi-
pais caracteristicas de tarefas, representativas de situacdes reais,
gue mobilizam diferentes qualidades de conhecimentos, habilida-
des e atitudes relativas ao dominio analisado. Esse é um critério de
validade para que as tarefas propostas em um teste possam produ-
zirevidéncias vdlidas sobre a proficiéncia em aspectos desse domi-
nio de conhecimento.

Portanto, a anédlise de dominio incluiinformacdes sobre a natureza
do conhecimento em uma dada drea bem como descricdes de como é
adquirido e utilizado. Além disso, mostra quais sdo as competéncias
na drea e como sdo desenvolvidas, de acordo com teorias da cogni-
cdo que embasam essa andlise. De acordo com Mislevy e Riconscente
(2005, p. 7), esses aspectos de proficiéncia precisam ser definidos e
organizados em termos de estruturas de avaliacdo: “Domain analy-
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sisis concerned with gathering substantive information about the
domain of interest that will have implications for assessment”.

Parte considerdvel deste relatério é dedicada a sugerir de que modos
podemos tomar bases curriculares como ponto de partida para rea-
lizaraandlise de dominio em Matematica Basica e, por conseguinte,
para desenvolver sistemas de avaliacdo formativas que adotem
aspectosimportantes do ECD.
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1. CONHECIMENTOS E HABILIDADES
MATEMATICAS NA TRIADE
CURRICULO-INSTRUCAO-AVALIACAO

Ao adotar o evidence-centered assessment design (ECD) como refe-
rencial na elaboracdo de um modelo de avaliacdo em Matemdtica,
realcamos a necessidade de mapear o dominio de conhecimentos
nessa drea que sdo mobilizados pelos sujeitos avaliados em resposta
adiversos contextos e tarefas. Em particular, na elaboracdo da ana-
lise de domfnio do conhecimento bdsico de Matemdtica, devemos
buscar relatos de como os matemdticos veem seu préprio campo

de atuacdo, ndo apenas quanto a contetidos e técnicas, mas, tam-
bém, no que diz respeito a formulacdo e resolucdo de problemas, ao
reconhecimento de padrdes, estruturas e conexdes e a0s processos
deinvestigacdo, criacdo e descoberta no amago do desenvolvimento
da Matemdtica e de suas aplicacdes. Nas palavras de Bass e colabo-
radores:

I will argue that the knowledge, practices, and habits of mind
of research mathematicians are not only relevant to school
mathematics education, but that this mathematical sensibility
and perspective is essential for maintaining the mathematical
balance and integrity of the educational process—in curriculum
development, teacher education, assessment, etc. (NATIONAL
RESEARCH COUNCIL,1993).

Inevitavelmente, a andlise de dominio na base do framework da ava-
liagdo conduz a discussdo sobre se as expectativas de aprendizagem
da Matemdtica pontuadas no curriculo correspondem, efetivamen-
te, a aspectos essenciais do pensamento matemdtico: baixas expec-
tativas curriculares induzem testes que ndo produzem evidéncias
validas sobre aprendizagens de fato significativas. Nessa direcdo, os
autores do relatdério Measuring what counts advertem que:

Anarrow focus on technical criteria - validity and reliability

- also worked against good assessment. For too long, reliabi-
lity meant that examinations composed of a small number of
complex problems were devaluated in favor of tests made up of
many short items. Students were asked to perform large num-
bers of smaller tasks, each eliciting information on one facet of
their understanding, rather than to engage in complex problem
solving or modelling, the mathematics that is most important.
(NATIONAL RESEARCH COUNCIL,1993, p. 4).

Nesse ponto, cabe mencionar o critério de validade da avaliacdo, o
qual deve abranger bem mais do que o teste em si ou 0 mero apara-
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to técnico para gerar as medidas. Autores como Messick, Wiliam e
Koretz ampliam o escopo desse conceito, enfatizando a validade das
inferéncias derivadas das medidas. De acordo com Messick (1989),
por exemplo: “Validity is an integrated evaluative judgement of the
degree to which empirical evidence and theoretical rationales support
the adequacy and appropriateness of interpretations and actions
based on test scores or other modes of assessment”.

As recomendag¢des em Measuring what counts estdo em consonancia
com esse critério ampliado, quando enfatizam que a validade das
avaliacBes depende do jd aludido alinhamento a um curriculo de
elevadas expectativas e ainstrucdo exigente, garantindo equilibrio
entre os aspectos pedagdgicos e aos critérios de rigor das medidas.
De fato, os autores do relatdrio afirmam que:

Today we recognize that students must learn to reason, create
models, prove theorems, and argue points of view. (...) You can-
not get at this kind of deep understanding and use of Mathema-
tics by examining little pieces of learning. Assessments that are
appropriately rich in breadth and depth provide opportunities
for students to demonstrate their deep mathematical unders-
tanding. (NATIONAL RESEARCH COUNCIL, 1993, p. 5).

Assim como curriculos reduzidos a listas de tépicos isolados, consi-
derados “prioritdrios”, condicionam avaliacGes baseadas em habi-
lidades pontuais e estanques, testes padronizados com énfase em
itens de multipla escolha de baixa complexidade, que pretendem
mobilizar habilidades isoladamente, reforcam uma pratica curricular
que ndo trabalha as conexdes entre os conceitos matematicos e seus
diferentes significados e aplicacdes.

Ainda de acordo com o trabalho de Bass e colaboradores (1993), um
dos principios norteadores de uma avaliagdo em Matematica é o
principio do contetido, segundo o qual os testes devem enfatizar a
Matemadtica considerada relevante por matematicos e educadores,
tanto naestruturainterna da drea quanto no escopo de suas aplica-
cGes. Essa definicdo de relevancia é, certamente, uma atribuicdo do
curriculo. Isso expressa a necessidade de que curriculo e avaliagcdo
digam respeito a Matemdtica tal como praticada por matemdticos
e cientistas ao desenvolverem conceitos, proporem conjecturas,
deduzirem teoremas, elaborarem técnicas e aplicarem métodos que
ampliam as fronteiras da linguagem e o escopo vastissimo de suas
aplicacdes em, virtualmente, todas as ciéncias e tecnologias.

Grandes ideias matemdticas, estruturais em dreas como Economia,
Computacdo e Ciéncia de Dados, para mencionar algumas especial-
mente influentes em nosso cotidiano, podem deixar de ser prenun-
ciadas no curriculo basico quando temas essenciais da composicdo
matemdtica ficam em segundo plano. Avisdo sistémica das ideias
essenciais pode ser desfocada em favor de uma abordagem que
enfatiza tépicos ou procedimentos isolados, separados do contexto
dos problemas que motivaram seu desenvolvimento organico. Em
particular, a tdnica na priorizacdo de conhecimentos e habilidades
traz orisco de promover uma visdo compartimentalizada da Mate-
mdtica, mutilando, precisamente, as conexdes internas que tanto
sustentam sua estruturalégica quanto suaaquisicdo cognitiva.
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Outro fator que distorce a percepcdo da real estruturainterna da
linguagem matemdtica é o entendimento superficial da ideia de
contextualizacdo, com respostas simplistas a necessidade natural de
aproximar a Matematica escolar de contextos cotidianos e aplicacdes
praticas. Contextualizar ndo significa deixar de cultivar o pensamento
matematico em si mesmo, juntamente com as faculdades de abstra-
cdo, generalizacdo, inducdo, deducdo e outras categorias que definem
sua especificidade. Essas sdo, na verdade, algumas das caracteristicas
da Matemdtica que a tornam inexplicavelmente fecunda em aplica-
cbes aos mais diversos setores da vida cotidiana e do conhecimento
cientifico: é exatamente adentrando nas camadas mais profundas da
linguagem matemdtica que os alunos tém acesso ao potencial da drea
em descrever e explicar fendmenos na natureza e na sociedade.

Portanto, o curriculo e a avaliacdo, se baseados em priorizacdes
arbitrarias ou em pretensas contextualizac®es praticas, restritas a
situacdes forcadamente cotidianas, acabam por vedar aos estudan-
tes 0 acessoa uma ferramenta de transformacdo de suas vidas. Além
de garantir a passagem, de uma geracdo a outra, do conhecimento
matemdtico adquirido e em permanente expansdo, a aquisicdo da
linguagem e dos métodos da Matemadtica é necessdria para garantir
acesso a cidadania e ao mundo do trabalho, por serem pervasivos em
todas as esferas da vida, do orcamento das familias a economia das
nacdes, passando pela “destruicdo criativa” das novas tecnologias de
informacdo e de comunicagdo.

A preocupacdo, aqui, por ébvio, ndo é de que o curriculo escolar con-
temple, necessariamente, teorias e métodos matematicos formais
e refinados, mas que garanta bases conceituais, desenvolva habi-
lidades e promova atitudes que preparem os estudantes para sua
imersdo criativa e critica como cidaddos e como profissionais, o que
exige, a cada dia, o dominio de categorias do pensamento abstra-
to, relacional, e a leitura profunda de dados e informacgdes que sdo
préprios da Matematica. Essas facetas da atividade matemadtica sdo,
certamente, fundamentais para o desenvolvimento, nos aprendizes,
das chamadas competéncias do século 21, dentre as quais men-
cionamos o pensamento critico e criativo, a comunicabilidade e o
pensamento estratégico naresolucdo de problemas.

Poroutro lado, essas competéncias ndo sdo skills em si mesmos, ou
seja, ndo podem ser desenvolvidas de modo genérico, forade um
dado dominio de conhecimento, como enfatizado por Wiliam:

These twenty-first century skills should be included in our stan-
dards. But the fact that these skills do not transfer easily from one
context to another does have implications for our curriculum. Each
of the twenty-first-century skills has to be taught in each subject.
(..) Do our standards for math require students to communicate
about mathematics, to work effectively in teams on math pro-
blems, to be creative in mathematics, to think critically when doing
math, and to solve problems? (...) The twenty-first-century skills
provide a way of looking at our standards, to ensure their breadth.
They are not, however, skills that can be learned in one subject and
applied to another. (WILIAM, 2018, p. 125).

Christodoulou (2017), fazendo mencdo aos famosos experimentos
de Simon sobre as habilidades de enxadristas, novicos ou experts,
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argumenta que “one of the reasons why skill does not transfer in this
way is because it is domain specific. Complex skills depend on very
specific mental models, not generic ones which can be applied to very
different areas”. Esses modelos, internalizados na meméria de longo
prazo, resultam de prdtica deliberada, ndo necessariamente dirigida
ao desenvolvimento dos skills complexos em si, mas exercitando
tarefas muito mais especificas, relacionadas ao dominio de conheci-
mento, que promovem, conjuntamente, os conhecimentos e habi-
lidades necessdrios para as competéncias mais complexas. Nessa
mesma direcdo, Willingham (2012, p. 48) pondera que: “Thinking
critically requires background knowledge. Critical thinking is not a set
of procedures that can be practiced and perfected while divorced from
background knowledge”.

O autorobserva, ainda, que a transferéncia de skills de uma situacdo
paraoutra é mais facil entre experts do que entre novigos, uma vez
que aqueles conseguem ignorar detalhes irrelevantes, produzir solu-
cGes com razoabilidade e transferir seu conhecimento para dominios
similares. Experts dispGem de representacdes de problemas e de
situacdes em suas memdrias de longo prazo, desenvolvidas com a
prdtica. Professores proficientes comunicam, no processo de instru-
cdo, algumas dessas representacdes, o que torna ainda mais central
seu papel naconducdo das tarefas apresentadas aos alunos.

Portanto, a relevancia de um ndcleo curricular para a consolidacdo
do aprendizado é ressaltada por Willingham:

Knowledge comes into play mainly because if we want our stu-
dents to learn how to think critically, they must have something
to think about. It’s true that knowledge gives students something
to think about, but a reading of the research literature from cog-
nitive science shows that knowledge does much more than just
help students hone their thinking skills: It actually makes lear-
ning easier. Knowledge is not only cumulative, it grows exponen-
tially. Those with a rich base of factual knowledge find it easier

to learn more—the rich get richer. In addition, factual knowledge
enhances cognitive processes like problem solving and reasoning.
The richer the knowledge base, the more smoothly and effec-
tively these cognitive processes—the very ones that teachers
target—operate. So, the more knowledge students accumulate,
the smarter they become. (WILLINGHAM, 2006).

Aexplicitacdo dos objetivos curriculares é apontada por Hirsch como
elemento de garantia da aprendizagem, que o autor assimila a aqui-
sicdode um capital intelectual como direito civil, com repercussdes
sobre aequidade educacional. Em vdrios escritos, esse autor expres-
saaimportanciade um repertdrio bdsico para o desenvolvimento
cognitivo dos alunos.

Relevant background knowledge can be conceived as a stock
of potential analogies that enable new ideas to be assimilated.
Expertsinany field learn new things faster than novices do, be-
cause their rich, highly accessible background knowledge gives
them a greater variety of means for capturing the new ideas.
This enabling function of relevant prior knowledge is essential
at every stage of learning. (HIRSCH, 1996, p. 23).
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Areferéncia de Hirsch a um “conhecimento altamente acessivel” coa-
duna com os achados da Psicologia Cognitiva sobre a constituicdo de
chunks na memoria de longo prazo, criados pela pratica persistente,
e a formacdo de estruturas complexas de conexdes entre conheci-
mentos e habilidades adquiridos pelo esforco de aprendizagem,
conforme discutimos na sequéncia.

Concluimos que os objetivos de aprendizagem no curriculo basico
de Matemdtica, que norteardo o desenho de avaliacdes na area,
devem considerar a aquisicdo, juntamente com usos e significados,
dos conhecimentos matemdticos bdsicos, articulados entresie
estruturados ao longo de grandes eixos espirais de conceitos, fatos,
representacdes, métodos, teoremas e técnicas. Além disso, esse
repertdrio deve ser mobilizado, ampliado e reorganizado no traba-
Ilho com tarefas significativas, que indiquem marcos relevantes de
aprendizagem. Esses percursos curriculares, ilustrados pelas tarefas
executadas ao longo deles, incidem no desenvolvimento gradual
das competéncias complexas associadas a processos cognitivos de
ordem superior.

Ressaltamos que a andlise de dominio considera tanto os elementos
fundamentais do repertdrio de conhecimentos e habilidades matemd-
ticos quanto as expectativas de aprendizagem, entre os quais estd a
constituicdo, nos estudantes, das competéncias ditas complexas.

PROCESSOS COGNITIVOS E HABILIDADES
MATEMATICAS

Os préprios matemdticos observaram, avant la lettre, antecipando as
descobertas da Psicologia Cognitiva, como a resolucdo de problemas
e o desenvolvimento do pensamento criativo em Matematica de-
pendem fortemente da aquisicdo e organizacdo de conhecimentos
prévios.

Além de 6bvias contribuicdes para definir os contetidos relevantes
que figuram no dominio de conhecimento, as reflexdes dos matema-
ticos sobre seu préprio oficio trazem insights fecundos para tentar
descrever 0s processos cognitivos que podem ser conduzidos na
mente em acdo diante de problemas em Matemdtica ou em outros
dominios, e que também possam ser transpostos, por um esforco de
modelagem, para a linguagem matematica.

A plasticidade e o poderio da Matemdtica, em suas aplicagdes a
diferentes campos da ciéncia e da vida em sociedade, se deve em
parte a singular combinacdo, apontada por Henri Poincaré (1952) em
Hipétese e Intuicdo, de dois elementos estruturais do pensamento
matemdtico: o aspecto légico-dedutivo, que torna a Matematica
uma construcdo encadeada de conceitos e teoremas —algo que
retomaremos quando explorarmos a analise do dominio da Mate-
mdtica Basica —; e o papel daintuicdo e da descoberta associadas
aos processos cognitivos deflagrados na investigacdo das estruturas
matemadticas.

A analise de Poincaré sobre a descoberta em Matematica foi ainda
mais aprofundada porJacques Hadamard em seu cldssico livro Essai
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sur la psychologie de l'invention dans le domaine mathématique
(1945), em que descreve o processo de descoberta matematica, em
suas etapas iniciais, a partirde uma combinacdo de ideias, inicial-
mente ao acaso, em um nivel ndo inteiramente consciente, seguida
da selecdo das combinagdes mais promissoras que vém a mente
consciente. Esse mecanismo de selecdo, descrito por Hadamard,
parece envolver mecanismos emocionais (também descritos por
poetas como Paul Valery) deflagrados por um senso estético.

Hadamard prossegue em seu estudo da descoberta matemdtica
mostrando como esse trabalho, com processos conscientes e sub-
conscientes, requer um esforco prévio de preparacdo consciente.
As combinacGes, aparentemente randdémicas, de ideias no nivel
subconsciente sdo efeito de uma mobilizacdo gerada pelo esforco
consciente de resolver o problema: a metafora usada por Poincaré
e retomada por Hadamard é de que esses esforcos disparam projé-
teis, em direc8es deliberadamente pensadas, para impulsionar esse
entrechocar de ideias. Ndo se trata de disparos a esmo, mas de ten-
tativas de um cacador bem treinado: o alvo, por ser difuso, ndo pos-
sibilita um tnico tiro, como disparado por um franco-atirador, mas
enviar bélidos em direces que sejam familiares e potencialmente
Uteis: “(...) asin a kind of lottery, that disorder can be highly valuable,
because the few meetings which are useful, being of an exceptional
nature and between seemingly very remote ideas, will probably be the
mostimportant ones”. (HADAMARD, 1954).

Essa descricdo por meio de metéforas antecipa a linguagem da Psico-
logia Cognitiva a respeito da memdria de trabalho na busca ativa por
chunks na meméria de longo prazo, evocando os conhecimentos e
habilidades que possam ser mobilizados na tarefa que ocupa a men-
te consciente. Hadamard (1954), citando Souriau (“in order to invent,
one must think aside”), adverte sobre o equilibrio entre uma atencdo
muito difusa no trabalho de preparacdo e, no outro extremo, um
foco muito estreito, limitando em demasiado o espaco de busca por
conceitos, técnicas e fatos.

Todas essas consideracdes remetem para a necessidade de um
repertdrio sem o qual o espaco de busca na memdria de longo prazo
é virtualmente esvaziado de elementos. Como temos insistido, re-
solver problemas e desenvolver as demais competéncias complexas
exigem a estruturacdo desse repertdrio. De fato, matemadticos como
Poincaré e Hadamard anteciparam, de modo intuitivo, algumas des-
cobertas da Psicologia Cognitiva, como o fato de que a resolucdo de
problemas e o desenvolvimento do pensamento criativo em Mate-
matica dependem fortemente de um background de conhecimentos
prévios, organizado na memdria de longo prazo na forma de chunks,
schemata e representacdes.

Esses poderosos insights levam, naturalmente, a questdo de como
aplicd-los ao ensino de Matematica nas escolas. O nome emblemati-
€O, a esse proposito, é o de Polya, matemdtico hiingaro e professor
da Universidade de Stanford (EUA) nos anos 1940, cujas contribui-
cOes a heuristica em Matemaética foram coligidas em livros univer-
salmente utilizados como o famoso How to solve it? (1945). No livro
Mathematics and Plausible Reasoning (1954), Polya descreve proces-
sos cognitivos na resolucdo de problemas (matemdticos, em princi-
pio), articulados no diagrama a seguir.
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Isolamento

Reconhecer Reagrupar

Mobilizacio PREVISAO Organizacdo

Recuperar Combinacdo Suplementar

No centro desse ciclo, a previsdo pode ser entendida como um es-
boco, inicialmente difuso e, progressivamente, com contornos mais
nitidos, a cada avanco aproximativo na estratégia de resolucdo do
problema. Essas aproximacdes sucessivas, segundo Polya (1954, vol.
2, p.65), envolvem delimitar o espaco de busca de solucBes. Em suas
proprias palavras: “We do not look for a solution just anywhere in the
world, but for a solution within a certain limited region of search”.

Afrase remonta a descricdo, por Hadamard, do processo de des-
coberta matemdtica: prospectar ideias mantendo um range nem
demasiado estreito nem muito difuso. De acordo com Polya, um
importante tipo de decisdo é, eventualmente, o de ampliar o espaco
de busca, evitando ficar preso a tentativas demasiado limitadas em
uma direcdo que pode ser contraproducente e impede de ver cone-
xdes, relacBes, analogias e padrdes que podem ser decisivas para
avancar na resolugdo. Polya afirma, com respeito ao esboco (outline)
inicial com que iniciamos a resolucdo do problema, que:

We may try various solutions, but they are all alike; they are all
within that preconceived, but perhaps not consciously pre-
conceived, outline. When none of the solutions tried fits the
problem, we feel lost, nothing else comes to mind; we cannot
step outside that preconceived outline. (POLYA, 1954).

Essaintuicdo condiz com a teoria cognitiva recente: o espaco de
busca com a qual comecamos a resolver o problema e em que vamos
prospectando repertério pertinente a ele pode ser visto como uma
metdfora dos chunks na memdria de longo prazo. A inexisténcia de
conhecimentos prévios, devidamente estruturados, juntamente
com usos e significados atribuidos a eles pela prdtica, acarreta essa
impressdo, no aprendiz, de ficar paralisado diante do problema. De
acordo com Silver:
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A popular view of the problem-solving process holds that sol-
vers construct an initial mental representation of the problem
while reading the problem or shortly afterwards. This repre-
sentation then changes as it interacts with further information
from the task environment or with knowledge retrieved from
long term memory, resulting in the construction of a more ela-
borated representation of the problem. (SILVER, 1987, p. 43).

O processo de mobilizacdo envolve resgatar conceitos, teoremas,
estruturas, relacdes e soluces dadas a problemas afins, que sdo
recuperados do conhecimento previamente adquirido armazenado
e estruturado na memaria de longo prazo. Segundo Polya (1954, vol.
2,p. 66): “Where do all these materials, auxiliary elements, theorems,
etc. come from? The problem solver has collected them; he had to
extract them from his memory and purposefully connect them with
his problem”. (grifo nosso).

Esse arranjo ativo e intencional dos conhecimentos mobilizados de
modo que passem a serinsumos relevantes para a resolucdo do pro-
blema é o que Polya denomina de organizacdo: trata-se de agrupar
esses conhecimentos e adapta-los ao problema, estabelecendo cone-
xBes entre seus elementos e ainformacdo recuperada da meméria. A
organizacgdo produz representacdes e esquemas dos conhecimentos
e procedimentos selecionados como relevantes para o problema.
Assim, as informac¢des do problema e os elementos provenientes

da memdria de longo prazo sdo organizadas em um todo sintético,
aque Polya se refere como Gestalt ou vue d’ensemble. Nas préprias
palavras do autor (POLYA, 1954, vol. 2, p. 69): “Mobilization is extrac-
ting relevants items from our memory, organization is connecting such
items purposefully.

Comovimos, a Teoria da Carga Cognitiva diz que trabalhar diretamen-
te o skill de resolver problemas ndo é efetivo, 0 que também suscita
questionamentos sobre o “aprender a aprender”: o esforco de buscar
ativamente elementos que ainda ndo estejam disponiveis na memo-
ria de longo prazo, ao mesmo tempo que a aten¢do consciente esta
focada nos dados e no contexto do problema, ocupa inteiramente a
capacidade limitada da memodria de trabalho. E algo andlogo a manter
aatencdo aquemenuncia o problema em sala de aula ao mesmo tem-
po que se dedica a entender os conceitos. No contexto da compreen-
sdo leitora, trata-se de uma carga andloga a de compreender um texto
sem repertério e sem conhecimentos prévios ou situacionais.

Portanto, a mobilizacdo e organizacdo sdo efetivos quando envol-
vem o retrieval de conhecimentos ja estruturados em chunks na me-
madria de longo prazo. Além disso, o processo ativo de organizacdo

é mais bem-sucedido na medida em que quem resolve o problema é
familiarizado com arranjos e rearranjos do repertdrio mobilizado na
resolucdo de problemas com algum grau de similaridade ao atual. De
acordo com Pellegrino:

What distinguishes high from low performers is not simply
general mental abilities or general problem-solving strategies.
High performers have acquired extensive stores of knowledge
and skill in a particular domain. But perhaps most significant,
their minds have organized this knowledge in ways that a make
it highly retrievable and useful. Because their knowledge has
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been encoded in a way that closely links it with the contexts
and conditions for its use, high achievers do not have to search
through the vast repertoire of everything they know when con-
fronted with a task or problem. Instead, they can readily activa-
te and retrieve the subset of their knowledge that is relevant to
the task at hand. (PELLEGRINO, 2010, p. 7).

Mobilizacdo e organizacdo formam, na visdo de Polya, um par com-
plementar e indissocidvel de atividades no quadrildtero, enquanto o
isolamento e a combinacdo determinam o segundo par de atividades
em direcdes opostas e complementares. Isolar é realcar elemen-

tos do problema que podem ser relevantes para sua resolucdo. No
processo de isolamento, segundo Polya (1954), “we concentrate on

a certain detail, we focus on it, we emphasize it, we single it out, we
distinguish it from its surroundings, in one word, we isolate it. Then
the spotlight shifts to another detail, we isolate still another detail,
andsoon”.

0 exame desses elementos, isoladamente, pode motivar que o
aprendiz os combine de outra forma, alterando, com isso, sua confi-
guracdo global na chamada Gestalt. De acordo com Polya:

The combined effect of our reassessment of certain details may
result in a new mental picture of the whole situation, in a new,
more harmonious combination of all the details. (...) Isolation
leads to decomposing the whole into its parts, a subsequent
combination reassembles the partsinto a more or less different
whole. (POLYA, 1954).

Porexemplo, ao examinar uma longa equacdo algébrica, o aluno
pode perceber termos passiveis de serem agrupados de modo que a
expressdo seja fatorada na forma de produto, o que abre caminho
para usar fatos sobre raizes de equacdes lineares ou quadrdticas,
entre outras.

Os processos que conectam os quatro vértices, quando sequencia-
dos nosentido horario do diagrama, correspondem a reconhecer,
entre os conhecimentos mobilizados, aqueles que devem ser enfa-
tizados, ou seja, isolados; uma vez distinguidos esses elementos do
repertdério, passamos ao processo ativo de reagrupar esses conhe-
cimentos em uma organizacdo adequada aos termos do problema.
Esse reagrupamento/reorganizagdo tanto altera a compreensdo

do problema quanto dd maior nitidez ao esbogo inicial de solucdo.
Logo, a Gestalt formada pelas representacfes do contetido e pela
modelagem do problema, nesse estdgio, pode ser suplementada com
aadicdo de novos conceitos e fatos e de novos detalhes ao desenho
inicial da solucdo esbocada. Essa combinacdo de novos elementos a
tentativa de resolucdo do problema, com uma nova configuracdo de
elementos mobilizados, pode ser relembrada, para uso na sequéncia
ou diante de outros problemas similares.

Parailustrar esses pontos, consideremos o exemplo hipotético de
um aluno que, diante de um problema geométrico, reconhece um
triangulo em meio a uma figura, o qual Ihe parece que pode ter um
papel relevante na solucdo do problema. Ao reconhecer o triangulo,
relembra ou traz a tona conhecimentos estruturados sobre desigual-
dades triangulares, relacdes entre medidas de lados e angulos e pro-
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cedimentos que tenha empregado em situacdes que julga similares
a atual, mobilizando esses conhecimentos. Segundo Polya (1954),
“we establish contact with an extensive layer of our formerly acqui-
red knowledge, some streak of which might be useful now”. A fim de
conectar esses conhecimentos (conceitos, fatos, técnicas, proce-
dimentos) do problema em tela, é preciso suplementar os dados,
adicionando a eles elementos que permitam usar os conhecimentos
isolados que foram considerados relevantes.

Porexemplo, tracando linhas sobre figura jd existente do tridngulo
de modo que fatos sobre medianas ou outras linhas notdveis pos-
sam ser usados no contexto do problema. Esses suplementos ou
adicBes podem mudar a estratégia de solucdo esbocada inicialmente
ao trazer novas informacdes ou possibilidades de acdo e iluminar
aspectos do problema que ainda ndo haviam sido observados. Outro
processo é o de reagrupar ou reestruturar os elementos do problema
(sejam os originais apenas ou também os que foram suplementados
a esses): no exemplo, o aprendiz pode perceber que o triangulo ini-
cialmente desenhado, por sua disposicdo na figura, tem simetria e,
portanto, pode serisdsceles. Nesse caso, nada foi adicionado aos da-
dos iniciais, exceto uma nova compreensdo do que jd estava posto,
aqual aprofunda o entendimento da estrutura geométrica e sugere
préximos passos na resolucdo. De acordo com Polya (1954), “regrou-
ping may involve a chance in emphasis. Elements and relations which
were in the foreground may now surrender their privileged place and
recede into the background”, e vice-versa.

Ao analisarmos, no que segue, os referenciais de sistema de avalia-
cdo como o Pisa em Matematica, perceberemos o alinhamento de
seus fundamentos aos avancos da Psicologia Cognitiva que resu-
mimos esquematicamente. Por sua vez, esses achados endossam,
como vimos, as descricdes pormenorizadas que matemadticos criati-
vos realizaram do préprio processo de aprendizado e de descoberta
das estruturas matematicas.

Neste ponto, remetemos o leitor aos textos de Schoenfeld (1985,
1992) e Tall (2014) para aprofundamento sobre o tema da resolucdo
de problemas em conexdo com a aprendizagem de Matematica. As
limitacGes naturais de espaco em um relatério ndo nos permitem
expor as contribuicdes importantes desses autores.
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2. BASES DO MODELO DE
AVALIACAO

Nos anos 2000, um conjunto de painéis deu ampla divulgagdo a
necessidade de alinhar os sistemas de avaliacdo aos avancos das
Ciéncias Cognitivas. Em Knowing what students know (NATIONAL
RESEARCH COUNCIL, 2001), os autores situam dois problemas a
serem considerados na concepcdo e implementacdo de um modelo
de avaliacdo: primeiro, que a avaliacdo seja integrada ao curriculo e a
instrucdo, sendo esses trés eixos orientados por pesquisa sobre en-
sino e aprendizagem nos dominios especificos de contelido; segun-
do, que o modelo de evidéncias a partir do qual sdo estabelecidas
inferéncias sobre o desenvolvimento cognitivo e aprendizagem do
estudante derive de um processo rigoroso e cuidadosamente estru-
turado, com pressupostos e conceitos precisos e explicitos, cientifi-
camente lastreados em uma teoria da cognicdo e da aprendizagem.
Reforcando essa constatacdo, Pellegrino menciona que

The first issue is that assessment should never be the tail that
wags the educational dog. Rather, assessment should be inte-
grated with curriculum and instruction, with all three guided
by theories and research on the nature of learning and knowing
in academic content domains. A second fundamental issue is
that we can never really know what a student knows. Thus,
assessment is best conceptualized as a rigorous and carefully
structured process of reasoning from evidence that should be
driven by theories and data on student cognition and learning.
(PELLEGRINO, 2010).

A articulacdo entre os eixos do curriculo, da avaliacdo e dainstrucdo
requer uma base tedrica sobre os processos de ensino e aprendiza-
gem, assentada em evidéncias da Psicologia Cognitiva, como enfati-
za Pellegrino na seguinte passagem.

Alignment among curriculum, instruction, and assessment
could be better achieved if all three are derived from a scien-
tifically credible and shared knowledge base about cognition
and learning in subject matter domains. The model of learning
would provide the central bonding principle, serving as a nu-
cleus around which the three functions would revolve. (PELLE-
GRINO, 2010).

Essa base cognitiva é um dos pilares para o modelo de evidéncias, ou
seja, para todo a complexa cadeia de estabelecer inferéncias validas
sobre o aprendizado a partir das observacdes indiretas dos proces-
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sos cognitivos na realizacdo de tarefas. O desenho dessas tarefas,
ancorado tanto nas premissas do modelo cognitivo quantoemum
detalhado entendimento da estrutura do dominio de conhecimen-
tos e habilidades avaliados, é elemento crucial na avaliacdo em si
mesma e nasuaintegracdo ainstrucdo. A decodificacdo dos sinais
produzidos pelo trabalho dos estudantes com as tarefas em uma
avaliagcdo requer instrumentos analiticos precisos e robustos, que
definam métricas de shared meaning ao mesmo tempo que produ-
zam resultados pedagogicamente legiveis e cientificamente legiti-
mos, 0s quais possam ser apropriados nas tomadas de decisdo sobre
ocurriculo e a pratica docente.

Nesse nivel da arquitetura do modelo de avaliacdo, temos, portanto,
uma triade articulada de componentes interdependentes: como vimos,
o triangulo avaliativo, exposto por Pellegrino (2001, 2010), tem os vér-
tices da cognicdo, da observacdo e da interpretacdo. Demasiada énfase
em um dos vértices desloca o centro de gravidade do triangulo, com-
prometendo a relevancia pedagdgica da avaliacdo e de seus resultados.
O vértice cognitivo diz respeito, justamente, aos pressupostos sobre

o aprendizado em um dado dominio do conhecimento, em termos das
representacdes mentais; da constituicdo da memdria de longo prazo;
dadinamica entre os layers da memdria de trabalho e da memdria de
longo prazo; das estratégias de resolucdo de problemas, entre outros
aspectos do modelo cientifico de cognicdo e de aprendizagem.

O vértice das observacBes contém as premissas e principios sobre os
tipos de situacdes ou tarefas aos quais os estudantes serdo expos-
tos de modo que os resultados do que dizem, fazem ou criam per-
mitam gerar evidéncias, validadas pelo modelo cognitivo, sobre 0s
conhecimentos e as habilidades de interesse, segundo a andlise do
dominio de conhecimento em que estdo sendo avaliados. De acordo
com Pellegrino:

The tasks to which students are asked to respond on an assess-
ment are not arbitrary. They must be carefully designed to pro-
vide evidence that is linked to the cognitive model of learning
and to support the kinds of inferences and decisions that will
be made on the basis of the assessment results. (PELLEGRINO,
2010, p. 7).

As respostas a tarefas elaboradas de acordo com o modelo geram
evidéncias que, uma vez validadas, devem serinterpretadas com
base nos principios e premissas sobre o dominio de conhecimento e
sobre 0s processos cognitivos mobilizados nessas tarefas. O vértice
dainterpretacdo estabelece de que modos as observacdes realizadas
podem, efetivamente, sustentar inferéncias sobre conhecimentos

e habilidades adquiridos pelos estudantes no dominio de conheci-
mento avaliado. A interpretacdo envolve, ainda, validar as tarefas
propostas, permitindo julgar se, realmente, condizem com o modelo
cognitivo adotado e com as especificacdes de conhecimentos e skills
que pretendiam mobilizar.

Pellegrino (2010) enfatiza que os trés vértices do triangulo devem
estarem perfeita sincronia e ter, como centro de gravidade, teorias
e dados sobre como os estudantes aprendem e sobre o que devem
saber para que desenvolvam competéncias relevantes determinadas
no curriculo.
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Entre os principios da teoria da cognicdo e do aprendizado, Pelle-
grino (2010) coloca énfase na aquisicdo de conhecimentos e habili-
dades por meio da pratica deliberada em recuperar informacdes e
executar procedimentos, fazendo mencdo a lei de poténcia, segundo
aqual “speed and accuracy of performing a simple or complex cogni-
tive operation increase in a systematic non-linear fashion over succes-
sive attempts”. O autor (PELLEGRINO, 2010, p. 9) aponta também
para o papel da devolutiva na instrucdo, a qual se refere como co-
nhecimento dos resultados: “(...) Individuals acquire knowledge much
more rapidly and appropriately if they receive feedback about the
correctness of what they have done. If incorrect, they need to know
the nature of their mistake”.

Essas duas premissas condizem com 0 que expusemos nas se¢des
anteriores e sdo consideradas adiante na discussdo sobre aspectos
da proficiéncia matemadatica como a compreensdo conceitual, a fluén-
cia procedimental, a competéncia estratégica e o raciocinio adapta-
tivo. Também em consonancia com os pressupostos apontados por
Pellegrino, destacamos, nas sec8es seguintes, o papel central que
deve ser conferido aos desenhos da tarefa e da devolutiva para que a
avaliacdo tenha, de fato, propdsito e utilidade formativas.

Pellegrino (2010) enumera as caracteristicas necessdrias a um mode-
lo cognitivo da aprendizagem que deve estar entre os fundamentos
da avaliacdo em um dado dominio do conhecimento, delimitando
quais tipos de tarefas permitem gerar evidéncias que validem infe-
réncias a partir dos resultados obtidos pelos aprendizes no traba-
Ilho com essas tarefas. Entre essas caracterfsticas, as que sdo mais
extensamente discutidas neste relatdrio sdo:

a) basear-se em estudos empiricos de aprendizes no dominio de
conhecimento de interesse;

b) identificar padr&es que diferenciam desempenhos de novicos
e de experts em tarefas nesse domfinio;

C) apresentar progressdes tipicas de niveis de proficiéncia no
dominio, desde os niveis esperados para novicos a niveis de com-
peténcia e expertise, fixando marcos de desempenho ao longo da
progressdo;

d) descrever aspectos do que se conhece sobre como os estudan-
tes pensam e aprendem a respeito do dominio do conhecimento:
fundamentado em uma teoria de como as pessoas aprendem o
assunto, o desenho de avaliacdo deve selecionar um recorte ou sub-
conjunto do dominio sobre o qual se deseja produzir inferéncias;

e) prestar-se a serusado em avaliacdes com diferentes granula-
ridades e propdsitos, desde diagndsticos de resolucdo bastante
fina a resumos agregados, somativos e menos refinados em
termos de granularidade.

A caracteristica progressiva presente em b) e ¢), por exemplo, pode
serconcretizada em termos de trajetérias ou mapas de progressdo,
que correspondem, no marco conceitual elaborado pelo Consortium
for Policy Research in Education (CPRE), citado por Pellegrino, ao
conceito de learning progression. De acordo com o relatério do CPRE
(CORCORAN, 2009), uma trajetdria de progressdo deve ter os elemen-
tos a seguir.
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a) Metas de aprendizagem ou de desempenho que indicam os
pontos terminais de um progressdo de aprendizagem, definidas
por expectativas compartilhadas sobre o que significa compe-
téncia no dominio de conhecimento, incluindo as condictes
necessdrias para ingresso nos niveis seguintes de formacdo
educacional.

b) Varidveis de progresso nas dimensdes da compreensdo con-
ceitual e proficiéncia prdtica (e.g., fluéncia procedimental),
desenvolvidas e monitoradas ao longo do tempo: essas varidveis
abrangem os conceitos fundamentais no dominio do conheci-
mento e as prdticas centrais para lidar com situac®es ou tarefas
nesse dominio.

c) Niveis de progressdo no alcance das metas de aprendizagem:
esses niveis podem refletir estagios comuns ou niveis de integra-
cdo caracteristicos do desenvolvimento cognitivo no dominio

de conhecimento, sendo etapas intermedidrias que alicercam
conceitos, fatos e procedimentos estruturais do dominio.

d) Padr&es de desempenho na execugdo de tarefas que aprendi-
zesem um determinado nivel de progressdo devem ser capazes
de realizar: esse padrdes definem especificacfes para a elabora-
cdo de tarefas e, portanto, de avaliacdes nas quais os aprendizes
devem demonstrar proficiéncia quanto ao uso de conhecimentos
e habilidades no dominio.

e) Instrumentos de avaliacdo que geram medidas especificas
para monitorar a aprendizagem e a proficiéncia dos estudantes
aolongo dasua trajetdria: os mapas de progressdo devem incluir
descricdes de abordagens adequadas das avaliac8es, as quais
também sdo lteis para validar as hipéteses subjacentes ao mo-
delo de progressao.

Trajetdrias ou mapas de progressdo na aprendizagem em um dado
dominio de conhecimento sdo construcdes baseadas em hipdteses
que devem ser empiricamente validadas e assentadas nas Ciéncias
Cognitivas e na anéalise do dominio. Pellegrino (2010) ressalta que
essas trajetdrias ndo se resumem a um sequenciamento de tépicos,
juntamente com suas descric@es, baseado apenas nas relacdes de
dependéncialégicainternas ao dominio. Da mesma forma, ndo se
baseiam unicamente na visdo pessoal de especialistas ou professo-
res sobre como o dominio é organizado. Os pressupostos tedricos
devem ser hipdteses, fundamentadas cientificamente e verificaveis,
sobre como os aprendizes entendem e utilizam conceitos e procedi-
mentos de forma gradualmente mais refinada com o tempo, passan-
do de novicos a experts em termos de competéncias que denotam
plena proficiéncia no dominio de conhecimento.

These hypotheses describe the pathways students are likely

to follow to the mastery of core concepts. They are based on
research about how students’ learning actually progresses. The
hypothesized learning trajectories are tested empirically to
ensure their construct validity (does the hypothesized sequence
describe a path most students actually experience given appro-
priate instruction?) and ultimately to assess their consequential
validity (does instruction based on the learning progression pro-
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duce better results for most students?). The reliance on empiri-

cal evidence differentiates learning trajectories from traditional
topical scope and sequence specification. (PELLEGRINO, 2010,

p. 16).

A progressdo em uma trajetdéria pode ser monitorada (e mensurada)
utilizando-se as varidveis e os niveis que refletem graus de compreen-
sdo conceitual, fluéncia procedimental e de raciocinio matematico
relativos a entendimento, uso e aplicacdo de conceitos, fatos e
procedimentos matematicos ao longo da formacdo do estudante. As
diversas varidveis de progressdo ndo sdo independentes: suas relacdes
de dependéncia refletem a estrutura interna do domfnio e a forma
como a trajetéria é percorrida no processo de instrucdo e de acordo
com as prescricdes curriculares. Por exemplo, niveis de progressdo
observados por varidveis que digam respeito a aquisicdo da linguagem
algébrica dependerdo da forma como propriedades algébricas presen-
tes nas operacdes aritméticas sejam consideradas, no curriculo ou
nainstrucdo, como conhecimentos prévios. Em suma, “there may be
multiple possible paths and progress is not necessarily linear. It may
be more like ecological succession. A learning progression proposes
and clarifies one or more possible paths and does not represent a com-
plete list of all possible paths”. (PELLEGRINO, 2010, p. 12).

Nossas principais contribuices neste estudo dizem respeito aos
elementos b), ¢) e d) enumerados por Pellegrino, relativos a especi-
ficacdo de padrdes de desempenho e a trajetdrias de progressdo da
proficiéncia em um dado dominio de conhecimento, ndo necessaria-
mente lineares nem tampouco unicamente definidas. No que concer-
ne a trajetdérias ou mapas de progressdo, apresentamos, nas secoes
seguintes, alguns elementos de uma proposta de organizacdo do
dominio de conhecimentos da Matematica Basica, abrangendo
metas de aprendizagem, caracteristicas da proficiéncia matematica
e mapas de progressdo derivados da sistematizacdo légico-cognitiva
de conhecimentos e habilidades matemadticos na chamada Matriz
dos Saberes.

Avalidacdo empirica dessa proposta é um objetivo de longo prazo
em termos de pesquisa e desenvolvimento e extrapola o escopo mais
limitado do atual projeto e deste relatério. De todo modo, pontua-
mos alguns esforgos iniciais realizados com o uso de modelos diag-
néstico-cognitivos para a producdo e interpretacdo de evidéncias a
partir dos resultados de testes conduzidos em ambientes escolares
em redes publicas de ensino basico. Um dos objetivos almejados,
em desdobramentos do presente projeto, é o de trazer verificacdes
empiricas para alguns dos pressupostos sobre o encadeamento das
habilidades componentes dos saberes na constituicdo de proficién-
cianodominio de conhecimento da Matemdtica Basica.

ALGUMAS LINHAS GERAIS DO EVIDENCE-
CENTERED DESIGN

0 evidence-centered design, proposto por Mislevy e colaboradores
(2003), define referenciais conceituais e metodoldgicos que inte-
gram componentes e etapas de um sistema de avaliacdo, assimi-
lando, com isso, as inovacdes trazidas pelos avangos das Ciéncias
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Cognitivas, de um lado, e pela expansdo do poderio computacional
a disposicdo da pesquisa nas dreas da cognicdo e da avaliagdo, de
outro. O objetivo, comum a todos os frameworks de avaliacdo, é o
de estabelecerinferéncias sobre o que estudantes sabem ou podem
fazer, a partir de “pecas de evidéncias” - em geral, observacfes de
atitudes ou respostas em testes.

Como modelo conceitual, o ECD estabelece conexdes entre o propé-
sito da avaliacdo, as concepc8es sobre proficiéncia no dominio do
conhecimento, avalidacdo das inferéncias com base nas evidéncias
(evidentiary reasoning), o desenho dos instrumentos avaliativos e 0s
processos operacionais da avaliacdo.

Em particular, as afirmac&es ou inferéncias feitas sobre a proficién-
ciados estudantes devem ser amparadas em fundamentos ou ga-
rantias conceituais e metodolégicas de que: a) elementos relevantes
dessa proficiéncia, de acordo com o modelo cognitivo e a andlise e
modelagem do dominio do conhecimento, sejam efetivamente mo-
bilizados nas tarefas apresentadas nos instrumentos avaliativos; b)
haja uma cadeia de raciocinio que parte das evidéncias produzidas
pela observacdo dos resultados dos alunos na execucdo das tarefas
atésuainterpretacdo, com a producdo das inferéncias sobre as com-
peténcias avaliadas. Portanto, o ECD integra os vértices do triangulo
avaliativo formulado por Pellegrino e colaboradores (2001).

Mesmo considerando expectativas de conhecimentos e habilidades
significativos e complexos (validados pelos especialistas da drea de
conhecimento, em particular) e utilizando instrumentos mais ela-
borados possibilitados pelo desenvolvimento tecnolégico, perdura
aquestdo de estabelecer evidéncias validas, lastreadas em uma
modelagem estatistica que leve em conta as premissas dos modelos
cognitivos sobre a aquisicdo e a mobilizacdo de conhecimentos na
base de hipdteses do sistema.

One cannot simply construct “good tasks” in isolation, however,
and hope that someone down the line will figure out “how to
score it”. One must design a complex assessment from the very
start around the inferences one wants to make, the observa-
tions one needs to ground them, the situations that will evoke
those observations, and the chain of reasoning that connects
them. (MISLEVY et al,, 2003, p. 2).

Descrevemos, a seguir, alguns dos componentes estruturais de um
modelo que segue os principios gerais do ECD, a Estrutura Concei-
tual de Avaliacdo (do inglés Conceptual Assessment Framework,

ou CAF). Enfatizamos os elementos desse framework que sdo mais
diretamente relacionados com: i) os modelos cognitivos de como

os estudantes adquirem, estruturam e mobilizam conhecimentos
em atividades significativas no domfnio avaliado; ii) os modelos de
tarefas que correspondem a atividades relevantes no dominio e que
permitam mobilizar os conhecimentos, habilidades e atitudes indi-
cadores de proficiéncia nesse dominio; e iii) o modelo de evidéncias,
geradas a partir das observacdes realizadas nos testes, com critérios
de validade bem definidos para os propdésitos da avaliacdo, em ade-
réncia aos pontosi)eii). Nas palavras de Mislevy e colaboradores:

All of the characteristics of tasks have been selected to provide
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the opportunity to get evidence about the targeted knowledge
and skill; all of the scoring procedures are designed to capture,
in terms of observable variables, the features of student work
that are relevant as evidence to that end; and the characteristi-
cs of students reflected as student model variables summarize
evidence about the relevant knowledge and skills from a pers-
pective and at a grain size that suits the purpose of the assess-
ment. (MISLEVY et al., 2003, p. 5).

0 modelo de estudante, ou seja, dos processos cognitivos, conheci-
mentos e habilidades que devem ser mobilizados na execucdo das
tarefas, é descrito por varidveis ndo diretamente observdveis e que
precisam ser estimadas a partir da observacdo de suas respostas

a essas tarefas. Na Teoria da Resposta ao Item (TRI), por exemplo,
modela-se uma distribuicdo de probabilidade dessa varidvel - o
traco latente, descrito como um nimero real em uma escala ordinal
(nocaso, unidimensional) -, a ser estimada uma vez conhecidas as
respostas/comportamentos do estudante quando exposto a itens
com parametros previamente conhecidos. Ainterpretacdo do traco
latente, ou proficiéncia do aluno, é dada em termos da proporcdo de
itens que o estudante responderia corretamente, caso tivesse um
determinado nivel de proficiéncia.

Em modelos diagndstico-cognitivos, como DINA ou DINO, o modelo
fixa uma lista de processos/habilidades e define, para cada item,
quais desses atributos cognitivos é mobilizado para respondé-lo.
Para cada estudante, ha parametros de “guessing” e “slip”, que sdo
estimados, umavez conhecidas as respostas/comportamentos do
estudante frente aos itens do teste.

Portanto, o modelo probabilistico de proficiéncia, seja descrito pelo
traco latente unidimensional, seja pela classe latente (que corres-
ponde as diferentes configuracdes de dominio/ndo dominio dos atri-
butos), requer que essas varidveis sejam estimadas (ou atualizadas,
caso pensemos em iteraces para aproximar sucessivamente esse
valor). Para tanto, é preciso definir-se um modelo de evidéncia, que
consiste em duas partes, descritas a seguir.

= Regrasdeevidéncia: de que forma podemos extrair informac&es
(mais precisamente, codificar, elaborar sinteses, registrar va-
ridveis, entre outros processos) dos resultados do trabalho dos
estudantes com as tarefas/itens apresentados? Esses resultados
- que podem ter as mais diversas formas -, uma vez observados,
devem ser codificados em dados sobre as varidveis observaveis
(por exemplo, escores, créditos parciais, entre outras) do modelo
de estudante. Esses valores podem, em uma pré-testagem, tanto
fornecer parametros para os itens, quanto, se ja conhecidos es-
ses parametros da tarefa, permitir estimar as varidveis latentes,
ndo diretamente observaveis, como proficiéncia ou dominio de
atributos cognitivos.

= Modelo de medida: uma vez que as regras de evidéncia definiram
como gerar informac®es a partir dos dados de respostas/compor-
tamentos observados na execucdo das tarefas/itens/atividades
do teste, aplica-se 0 modelo de medida, ou seja, um modelo
psicométrico que conecta as varidveis observdveis (obtidas dos
dados a partir das regras de evidéncia) e o modelo de estudante
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(descrito como um traco latente, na TRI, ou um conjunto de atri-
butos cognitivos, nos modelos diagndéstico-cognitivos).

No modelo de mensuracdo, portanto, um estudante j é modela-
do em termos de uma varidvel (uni ou multidimensional) 0, que

identifica aspectos cognitivos, tais como a proficiéncia no uso de
conhecimentos e habilidades ou a capacidade de mobilizacdo de
processos cognitivos de diferentes graus de complexidade, entre
outras caracteristicas que sdo latentes e sé podem ser indiretamen-
te observadas a partir dos resultados do trabalho com a tarefa ou si-
tuacdoipropostas aoestudante em uma avaliacdo. Esses resultados
observaveis sdo os dados X, (desempenho do estudante j na tarefa

i), relevantes para o modelo. Tipicamente, lidamos com modelos pro-
babilisticos (ou seja, ndo deterministicos), cujo principal ingrediente
¢ a modelagem matematica da distribuicdo de probabilidades de

possiveis resultados, uma vez conhecida a proficiéncia do estudante:

p(Xi;16;)

As atualizacBes das crencas sobre a proficiéncia do estudante
(expressas matematicamente ao supormos que a varidvel 8 é conhe-
cida) ocorrem, claro, com a observacdo dos produtos do trabalho
efetuados por ele nas tarefas e a consequente codificacdo desses
produtos em termos de varidveis que possam alimentar o modelo
guantitativo que descreve sua proficiéncia. Em termos matemati-
cos, essas atualizagdes usam a chamada Regra de Bayes,

p(01X) o« p(X[6)p(0),

em que o simbolo « significa igualdade a menos de um fator cons-
tante, ou seja, proporcionalidade. O modelo de proficiéncia p(8)
adotado antes dainformacdo sobre os resultados X (que permitem
comparar as proporc8es observadas de resultados com a predicdo
teorica p(X | @)) é atualizado para o modelo p(8 |X), o termo do
lado esquerdo da identidade acima. Essa formulacdo matematica
formaliza aideia de que o modelo de estudante p é a ponte entre a
evidéncia acumulada (representada por X) e as afirmacées sobre o
desempenho do estudante, derivadas da interpretacdo de 8.

Essa potente regra é a base do modelo de rede bayesiana proposto
por Mislevy e colaboradores (1996, 2015) e que, combinado com

a nossa proposicdo de andlise do dominio via Matriz dos Saberes,
pretendemos aplicar em desenvolvimentos futuros deste projeto.
A propdsito de redes bayesianas em avaliacfes, também mencio-
namos, para os leitores interessados, a exposicdo bastante esclare-
cedora feita por Pellegrino e colaboradores (NATIONAL RESEARCH
COUNCIL, 2001).

Em toda essa dinamica, a tarefa é o estimulo que gera varidveis ob-
servaveis e mobiliza os aspectos cognitivos latentes que se pretende
estimar, o que torna ébvio o papel central de uma engenharia muito
bem executada de tarefas/itens que, de um lado, produzam evidén-
ciasvdlidas e, de outro, realmente requisitem os conhecimentos,
habilidades e atitudes sobre as quais se espera obterinformacdes e
elaborarinferéncias.
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As tarefas e evidéncias geradas com base na sintese dos resultados
observados devem permitirinferéncias validas, a partir de aspectos
do que os alunos criam, fazem ou dizem nas situacdes do teste,
sobre areal mobilizagdo e transferéncia dos conhecimentos, habili-
dades e atitudes em contextos significativos que envolvam o domi-
nio de conhecimentos e competéncias de interesse reproduzidos nos
testes.

In assessment, the data are the particular things students

say, do, or create in a handful of particular situations, such as
essays, diagrams, marks on answer sheets, oral presentations,
and utterances in conversations. Usually our interest lays not so
much in these particulars, but in the clues they hold about what
students know or can do as cast in more general terms. These
are the claims we'd like to be able to make about students, on
the basis of observations in an assessment setting. (MISLEVY;
STEINBERG; ALMOND, 2003, p. 11).

O ECD é baseado no conceito de evidentiary reasoning, isto é, claims
ou inferéncias sobre a proficiéncia do estudante na mobilizacdo de
dados conhecimentos ou habilidades devem ser estabelecidas se-
gundo uma cadeia de argumentos explicitos e sujeitos a verificacdo,
a partirda observacdo das respostas as tarefas. Esse argumento in-
dutivo, do particular para o geral, é baseado na inversdo de premissa
e conclusdoem um argumento légico-dedutivo, elaborado na direcdo
do geral para o particular. Esse argumento légico, considerado como
um fundamento ou garantia (warrant, no original) da inferéncia
indutiva, é baseado em um suporte (ou backing, no original), tedrico
ou empirico. Explicacdes alternativas para o que é observado nos
dados devem ser consideradas a fim de realizarmos uma andlise
criticadainferéncia dos dados para os claims: “Thus, assessment is
best conceptualized as a rigorous and carefully structured process of
reasoning from evidence that should be driven by theories and data on
student cognition and learning.” (PELLEGRINO, 2010, p. 3).

Como exemplo, apresentamos no quadro a seguir uma discussdo
esquemdtica sobre resultados de alunos no trabalho com a seguinte
tarefa, apresentada em um teste aplicado a turmas de terceira série
do Ensino Médio em escolas profissionalizantes da rede publica do
estado do Ceard.
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Explicagdes
alternativas

I
QUADRO 1

Seja p o segmento de reta dado pelo gréfico da funcdo

1
@) = 5%

emque 0 < x < 1 Arotacdode em torno do eixo horizontal
no plano cartesiano gera um cone circular C. Jd a rotacdo de £ em
torno do eixo vertical gera um cone circular C'.

E correto afirmar que

A) osvolumesde Ce C'sdoiguais.

B) o volume de C é o dobro do volume de C'.

C) ovolume de C é a metade do volume de C'.
D)o volume de Cé um quarto do volume de C'.

Justifique sua resposta.

Vejamos exemplos de respostas dadas a essa questdo e de como
podemos considerd-las como dados em suporte a inferéncias sobre
o dominio dos alunos sobre alguns conhecimentos e habilidades
demandados na questdo.

Para tanto, remetemos a representacdo, a seguir, de um diagrama de
Toulmin, adaptado, para nossos propdsitos, a partir da forma como
é apresentado por Mislevy e colaboradores (MISLEVY; STEINBERG;
ALMOND, 2003, p. 11; MISLEVY; RICONSCENTE, 2005, p. 11).

Interpretacdo:

afirmacGes

""" Refutacdo

ValidacBes, com
Ao ~ suporte em teoria
Inferéncias |- Deducdo (cognicdn), pesquisas,

experiéncia ou dados

Inducéo

Observacdo:
dados
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No extremo inferior do diagrama, estdo os dados resultantes da ava-
liacdo, que podemos pensar como representando o vértice da obser-
vacdo no triangulo avaliativo de Pellegrino. O segmento ascendente
corresponde ao raciocinio indutivo na forma de inferéncias que par-
tem dos dados e culminam em afirmacdes ou conclusées (claims, no
original) sobre o desempenho dos estudantes em relacdo as compe-
téncias avaliadas. O extremo superior do diagrama, dos claims sobre
os resultados de aprendizagem, pode ser entendido como o vértice
dainterpretacdo nalinguagem do triangulo avaliativo. A inducdo
ouinferéncia, que leva dos dados para suainterpretacdo, é apoiada
por modelos tedricos (por exemplo, 0 modelo cognitivo, correspon-
dente ao vértice cognicdo), experiéncias e dados prévios (por exem-
plo, pré-testes ou dados sobre desempenho em tarefas anteriores

e estruturalmente similares) e outros fundamentos (warrants) que
ddo suporte a ela. Porexemplo, ainferéncia de que um aluno domina
um dado conhecimento, a partir da observacdo do seu desempenho
em uma tarefa, pode ser validada pela premissa tedrica (na forma
de umraciocinio dedutivo) de que, sob dadas condices, ele deve ter
um determinado desempenho nesse tipo de tarefa.

Essas premissas, baseadas na teoria ou na experiéncia prévia e que
fundamentam a inducdo dos dados para as conclusdes, podem ser
de natureza deterministica (premissas em um raciocinio légico-de-
dutivo, de fato) ou probabilistica (como em um modelo que descreve
probabilidades de resultados em funcdo de tracos latentes). De
modo geral, os fundamentos ou warrants em suporte a evidéncia sdo
consequéncias de um modelo sobre como o conhecimento no domi-
nio avaliado pode ser evidenciado.

The primary source of warrants is the same conception of know-
ledge now focusing on what can be seen when people put that
knowledge and skill to use. When we embed the relationships
among students, tasks, and performances within a statistical
(measurement) model, we elaborate the substantive warrants
so as to support probability-based inference. This allows us to
synthesize information from disparates sources into a com-
mon framework and characterize its evidentiary value, and to
reason through sometimes-complex relationships among what
we observe and what we want to infer. (MISLEVY; STEINBERG;
ALMOND, 2003, p. 13).

No entanto, explicaces alternativas podem ser dadas para (parte)
dos dados observados: essas alternativas refutam, total ou parcial-
mente, as conclusdes ao enfraquecerem a inferéncia baseada no
modelo cognitivo e demais pressupostos.

Parailustrar esses pontos, retomemos a discussdo sobre a questdo
do quadro 1, exemplificando os elementos do diagrama nesta situa-
cdo concreta. Vejamos a sintese desses elementos no exemplo da
tarefa descrita no quadro 2, a seguir.
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|
QUADRO 2

DADOS
Respostas dos alunos a questdo coletadas na plataforma de testes
do CEnPE, transcritas literalmente.

= Respostadoaluno X:

Comoovalordey (f(x)) é de 1/2 %, logo, o ponto avanca, vertical-
mente, o dobro do que avanca horizontalmente, porém, mantendo
suas dimens@es proporcionais entre si. Logo, seus volumes sdo
iguais. Alternativa A

= Respostadoaluno:
resposta e aletracdado que a fracdo meio corresponde ax
= Respostadoaluno Z:

C) ovolume de C é a metade do volume de C’ pois utilizando valores
do grdfico da funcdo f(x)=1/2x e aplicando a férmula do volume de
um cone (Ab. h)/3 e fazendo uma igualdade entre volume do eixo x
ey (CeC’ respectivamente) encontraremos a resposta. Utilizando
as coordenadas do grédfico (2,1) sendo 1 oraiode Ce 2 asuaalturae
2oraiodeC’ elasuaalturaaplicando-os a formula com uma igual-
dade entre os dois encontraremos que o volume de C=2 e C'=4.

FUNDAMENTOS PARA VALIDAR A INFERENCIA (WARRANTS).
O argumento dedutivo (estruturado em premissa e conclusdo) sub-
jacente ainferéncia é o seguinte:

Estudantes que conhecem fatos bdsicos sobre grdficos de funcdes
lineares e sobre as relacBes entre altura, drea da base e volume de um
cone representam geometricamente a situacdo descrita, formulam
corretamente o problema e apresentam uma solucdo devidamente
justificada.

Esse argumento tem suporte (backing) na seguinte crenca, de-
purada da experiéncia dos professores e de resultados em testes
anteriores, sobre a aquisicdo e a mobilizacdo de um certo elemento
do repertério matematico:

O cdlculo do volume do cone requer conhecer o fato de que esse volu-
me é proporcional a altura do cone e, também, proporcional a drea da
base. Além disso, o aluno precisa deduzir que as informacdes sobre
raios e alturas estdo contidas nos dados do problema. Em problemas
que envolvam funcdes, precisa conhecer fatos fundamentais que
relacionam representacBes algébricas e geométricas dessas funcdes.
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INFERENCIAS E AFIRMACOES

A partir dos dados e admitindo os argumentos (warrants) acima,
inferimos as seguintes afirmacdes sobre o desempenho dos alunos
em relacdo aos conhecimentos e habilidades mobilizados (de acor-
do com os fundamentos expostos anteriormente) nessa questdo.

= Afirmacgdes sobre o desempenho do aluno X

Interpretacdo da resposta observada

O aluno X utilizou as informac&es sobre o grafico da funcdo para
representar algebricamente o problema, chegando a conclusdo cor-
reta de que as dimensdes lineares em ambos 0s cones sdo proporcio-
nais. No entanto, conclui, erradamente, que os volumes sdo iguais.
Certamente, ndo considerou o fato de que o volume é proporcional a
area e, portanto, ndo diretamente proporcional ao raio da base.

Afirmacdo

O aluno ndo conhece fatos fundamentais sobre a geometria de
cones, especialmente a relacdo entre volumes e elementos lineares
ou superficiais. No entanto, revela alguma habilidade na inter-
pretacdo da representacdo grdfica e algébrica de funcdes lineares
(nesse caso, em termos de proporcionalidade entre as variaveis).

= Afirmacgdes sobre o desempenho do aluno Y

Interpretacdo da resposta observada

O aluno Y ndo fez uso da representacdo geométrica do problema.
Resposta correta, mas sem suporte como evidéncia de que domina
os conhecimentos e habilidades requeridos.

Afirmacdo

Aresposta, embora indique a alternativa correta, ndo traz ele-
mentos, de acordo com os fundamentos que consideramos, que
permitam inferir, validamente, que o aluno conhece o repertério
necessdrio para resolver a questdo.

= Afirmacgdes sobre o desempenho do aluno Z

Interpretacdo da resposta observada

O aluno Z usou asinformacdes relevantes que poderiam ser obtidas
do grdfico da funcdo. Em seguida, menciona, corretamente, a rela-
cdo algébrica entre altura, drea da base e volume do cone. Usa esses
conhecimentos para modelar o problema e conclui corretamente
qual arazdoentre osvolumes. O erro técnico cometido (ndo levar
em conta o fator multiplicativo, que, alids, ndo altera a razdo) ndo
compromete a qualidade do argumento e da estratégia usados.

v
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Afirmacdo

O aluno conhece os fatos fundamentais requeridos para resolver

a questdo, apresentando argumentos matematicamente e logica-
mente consistentes. Conseguiu, em sua justificativa, relacionar os
dados sobre a funcdo linear ao reconhecimento dos dados necessa-
rios para a comparacdo dos volumes.

EXPLICACOES ALTERNATIVAS (REFUTACOES)

Em refutacdo, sdo apresentadas explicacdes alternativas como
argumentos de que a cadeia de inferéncias ndo encontra suporte
nos dados ou nos outros argumentos, portanto, ndo seria validada.
Por exemplo, pode ser elaborada a seguinte refutacdo.

O estudante assinala a alternativa correta. No entanto, esse dado
ndo permite inferir que domine os conhecimentos avaliados: de fato,
o estudante pode assinalar que um volume é metade do outro sim-
plesmente porque considerou o coeficiente da funcdo f(x) =1/2 x ; ou
por considerar, a partir disso, que a relacdo entre os volumes é dada
pela relacdo entre as alturas ou entre os raios da base. Essa refuta-
cdo é baseada na andlise de respostas como a do aluno Y.

Finalizando esse exemplo simplificado de aplicacdo do diagrama,
concluimos que a explicacdo alternativa ndo é suficiente para
invalidar o uso do argumento, uma vez que, em sua conclusdo, esse
argumento explicita a conjuncdo légica "e apresenta uma solu-

cdo devidamente justificada". Como a tarefa envolvia tanto uma
etapade multipla escolha quanto a explicacdo (justificativa) do
raciocinio e dos fatos e procedimentos mateméaticos empregados,
aresposta apresentada pelo aluno Y ndo estd no padrdo de desem-
penho descrita na conclusdo do argumento. Portanto, a inferéncia
ndo é valida se parte desse tipo de resposta.

Observamos que, reduzindo a tarefa a uma questdo de multipla es-
colha, os resultados (respostas dos alunos, resumidas as escolhas
das alternativas) ndo seriam dados suficientes para dar suporte a
inferéncia, caso mantivéssemos o modelo cognitivo expresso no
argumento. De fato, se uma questdo de multipla escolha pudesse
produzirinferéncias validas para sustentar ainformacdo de que o
estudante domina os elementos de repertdrio avaliados, deveria-
mos considerar respostas como a do aluno Y como evidéncias em
suporte a afirmacdo de que ele conhece fatos basicos sobre grafi-
cos de funcdes lineares e as relacdes entre altura, drea da base e
volume de um cone, a premissa do argumento.
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A seguir, nos ocuparemos sobretudo da analise do dominio do conhe-
cimento matemdtico bdsico, mencionada anteriormente como uma
das camadas relevantes do ECD, em que sdo sistematizadas, para as
finalidades da avaliacdo, informacGes sobre a natureza do conheci-
mento em um dado dominio, como as pessoas 0 adquirem e como o
utilizam. Essas informacdes sdo derivadas do trabalho, do aprendi-
zado e dainteracdo das pessoas na producdo, mobilizacdo e transfe-
réncia dos conhecimentos e habilidades caracteristicos do dominio.

A anélise deve reunir e organizar essas informacdes para a elabora-
cdo dos modelos cognitivos, de tarefas e de evidéncias que reflitam
0s padrGes, estruturas e relagdes no amago do dominio de conheci-
mento em foco. Como jd apontado, alguns dos elementos considera-
dos naandlise de dominio sdo os descritos na sequéncia.

= Trabalhos e produtos valorizados na drea, desenvolvidos em
situacOes reais em que as pessoas usam o conhecimento no
dominio, realizando atividades que podem inspirar as tarefas
na avaliacdo e definir padrdes de desempenho nessas situacdes
caracteristicas.

= Caracteristicas das tarefas, que sejam recorrentes e relevantes
nas situagdes em que as pessoas usam o conhecimento para
realizar trabalhos valorizados no dominio. Os elementos dessas
tarefas sdo a base para o modelo nas avaliacGes, uma vez que
trazem informacdes sobre que aspectos do conhecimento sdo
particularmente mobilizados e de que maneiras o sdo.

= Representacdes do conhecimento, na forma esquematica, gré-
fica ousimbdlica, que devem ser aprendidas e utilizadas como
requisito a proficiéncia no dominio. Sdo essas as representacdes
usadas, nas avaliacdes, para apresentar tarefas aos sujeitos
avaliados e para observar/coletar suas respostas.

= Conhecimento valorizado no dominio, definido como os tipos de
conhecimentos e habilidades considerados relevantes na drea,
utilizados em diversas situacdes pelas pessoas com proficiéncia
nessa drea. Deve ser organizado segundo estruturas e relacées
internas ao domfnio, tais como curriculos, mapas de conheci-
mento, analises de performance e teorias sobre o desenvolvi-
mento das competéncias.

= Rela¢des conhecimento-tarefas, distinguindo, em particular, os
graus de complexidade e os padrdes de desempenho na mo-
bilizacdo de conhecimentos e habilidades para a execucdo de
diferentes tarefas. Comisso, sdo identificadas caracteristicas
de tarefas que permitem mobilizar determinados aspectos do
conhecimento de modo a estabelecer inferéncias a respeito da
proficiéncia dos sujeitos quanto a esses aspectos.
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Explicacoes
alternativas,

com suporte em
caracterfsticas das
tarefas e em condicdes
de sua aplicacdo

Zieky (2014) descreve, de forma bastante sintética, alguns questio-
namentos que direcionam a andlise de dominio, que mencionamos a
seguir.

= Quaisconhecimentos, habilidades e atitudes (do trinémio know-
ledge, skills and aptitudes - KSA) sdo 0s mais importantes?

= Comoesses conhecimentos, habilidades e atitudes sdo represen-
tados?

= Comoosconhecimentos, habilidades e atitudes sdo relacionados
uns aos outros?

= Como os conhecimentos, habilidades e atitudes sdo, em geral,
adquiridos e como sdo usados no mundo real?

= Quetiposde trabalhos/tarefas, dependentes dos conhecimen-
tos, habilidades e atitudes, sdo valorizados no dominio?

= Comoum trabalhode boaqualidade é distinguido de um traba-
Iho mediocre ou de baixa qualidade?

A andlise dedominio é complementada, na arquitetura do ECD, com
a modelagem do dominio, em que os principais elementos sdo 0s mo-
delos de tarefas e de evidéncias, juntamente com seus pressupostos
tedricos, conforme apresentamos anteriormente, de modo abrevia-
do, nadiscussdo sobre a estrutura do argumento que vai dos dados
asinferéncias. De acordo com Mislevy, Steinberg e Almond (2003, p.
20), em traducdo livre, “a modelagem de domfnio consiste em estru-
turas sistematicas para descrever as proficiéncias que sdo de interes-
se, as formas de obter observacdes que evidenciem proficiéncia e 0s
meios de elaborar situacdes que possibilitem gerar a evidéncia”.

O diagrama a seguir completa o anterior com as especificacGes e as
camadas da modelagem do dominio e é baseado na figura 4 do artigo
de Mislevy, Steinberg e AlImond (2003, p. 21).

Paradigmas de proficiéncia

N ~ (e.g., competéncias, padrdes
aﬁrmagoes de desempenho)

Interpretacdo:

Refutacdo

Validacges, com

Inferéncias |- Deducdo SUPQITHS G T30
(cognicdo), pesquisas,

experiéncia ou dados

Indugao Caracteristicas das Paradigmas de tarefas:
3 tarefas e condicdes caracterfsticas de tarefas que
em que sdo aplicadas demandam trabalho relevante

Observagao: Dados, registros e Paradigmas de evidéncias:
dados sinteses do trabalho evidéncias védlidas e como
com as tarefas identifica-las nos resultados

do trabalho com as tarefas.

Uma discussdo pormenorizada de todos esses componentes extra-
pola os limites deste relatdério. Recomendamos ao leitor interessado
o artigo supracitado de Mislevy, Steinberger e Almond (2003) como
uma referéncia para aprofundamento.
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3. ANALISE E MODELAGEM DE
DOMINIO A PARTIR DAS BASES
CURRICULARES

Retomando o conceito de anédlise de dominio, ressaltamos que,

de acordo com Mislevy, Almond e Steinberg (2013), o desenho de
avaliacdo deve reunir e organizar informacdes sobre a natureza do
conhecimento na drea em consideracdo, 0s modos como as pessoas
adquirem esse conhecimento e as formas como o utilizam.

Portanto, um dos componentes do modelo avaliativo diz respeito a
coletar e sistematizar informacdes relevantes para o desenho das
tarefas e das evidéncias sobre os padrdes, estruturas e relacdes
entre os conhecimentos em um dado dominio da atividade huma-
na, o qual, neste estudo, é a Matemdtica Basica. Relembramos que
o componente de andlise do domfnio no ECD abrange, segundo os
autores, as categorias a seguir.

= Conhecimentos e habilidades pertinentes ao domfnio e consi-
derados importantes pelos especialistas no dominio (valued
knowledge).

= Estruturaserelagdes entre os conhecimentos: estruturas con-
ceituais em que estdo organizados os conhecimentos do domi-
nio, como curriculos, mapas, descricdes e regras especificando
padrées de desempenho e modelos de desenvolvimento das
competéncias.

= Atividades realizadas em situacdes reais em que pessoas utili-
zam os conhecimentos daquele dominio. Esses usos e ativida-
des podem inspirar tarefas, além de ajudar a definir padrdes de
desempenho com caracteristicas relevantes de cada padrdo. Essa
é categoria que Mislevy e seus colaboradores chamam de valued
work.

« Caracteristicas relevantes e recorrentes das tarefas (task featu-
res) nas situacdes reais em que os conhecimentos do dominio
sdo mobilizados. Essas caracteristicas fornecem indicios impor-
tantes para o desenho de tarefas no modelo de avaliacdo, ao
permitir enfatizar quais aspectos do conhecimento devem ser
enfocados de modo a produzir evidéncias vdlidas sobre o desem-
penho. A proficiéncia dos sujeitos é baseada tanto nas regulari-
dades observadas em seu comportamento frente as situacdes
em que os conhecimentos sdo mobilizados quanto nas diferen-
casem seus desempenhos, aprendizados e éxitos.
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= Formasderepresentacdo (e.g., textuais, simbdlicas, graficas, es-
quemadticas) no dominio de conhecimento, com as quais devem
serestruturadas as tarefas apresentadas nos testes e as respos-
tas dadas pelos sujeitos avaliados.

= Resultados produzidos pelas pessoas nas tarefas em que mobi-
lizam os conhecimentos do dominio considerado. A observacdo
desses resultados deve revelar o desempenho em efetuar as
tarefas e sdo as bases para a formulacdo de rubricas e modelos
de mensuracdo.

= RelacBesentre conhecimentos e tarefas, ou seja, entre conhe-
cimentos do dominio, situactes e tarefas e o desempenho dos
sujeitos expostos a esses contextos. Essa categoria da andlise
de dominio é um fundamento para o desenho de tarefas que
permitam produzir evidéncias sobre os aspectos de proficiéncia
nos conhecimentos considerados na avaliacdo.

Em suma, de acordo com Mislevy e Haertel:

As the first stage in assessment design, Domain Analysis leads
us to understand the knowledge people use in a domain, the re-
presentational forms, characteristics of good work, and features
of situations that evoke the use of valued knowledge, proce-
dures, and strategies. These categories of information presage
the entities and structures that appear in subsequent layers.
(MISLEVY; HAERTEL, 2006, p. 7).

CONTEUDOS, HABILIDADES E PROCESSOS
COGNITIVOS NABNCC

O curriculo é um recurso natural para iniciarmos a analise de domf-
nio. Sendo assim, apresentamos aqui, de forma sucinta, algumas
das diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) na area de
Matemdtica.

A BNCC (BRASIL, 2017) relaciona conhecimentos e habilidades que
concorrem para o desenvolvimento de competéncias na trajetdria do
ensino bdsico de Matemdtica. No Ensino Fundamental, as habili-
dades na BNCCestdo reunidas em unidades temdticas descritas a
seguir.

= Nimeros: compreensdo dos niimeros naturais, inteiros, racionais
ereais e das operacdes entre eles, demandada na resolucdo de
problemas em diversos contextos cotidianos, matematicos e em
outras areas do conhecimento.

« Algebra: “demandas para identificar relacdes de dependéncia
entreduas grandezas em contextos significativos”, bem como
expressa-las e aplicd-las na linguagem algébrica, além de resolver
problemas envolvendo equacdes e inequactes algébricas.

= Geometria: compreensdo dos efeitos de transformacdes geomé-
tricas (e.g., homotetias), associando-0s as no¢des de congruén-
cia e de semelhanca; além disso, contempla habilidades sobre
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o uso de coordenadas na localizacdo e na descricdo de desloca-
mento no ambiente geométrico.

= Grandezas e Medidas: unidade tematica de interface, em que
grandezas sdo expressas aritmeticamente, fazendo uso das
habilidades de pensamento numérico; em que relagdes entre
grandezas e suas variacdes podem ser algebricamente descri-
tas e estudadas; e em que grandezas geométricas, como dreas
e volumes, sdo modelos naturais para o desenvolvimento dos
conhecimentos e habilidades na unidade.

= Pensamento Probabilistico: eixo temdtico que perpassa desde
nocdes intuitivas de eventos aleatdrios, espacos amostraise
medidas de probabilidade, até o desenvolvimento da expressdo
matemdtica dessas categorias, com a modelagem de distribui-
¢Ges de probabilidade elementares (e.g., distribuictes discretas
uniformes), drvores de possibilidades, interpretacdo frequen-
tista de probabilidades, principio multiplicativo e técnicas de
contagem, entre outros tépicos, geralmente apresentados com
énfase em simulacGes, experimentos e registros. Portanto, ha
um enlace entre os desenvolvimentos da Probabilidade e da
Estatistica na BNCC, umavez que as habilidades associadas a
esta Ultima dizem respeito ao planejamento e a realizacdo de
pesquisas amostrais; ao cdlculo, ao uso e a interpretacdo de
medidas de tendéncia central; a comunicacdo de resultados,
segundo diversas representacdes graficas; e a andlise critica de
dados quando divulgados, por exemplo, na midia.

O Pensamento Computacional, na BNCC do Ensino Fundamental,
perpassa essas unidades tematicas, desde, por exemplo, o trabalho
com anocdo de algoritmo nas operac@es aritméticas ao uso de soft-
wares para estabelecer conjecturas e produzir evidéncias em Geome-
tria, tanto a propdsito da construcdo de figuras e do reconhecimento
de suas simetrias e invariancias quanto no cdlculo, estimado ou
exato, de medidas geométricas. Os experimentos e simulacdes, bem
como o registro, a organizacdo e a visualizacdo dos dados, desenvol-
vidos no eixo de Probabilidade e Estatistica requerem, igualmente,

a mobilizacdo de conhecimentos e habilidades de Pensamento
Computacional.

Especial énfase é dada, na BNCCdo Ensino Fundamental, ao desen-
volvimento na nocdo de proporcionalidade, em suas representacdes
aritmética, algébrica e geométrica. Essa “grande ideia” é trabalhada,
em uma espiral ascendente, ao longo de algumas cadeias de co-
nhecimentos e habilidades no curriculo, agregando tépicos como:
equivaléncia de fracdes; raz8es e taxas de variacdo; representactes
geomeétricas de relacdes de proporcionalidade no plano cartesiano;
modelagens em termos de equacdes lineares; descricdo quantitativa
derelactes de semelhanca; mudancas de escala ou de unidades de
medida; médias aritméticas; no¢des intuitivas de regressdo linear;
entre outros.

Esse é um exemplo da conectividade dentro de uma unidade tema-
ticaeentre unidades tematicas, evidenciando um eixo estrutural
da base curricular. Outras dessas grandes ideias estdo no arcabouco
da base curricular,de modo mais ou menos evidente, ao longo da
progressdo. Em alguns casos, sdo apenas sugeridos a partir de uma
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andlise mais profunda do que estaria na fronteira do curriculo; isto
é, alguns conjuntos de conhecimentos e habilidades que se vdo
consolidando na trajetdria curricular convergem para estruturas

ou aplicacdes que lhes ddo coesdo e sentido, mas que ndo estdo,
necessariamente, explicitados na base. Esses objetivos para os quais
o curriculo converge poderiam ajudar no entendimento das compe-
téncias especificas descritas na BNCC, representando expectativas
de aprendizagem esperadas na trajetdria escolar. Na secdo seguinte
e noquadro 7, mostramos alguns exemplos, na BNCC do Ensino
Médio, desses pontos focais de convergéncia curricular, discutindo
de que modo poderiam ser descricdes que explicitariam alguns dos
objetivos gerais formulados nas competéncias.

Enfatizamos que as unidades temdticas no Ensino Fundamental
ndo sdo estanques e, sim, articuladas e interdependentes, como

é proprio do conhecimento matemadtico. Além disso, concorrem
para uma visdointegrada e panoramica da Matematica Basica que
deve ser ampliada, aprofundada e consolidada no Ensino Médio,

de acordo com o préprio documento da BNCC: “Em continuidade a
essas aprendizagens, no Ensino Médio o foco é a construcdo de uma
visdo integrada da Matemadtica, aplicada a realidade, em diferentes
contextos.” (BRASIL, 2017, secdo 5.2).

Aponta-se, ainda, que a progressdo da BNCC no Ensino Médio deve
fazeruso do potencial adquirido no Ensino Fundamental, ampliando
o letramentoinicial consolidado nessa etapa.

Novos conhecimentos especificos devem estimular processos
mais elaborados de reflexdo e de abstracdo, que deem sustenta-
cdo a modos de pensar que permitam aos estudantes formular e
resolver problemas em diversos contextos com mais autonomia
e recursos matemadticos. (BRASIL, 2017, secdo 5.2).

As habilidades, para a etapa do Ensino Médio, devem desenvolver
processos de investigacdo, modelagem e resolucdo de problemas.
Essas competéncias envolvem, sempre segundo a BNCC, as acGes
descritas a seguir.

= Raciocinar: “investigar, explicar e justificar as solucdes apresen-
tadas para os problemas, com énfase nos processos de argumen-
tacdo matemadtica.”

= Representar: “espera-se que os estudantes conhecam diversos
registros de representacdo e possam mobiliza-los para modelar si-
tuacdes diversas por meio da linguagem especifica da Matematica.”

= Comunicar: “os estudantes precisam apresentar e justificar seus
resultados, interpretar os resultados dos colegas e interagir com
eles.”

= Argumentar: “(...) seu desenvolvimento pressupde também a
formulacdo e a testagem de conjecturas, com a apresentacdo de
justificativas, além dos aspectos jd citados anteriormente em
relacdo as competéncias de raciocinar e representar.”

No referencial da BNCC, prevalece, portanto, o objetivo do desenvol-
vimento de competéncias complexas (e.g., resolucdo de problemas,
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pensamento critico, comunicacdo, colaboracdo) a partir dos conhe-
cimentos e habilidades descritos nas duas etapas de aprendizagem.
Comodiscutido nas secBes anteriores, esse objetivo depende da
aquisicdo, estruturacdo e mobilizacdo de um repertdrio matematico
de conceitos, fatos, procedimentos e técnicas.

Tomemos como exemplos algumas das competéncias especificas

relativas a progressdo curricular no Ensino Médio. Transcrevemoaos,
natabelal, a terceira,aquartaeaquinta dessas competénciase

algumas habilidades associadas diretamente a cada uma delas.

Tabela1l-Algumas competéncias especificas e habilidades presentes na BNCC

Competéncias especificas Habilidades associadas

o o ) ~ (EM13MAT302) Construir modelos empregando
3_‘}“'"2“ estrategias, conceitos, defi- 35 funcses polinomiais de 1° ou 2° graus, para
nicdes e procedimentos matemdticos  resolver problemas em contextos diversos, com ou

para interpretar, construir modelos e sem apoio de tecnologias digitais.
resolver problemas em diversos con-

textos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequacdo das solugdes
propostas, de modo a construir argu-
mentacdo consistente.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que
envolvem grandezas determinadas pela razdo ou
pelo produto de outras (velocidade, densidade
demografica, energia elétrica etc.).

(EM13MAT401) Converter representacdes al-
gébricas de fungdes polinomiais de 1° grau em
representacfes geométricas no plano cartesiano,
distinguindo 0s casos nos quais o comportamento
4 - Compreender e utilizar, com flexibi- ¢ proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou
lidade e precisdo, diferentes registros  aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.
de representacdo matemdticos (algé-
brico, geométrico, estatistico, compu-
tacional etc.), na buscade solucdoe
comunicacdo de resultados de proble-
mas.

(EM13MAT402) Converter representacdes al-
gébricas de funcdes polinomiais de 2° grau em
representacfes geométricas no plano cartesiano,
distinguindo os casos nos quais uma varidvel for
diretamente proporcional ao quadrado da outra,
recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de
dlgebra e geometriadinamica, entre outros mate-
riais.

5-Investigar e estabelecer conjectu-

ras arespeitode diferentes conceitos  (EM13MAT501) Investigar relacBes entre ndime-

e propriedades matematicas, empre- ros expressos em tabelas para representa-los no
gando estratégias e recursos, como plano cartesiano, identificando padrdes e criando
observacdo de padr@es, experimenta-  conjecturas para generalizar e expressar algebrica-
cGesediferentes tecnologias, identifi-  mente essa generalizacdo, reconhecendo quando
cando a necessidade, ou ndo, de uma essarepresentacdo é de funcdo polinomial de 1°
demonstracdo cada vez mais formalna grau.

validacdo das referidas conjecturas.

v
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5-Investigar e estabelecer conjectu-
ras arespeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empre-
gando estratégias e recursos, Como
observacdo de padr@es, experimenta-
cGesediferentes tecnologias, identifi-
cando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na
validacdo das referidas conjecturas.

(EM13MAT502) Investigar relagcdes entre nime-
ros expressos em tabelas para representd-los no
plano cartesiano, identificando padr&es e criando
conjecturas para generalizar e expressar algebrica-
mente essa generalizacdo, reconhecendo quando
essa representacdo é de funcdo polinomial de 2°
grau do tipoy = ax

(EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de
minimo de funcBes quadraticas em contextos envol-
vendo superficies, Matematica Financeira ou Cinemd-
tica, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT506) Representar graficamente a varia-
cdo da dreaedo perimetro de um poligono regular
quando os comprimentos de seus lados variam,
analisando e classificando as funcées envolvidas.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressdes
aritméticas (PA) a funcdes.

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relati-
vos ao comportamento de duas varidveis numéricas,
usando ou ndo tecnologias dainformacdo, e, quan-
do apropriado, levar em conta a variacdo e utilizar
uma reta para descrever a relacdo observada.

Dados os objetivos de aprendizagem fixados nessas competéncias
especificas, os quais demandam, em particular, a consolidacdo das
habilidades da BNCC a elas associadas, torna-se natural fazer as
perguntas a seguir.

= Quaiselementos do repertério, em termos de conhecimentos e skills,
sdo necessarios para o desenvolvimento dessas competéncias?

= Deque modo esses elementos devem ser organizados, estrutu-
rados e mobilizados para que as competéncias sejam desenvol-

vidas?

=  QuerelagBes Idgico-cognitivas entre esses conhecimentos e
habilidades podem ser mapeadas de modo a permitir desenhar
percursos curriculares que, progressiva e recursivamente, convir-
jam para as competéncias almejadas?

= Queatividades ou tarefas sdo relevantes para evidenciar a aqui-
sicdo, organizacdo e mobilizacdo dos conhecimentos e habilida-
desrequeridos, de forma progressiva e articulada, para o pleno
desenvolvimentos das competéncias?

= Comogerarevidénciasva

idas, a partir de avaliacBes compostas

por tarefas relevantes, sobre a consolidacdo do repertérioe o
consequente desenvolvimento das competéncias?
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Como vimos, os achados da Psicologia Cognitiva, que corroboram a
intuicdo dos matemdticos sobre a formacdo de pensamento ma-
temdtico de alta ordem, reforcam a necessidade da estruturacdo
dindmica do repertério como condicdo sine qua non para que os estu-
dantes confrontem demandas complexas relativas a modelagem,
resolucdo de problemas, descoberta e criacdo matematicas.

No caso especifico das competéncias destacadas e das habilidades
da BNCC que lhes correspondem, observamos que hd uma demanda
por higher-order thinking skills encapsulada em verbos como “cons-
truir modelos”, “resolver problemas”, “construir argumentacdo”,
“compreender”, “estabelecer conjecturas”, “investigar”, que com-
pGem as sentencas descritoras das competéncias especificas. Além
disso, algumas dessas operacdes cognitivas, como “compreender”,
sdo dificilmente observdveis ou mensurdveis, mesmo indiretamente,

a partirde um conjunto de tarefas.

N&o bastassem essas dificuldades, o fato de que as habilidades
devem ser mobilizadas em problemas formulados em diversos
contextos torna ainda mais desafiador circunscrever que tipos de ta-
refas podem produzir evidéncias vdlidas sobre a consecucdo desses
objetivos de aprendizagem.

Portanto, a andlise de dominio, partindo dos objetivos de aprendi-
zagem fixados pela BNCC, requer, como uma de suas etapas iniciais,
definirmos o repertdrio matemdtico necessdrio, ndo apenas na
forma de tépicos, mas, mais profundamente, com a descricdo de pa-
drGes, estruturas e relagdes intrinsecas ao dominio da Matematica
Bdsica. Além disso, é preciso conectar elementos desse repertério a
processos cognitivos em diversos arranjos e niveis de complexidade,
apropriados para definir conjuntos de tarefas relevantes nos diver-
S0Ss contextos, matemadticos ou exteriores a Matemadtica, em que
conhecimentos e habilidades sdo evocados e combinados.

No quadro 7, partimos da selecdo de competéncias e habilidades da
tabela 1 paraidentificarmos, a guisa de exemplo, contelidos mate-
mdticos e processos cognitivos que podem ser articulados, em dife-
rentes configuragdes, em percursos que conduzam ao cumprimento
de alguns dos objetivos curriculares implicitos nas competéncias
enunciadas.

Complexidade das competéncias especificas na BNCC e mapas de
progressao

As habilidades da BNCC transcritas na tabela 1 envolvem conheci-
mentos sobre fun¢des de primeiro grau (afins) e funcées de segundo
grau (ou quadraticas). Mesmo quando ndo mencionam explicitamen-
te a terminologia de funcdes, dizem respeito a no¢do de proporcio-
nalidade ou linearidade, como é o caso das seguintes habilidades:

= EMI13MAT5314 (em que sdo trabalhadas grandezas relativas,
dadas porrazées ou produtos, isto é, por relacdes de proporcio-
nalidade direta ou inversa);

=  EMI13MAT506 (que considera as grandezas geométricas de peri-
metro e de drea como exemplos de func¢des que variam, respecti-
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vamente, de forma linear ou quadratica com respeito as medidas
lineares de figuras planas);

EM13MATS07 (concernente a progressdes aritméticas, versdes
discretas de funcdes afins);

EM13MAT510 (em que a nocdo de regressdo linear é prenunciada
pelainterpolacdo de retas, dados pares ordenados determina-
dos pelos valores amostrais de varidveis aleatérias).

Algumas temdticas unificadoras e “grandes ideias” sdo antecipadas e
entrevistas, em seus fundamentos mais bdsicos, nesse rol de compe-
téncias e de habilidades da BNCC. Vejamos alguns exemplos a seguir.

A habilidade EM13MAT503 menciona problemas bdsicos de
otimizacdo associados a func¢des quadrdticas. Essas funcgdes
oferecem um modelo fundamental (simples, mas contendo
varios elementos conceituais relevantes em constru¢des mais
gerais) para diversos problemas de otimizacdo que surgirdo, sob
diferentes representactes, em Fisica, Economia, Engenharia e
Estatistica, normalmente em variantes de problemas de “mini-
mos quadrados”. Portanto, a habilidade da relevo as funcdes
quadraticas ndo apenas como os primeiros modelos funcionais
ndo lineares vistos no ensino basico, mas também como fer-
ramentas de linguagem apropriadas para formular problemas
realisticos de otimizacdo. Essas ideias, trabalhadas de modo ain-
da preliminar no Ensino Médio, servirdo de base, por exemplo,
para umaimensa amplitude de técnicas baseadas em minimizar
distancias via projecdes ortogonais. Sendo assim, a habilidade
antecipa conhecimentos que estardo presentes no substrato de
desenvolvimentos cientificos em vdrias dreas (Estatistica, Cién-
cia de Dados, Optica Geométrica, teoria de selecdo de carteiras
em Financas, para citar apenas alguns exemplos).

A habilidade EM13MAT510 é um ponto de convergéncia de mode-
los lineares e quadraticos. Alguém versado em Estatistica Bdsica
reconhece, de imediato, os rudimentos da ideia de regressdo
linear nessa habilidade - técnica fundamental, mas extrema-
mente disseminada em varios campos cientificos e tecnoldgicos,
que se baseia nos minimos quadrados, mencionados noitem
anterior, e, por 6bvio, na interpretacdo geométrica e algébrica de
coeficientes de uma equacdo ou funcdo linear. Fun¢des quadra-
ticas sdo essenciais para essa habilidade tanto para modelar
distancias entre pontos ou entre pontos e retas, presentes na
regressdo linear, quanto para definir medidas de variabilidade.

As habilidades EM13MAT402 e EM13MAT502 envolvem a explo-
racdo de funcBes ou expressdes quadraticas na modelagem de
relacBes de ndo proporcionalidade entre varidveis, como é 0 caso
da drea como funcdo de uma medida linear. A experimentacdo
com o tracado de graficos confere concretude as no¢des de cur-
vatura e aceleracdo, contrapartes geométrica e dinamica de um
mesmo conceito (predominante nas leis fisicas de movimento),
que podem ser experimentadas (inclusive com instrumentos fisi-
cos, mecanicos ou eletrénicos) no desenho geométrico de curvas
planas. As simetrias de parabolas e os efeitos de transformacdes
geomeétricas (translacdes verticais, homotetias em um dos eixos,
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entre outras) devem ser interpretados em termos de mudancas
nos coeficientes: aqui, ha uma distincdo importante, que apare-
cena Economia e em Engenharia, entre varidveis enddgenas e
parametros exdgenos aos modelos.

« Fechandoessecircuito de ideias, todas embriondrias nesses nés
no curriculo, problemas de maximos e minimos, modelados por
funcBes quadraticas, ajudam a antecipar, com a devida dis-
cussdo dirigida pelo professor, a profunda ideia de que formas
dtimas tém simetria, como na discussdo de retangulos com pe-
rimetro fixo e maxima drea, para citar um exemplo costumeiro,
associado a EM13MAT506.

Nesses pontos, esbocamos como conhecimentos e habilidades pre-
vistas na BNCC podem estar na base de desenvolvimentos e aplica-
¢0es complexas da Matematica que, concretamente, requerem as
competéncias especificas a que essas habilidades estdo associadas.
Porexemplo, o objetivo geral de aprendizagem expresso na com-
peténcia especifica 3 - “utilizar estratégias, conceitos, definicdes e
procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilida-
de dos resultados e a adequacdo das solucfes propostas, de modo a
construirargumentacdo consistente” - pode requerer descrever uma
trajetdria ajustando uma pardbola a alguns dos pontos e estiman-
do os erros cometidos nesse ajuste; ou, ainda, elaborar medidas da
precisdo com que os valores em um certo conjunto de dados podem
ser descritos por uma funcdo linear.

Em suma, as competéncias especificas poderiam ser, efetivamente,
determinadas com mais concretude caso fosse possivel exemplificar
situac¢des, no cotidiano ou em diversos campos profissionais, em que 0s
conhecimentos e habilidades na base dessas competéncias sdo reque-
ridos, articulados, aprofundados, recriados, recombinados e ressigni-
ficados. Executar tarefas auténticas com o uso desses conhecimentos
poderia significar que as competéncias estdo, de fato, desenvolvidas. As
evidéncias, nesse caso, ndo seriam sobre habilidades tomadas isolada-
mente, mas relativas ao concerto dessas habilidades na resolucdo de
problemas em diversos contextos e niveis de complexidade.

Uma vez que essas habilidades contribuem, em arranjos dinami-
cos e variegados, para o desenvolvimento das competéncias e sdo
andaimes para grandes temas da Matemdtica, como exemplificamos
acima, uma avaliacdo lastreada na BNCC deve conter tarefas que
apontem para a frente, ou seja, em que se exercitem a visdo integra-
da da Matematica e atitudes de pesquisa, prospeccdo, experimen-
tacdo e criacdo matematica. Conjecturas, generalizacdes, analogias,
correspondéncias, teoremas, deducdes e inducdes, todos esses
aspectos da atividade matematica estdo embutidos, embora nem
sempre explicitamente, nos processos de elevada complexidade
presentes nas competéncias especificas da BNCC.

Aescassez de comentarios de natureza pedagdgico-matematica
sobre essas competéncias e a falta de exemplos de tarefas que
concretizem realizacGes esperadas dessas competéncias torna a
transposicdo da BNCC para o planejamento escolar uma tarefa ardua
para o professor.
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Poroutro lado, um modelo avaliativo que pretenda gerar evidén-
cias sobre o desenvolvimento, nos estudantes, das competéncias
especificas da drea de Matematica ndo pode utilizar apenas tarefas
procedimentais que acessem aspectos de menor demanda cognitiva
das habilidades correspondentes a essas competéncias, segundo o
paradigma “umitem, uma habilidade”.

O fatode que ascompeténcias acionam conjuntos articulados de
habilidades presentes na BNCC em demandas cognitivas de elevada
complexidade requer tarefas que envolvam compreensdo concei-
tual, fluéncia procedimental e a aplicacdo, nem sempre imediata,
dalinguagem e do raciocinio matematico em situacfes que exigem
modelagem e as consequentes validacdo e comunicacdo dos mode-
los e dos procedimentos empregados.

DOMINIOS DE CONTEUDOS E PROCESSOS
COGNITIVOS NO PISA

No caso do Pisa, a andlise de dominio leva em conta dois aspectos da
literacia matematica, definida, de acordo com o framework de 2021
(OECD, 2018), como (em traducdo livre):

Literacia matemdtica é a capacidade do individuo em racioci-
nar matematicamente e em formular, empregar e interpretar
conhecimento matemdtico na resolucdo de problemas em uma
variedade de contextos do mundo real. Isso inclui conceitos,
procedimentos, fatos e ferramentas para descrever, explicare
predizer fenémenos. [Essa competéncia] auxilia os individuos
em reconhecer o papel que a Matemdtica desempenha no
mundo e em elaborar juizos e tomar decisées fundamentados,
necessdrios para uma cidadania, no século XXI, que seja cons-
trutiva, participativa e reflexiva. (OCDE, 2018).

Os aspectos ressaltados na definicdo sdo o raciocinio matematico e
a capacidade de resolver problemas matematicamente modelados.
Os processos cognitivos envolvidos na resolucdo de problemas, bem
como 0s contextos em que esses sdo apresentados, serdo discuti-
dos mais adiante. Por ora, focamos na descricdo de standards que,
no referencial do Pisa, sdo considerados como bases do raciocinio
matemdtico que seriam estruturadas na formacdo escolardo aluno
(“key understandings that undergird school mathematics”) e avaliadas
nos testes.

Essas bases, que formam o niicleo do raciocinio matemadtico, perpas-
sam os dominios de conhecimento e podem ser entendidas como
metas de aprendizagem para as quais convergem a educagdo mate-
mdtica dos aprendizes (nesse caso, jovens de 15 anos, publico que
participa dos testes do Pisa). No framework de 2022, algumas dessas
metas sdo descritas a seguir.
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1. Compreender a nocdo de quantidade, os sistemas numeéricos e
suas propriedades algébricas

Alguns conhecimentos e habilidades necessarios para a compreen-
sdoda nocdo de quantidade sdo:

= comparar cardinalidades de conjuntos de objetos;

= contar, recorrendo a estimativas, arredondamentos e ordens de
grandeza;

= usarnumerosem classificacGes, ou seja, em seu aspecto ordinal
emvez de cardinal;

= usarnumerosem medidas, ou seja, na quantificacdo de atributos
de objetos;

= UusarnUmeros para expressar quantitativamente relaces, situa-
¢Ges ou fendmenos do mundo real.

Poroutrolado, a compreensdo dos sistemas numéricos (e.g., 0
sistema decimal posicional decimal na base da Aritmética) e de suas
propriedades algébricas depende de conhecimentos e habilidades
necessdarios como os descritos a seguir.

= Conhecerecompreender os sistemas numéricos e como estdo
encaixados (dos naturais para os inteiros; desses para 0s racio-
nais; e, por fim, dos racionais para os reais).

= Compreender, efetuar e utilizar as operacdes aritméticas (inclu-
sive fazendo uso de suas propriedades fundamentais, tais como
comutatividade, associatividade e distributividade da multipli-
cacdo com respeito a adicdo) nos sistemas numeéricos.

= Compreender e estabelecer equivaléncia entre as diversas repre-
sentacdes dos niimeros (em termos de algarismos, no sistema
decimal posicional, por exemplo, ou em termos de pontos na reta
numérica); perceber como essas representactes permitem expri-
mir eficientemente os nimeros e realizar operacdes entre eles.

= Compreender como as sucessivas expansdes dos sistemas
numeéricos permitem resolver equacdes progressivamente mais
complicadas (e.g., inversos aditivos ou multiplicativos permitem
determinar termos desconhecidos em uma dada soma ou produ-
to, respectivamente).

Esses conhecimentos e habilidades acerca da Aritmética e das estru-
turas algébricas que ja se anunciam nalida com as operacdes aritmé-
ticas, as relacdes entre elas (por exemplo, entre adicdo e subtracdo
como operacdes “inversas” uma da outra) e suas propriedades pro-
vém bases para o avanco em outros dominios. Notadamente, mas
ndo unicamente, esse é o caso da Algebra, especialmente no que diz
respeito a manipulacdo com expressdes algébricas (adicdo, multipli-
cagdo, potenciagdo com expoentes naturais, operacdes que seguem
regras que estendem as das propriedades aritméticas correspon-
dentes) em procedimentos de agrupamento, simplificacdo, fatora-
cdo, entre outros. Além disso, a solucdo de equacdes lineares, por
exemplo, tem alguns antecedentes em problemas que demandam
determinar uma dada parcela ou fator em uma soma ou produto,
respectivamente. Esses fundamentos da Aritmética sdo igualmente
importantes, na progressdo de aprendizagens do estudante, para a
elaboracdo de modelos funcionais e para a sistematizacdo e a inter-
pretacdo de dados numéricos com reconhecimento e comparacdo de
padr&es, por exemplo.
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2. Apreciar o poder da abstracdo e das representacgdes simbélicas

Essa meta de aprendizagem diz respeito as estruturas matemdticas
intrinsecamente, mesmo quando ndo relacionadas a um contexto,
uma motivacdo ou uma aplicacdo sugeridos pelo mundo real. En-
volve reconhecer ou revelar similaridades estruturais entre objetos
matematicos e, a partir delas, construir relacdes entre esses objetos.
Por exemplo, operacdes aritméticas tanto com ndmeros decimais
(decompostos em poténcias de dez) quanto com polindmios (decom-
postos em poténcias da varidvel real) tém propriedades homdlogas de
comutatividade, associatividade e assim por diante. Perceber essas
homologias e elaborar definicdes e propriedades que descrevem essas
correspondéncias e facam uso delas é um exemplo do pensamento
abstrato que orienta o desenvolvimento da Matemdtica. Essa com-
peténcia tem ébvios impactos na formacdo do pensamento compu-
tacional no aprendiz, bem como no manuseio de conceitos e técnicas
que requerem elevado nivel de abstracdo (basta pensarmos em como
genes, bits, informacdo, blockchains, inteligéncia artificial e outras
entidades abstratas sdo determinantes do nosso cotidiano).

Criar, operar e darsignificado a conceitos, estruturas, relacdes, pro-
priedades e fatos resultantes de um processo de abstracdo sdo ha-
bilidades presentes quando, por exemplo, percebemos, por meio da
inducdo vulgar,que a drea de um triangulo é expressa pela metade
do produto de um de seus lados pela altura correspondente, inde-
pendentemente do tridngulo em questdo; ou de que essa medida
de drea é invariante por movimentos rigidos do plano, ou seja, ndo
depende de como o triangulo é posicionado no plano.

Um elemento fundamental de organizacdo e comunicacdo do
raciocinio matematico, a representacdo de nocGes e estruturas
matemdticas (em palavras, na lingua natural, e simbdlicas, graficas,
numeéricas, geométricas ou mesmo em c6digos computacionais) per-
mite apresentar ideias matemadticas de forma sucinta. Além disso,
ajuda a analisar criticamente o uso de conceitos e de procedimentos,
tornando-o mais eficiente. Por fim, a representacdo é indispensavel
na modelagem matematica, ao permitir elaborar formalismo mate-
matico que seja um modelo simplificado/idealizado do fendmeno ou
problema no mundo real, do qual sdo abstraidos os elementos que
forem relevantes.

3. Perceber estruturas matematicas e suas regularidades

As representacdes simbdlicas sdo elementos de linguagem impor-
tantes para descrever estruturas matemdticas. Reciprocamente,
essas estruturas, ao serem reconhecidas ou descobertas, trazem
significados e interpretagdes para contelidos matemdticos represen-
tados simbolicamente. Uma estrutura que relaciona objetos ma-
temdticos permite um avanco na compreensdo desses objetos que
ndo sereduz ao entendimento de cada um deles isoladamente: as
relacGes entre os objetos, evidenciadas pela estrutura, trazem seu
conhecimento a outro patamar.

Estruturas sdo pervasivas em Matemadtica e permitem estabelecer

correspondéncias, seja entre dominios diferentes do conhecimento
matemdtico, seja entre diferentes representacdes matematicas de
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um dado objeto. Isso é particularmente (til no esforco de modela-
gem. Vejamos alguns exemplos a seguir.

a) O aluno pode perceber que as reflextes e rotacdes no plano po-
dem ser combinadas, ou seja, podemos aplicar, a uma dada figu-
ra, uma sequéncia de duas ou mais dessas transformac@es. Essas
transformacdes podem ser, portanto, “multiplicadas” segundo
regras proéprias, algumas das quais similares as da multiplicacdo
entre numeros.

b) Os coeficientes de uma equacdo linear sdo parametros que, quan-
do alterados, correspondem a movimentos da reta representada
por essa equacdo no plano. Portanto, as manipulacdes algébricas
com os coeficientes de duas equacdes em um sistema correspon-
dem a “mover” retas no plano, preservando sua interseccdo.

c) OperacBes com nimeros naturais seguem regras operatorias
estruturalmente similares as regras de operaces com polinémios.

d) Amostras de valores de varidveis de interesse, organizadas
em conjuntos de dados obtidos em contextos diferentes, podem
ter distribuicdes muito préximas, indicando que a variabilidade
desses dados, embora incerta, segue algum padrdo, ou seja, que
a aleatoriedade pode ser descrita por estruturas similares.

Esses sdo exemplos de estruturas que “emergem” de objetos mate-
mdticos, revelando, por vezes, relacdes insuspeitadas entre eles. Em
geral, vislumbrar essas estruturas permite, a uma pessoa proficiente
em Matemdtica, resolver problemas que seriam, semisso, considera-
dos impraticdveis.

4. Reconhecer relacdes funcionais entre quantidades

Uma das grandes ideias que atravessa toda a paisagem curricular da
Matemadtica Basica é o conceito de relacdo funcional entre variaveis:
o0 modelo mais simples de tal relacdo estd contido na prépria nocdo
de proporcionalidade (e na sua contraparte geométrica, de seme-
Ilhanca). O estudante, em sua formacdo escolar, deve ser exposto
adiversas representacdes (graficos, tabelas, descricdes verbais ou
simbdlicas) de relacBes entre varidveis e fazer uso delas, inicialmen-
te pressupondo linearidade, ou seja, proporcionalidade entre suas
variacBes, e, progressivamente, abrangendo modelos ndo lineares
(quadrdticos, geométricos/exponenciais, entre outros). Nesse senti-
do, equacdes e funcdes lineares e quadraticas, juntamente com suas
representacdes geométricas e graficas, vdo sendo integradas ao re-
pertério do aluno, habilitando-o a tarefas tanto de descri¢do quanto
de predicdo de fendmenos em diversos contextos.

5.Usar a modelagem matemdtica como uma lente sobre o mundo real.

Modelos matematicos sdo simplificacfes e idealizacdes de fendme-
nos (sociais ou naturais, por exemplo) ou de problemas em diversos
contextos, de modo que possam ser estudados ou abordados usan-
do conceitos e técnicas da Matemdtica. A modelagem, portanto, re-
querum trabalho de abstracdo, adotando hipdteses simplificadoras
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em que alguns dados da realidade sdo enfatizados e outros descon-
siderados. Com isso, sdo identificadas varidveis, relacdes, padroes

e estruturas relevantes e, a partir disso, ferramentas e resultados
matemdticos podem ser usados para a investigacdo do fen6meno ou
para aresolucdo do problema. O modelo, embora reduza o problema
ou o fenédmeno original a termos mais simples, torna-se adequado e
acurado quando explica ou prediz aspectos da evolugdo ou da con-
figuracdo dorecorte da realidade representado por ele. Na modela-
gem matematica, é importante que sejam observados se os dados do
problema ou do fendmeno se ajustam as predicdes do modelo. Além
disso, 0 aprendiz deve ter compreensdo do efeito de mudancas dos
parametros do contexto real sobre a validade do modelo e a necessi-
dade eventual de ajustes.

Retomando os pontos anteriores, a modelagem de um problema
cinematico, por exemplo, pode envolver: fazer registros de dis-
tancias percorridas e dos tempos dos percursos, lancando méo de
tabelas ou de graficos; adotar a hipétese simplificadora de que uma
reta se ajusta, com alguma margem de erro, a pontos marcados no
plano cartesiano e que representam os valores correspondentes de
distancia e de tempo; representar algebricamente uma relacdo fun-
cional entre essas duas varidveis; determinar a velocidade prevista
no modelo a partir da medida dainclinacdo da reta; observarse a
velocidade prevista se aproxima da velocidade observada; considerar
as limitagdes do modelo, como erros nas medidas, erros no ajuste da
curva, necessidade de considerar uma funcdo ndo linear em vez de
uma funcdo afim, entre outras.

6. Entender a variabilidade como o coragdo da Estatistica

Varidveis de valores ndo deterministicos (varidveis aleatdrias) sdo
representacdes matematicas da aleatoriedade em fendmenos
naturais ou sociais. Dados coletados sobre essas varidveis, por meio
de observacdo, experimentos ou simulacdes, se conformam a uma
distribuicdo representada em gréficos, por exemplo. Modelamos a
distribuicdo desses dados buscando aproximd-la, o mais possivel,

de distribuicdes definidas matematicamente. Por sua vez, essas
distribuicdes usadas nos modelos dependem de parametros: em
geral, um deles reflete a média dos valores observados ou previstos;
outro, ainda mais relevante, mede a dispersdo ou a variabilidade dos
dados em relacdo a média. A medida de variabilidade indica a magni-
tude do erro cometido ao considerar a média da varidvel em vez da
informacdo trazida pela distribuicdo como um todo.

De acordo com o framework do Pisa, as descrices desses standards
devem comunicar uma mensagem sobre como essas (grandes) ideias
vdo aflorando ao longo da Matemdtica escolar e sobre como, ao
reforcar sua ocorréncia no ensino, podemos apoiar os aprendizes
em perceber o quanto podem ser aplicadas em novos e diferentes
contextos.
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Processos cognitivos no Pisa

O framework do Pisa define a literacia matematica pela utilizacdo
doraciocinio matemdtico, mobilizando conhecimento dos quatro
dominios (quantidade; variacGes e relacdes; espaco e forma; e incer-
teza e dados) na resolucdo de problemas do mundo real, relativos a
diferentes contextos. Por sua vez, o raciocinio matemdtico, no mo-
delo conceitual do Pisa, envolve uma gama de processos cognitivos
de diversas qualidades e niveis de complexidade, alguns dos quais
textualmente mencionados no framework de 2022:

= identificar, reconhecer, organizar, conectar e representar;
= construir, abstrair, avaliar, deduzir, justificar, explicar e defender; e
= interpretar, formularjuizos, criticar, refutar e qualificar.

Os processos cognitivos associados a modelagem matematica e a re-
solucdo de problemas sdo enfeixados em trés momentos de um ciclo:
formular, aplicar e interpretar. Um dado item ndo requer, necessa-
riamente, que essas trés fases sejam trabalhadas pelo aluno, posto
que alguns aspectos da formulacdo ou da representacdo matema-
tica do problemaja estejam disponiveis; inversamente, pode haver
situagdes nos testesem que o ciclointeiro tenha de ser percorrido
mais de uma vez em aproximacdes sucessivas a solucdo, como men-
cionamos na apresentacdo do ciclo de Polya. A seguir, descrevemos
essas etapas da resolucdo de problemas, mobilizadoras do raciocinio
e dos contelidos matemadticos, enumerando, em cada uma, algumas
expectativas sobre o trabalho a ser executado pelos alunos.

1) Formular situagdes matematicamente envolve aplicar raciocinio
matemdtico, tanto indutivo quanto dedutivo, na modelagem e
representacdo do problema, tornando-o passivel de tratamento ma-
tematico. Logo, inclui vislumbrar a estrutura matematica subjacen-
te ao problemae asinformagdes em seu contexto para identificar
varidveis e adotar hipdteses que, simplificando esse contexto real,
permitam modela-lo e, assim, buscar soluc®es para a apresentacdo,
idealizada e matematizada, do problema.

Algumas atividades tipicamente desenvolvidas nesta etapa de for-
mulacdo matemdtica sdo:

= reconhecerestruturas matematicas (incluindo regularidades, rela-
cOes e padrdes) nas informacgdes e nos contextos dos problemas;

= reconheceraspectos que correspondem a problemas ou concei-
tos, fatos e procedimentos matemadticos ja conhecidos;

= identificarvaridveis relevantes para a modelagem do problema;

= adotar hipdteses simplificadoras que permitam o tratamento
matemdtico do problema do mundo real (possivelmente em uma
versdo idealizada ou reduzida);

= consideraraslimitacdes da modelagem do problema trazidas
pelas hipdteses simplificadoras e pela representacdo matemdti-
ca utilizada;

= representar matematicamente o problema de uma ou mais for-
mas, usando varidveis, simbolos, formas geométricas, diagramas
e outros elementos dalinguagem matemdtica.
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2) Empregar Matematica para a resolucdo da formulacdo do problema
envolve utilizar conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas que
comp&em o repertério mobilizado no raciocinio matematico. Em parti-
cular, inclui efetuar cdlculos, manipular expressdes e equaces arit-
méticas e algébricas, bem como analisar matematicamente dados em
diagramas, graficos e tabelas. E, em geral, abrange desenvolver as eta-
pas procedimentais da resolucdo, chegando a conclusées matemdticas
(e.g., resultados numeéricos, figuras geométricas construidas, equacdes
resolvidas, manipulacGes algébricas ou deduces l6gicas efetuadas, me-
didas estatisticas calculadas a partir de dados em graficos ou tabelas)
deduzidas ou induzidas por passos matematicamente justificados.

Nesta etapa, sdo desenvolvidas atividades como:

= vislumbrareimplementar estratégias para obter solucdes mate-
mdticas do problema formulado matematicamente;

= aplicar fatos, regras operacionais, algoritmos e estruturas mate-
maticas para encontrar essas solucdes;

= operarcomnudmeros, dados e informacdes, graficos, equacdes
e expressodes algébricas e formas e representacdes geométricas
para aresolucdo matematica do problema;

= usarealternarentre uma ou mais representacdes matemadticas
no processo de resolucdo;

= elaborargraficos, diagramas, simulacGes e outras construcdes
matemdticas, extraindo informacdo relevante para o problema;

= elaborargeneralizacBes e conjecturas baseadas nos resultados obti-
dos com a aplicacdo dos procedimentos matematicos empregados;

= refletirsobre os argumentos matematicos, explicando e justifi-
cando os resultados obtidos com o uso dos procedimentos.

3) Interpretar/avaliar, segundo o texto do framework, é

the ability of individuals to reflect upon mathematical solutions,
results, or conclusions and interpret them in the context of the
real-life problem that initiated the process. This involves transla-
ting mathematical solutions or reasoning back into the context of
the problem and determining whether the results are reasonable
and make sense in the context of the problem. (OECD, 2018).

Abrange, além disso, habilidades relativas a comunicar os procedi-
mentos utilizados e as conclusdes obtidas no processo de resolucdo.
Portanto, essa etapa do ciclo de resolucdo de problema é relaciona-
da a competéncias complexas, como pensamento critico e reflexivo e
comunicacdo, envolvendo skills como:

= interpretarosresultados obtidos na etapade aplicacdo, como
uso de procedimentos matematicos, em termos do contexto do
problema no mundo real;

= entenderde que modo o contexto do problema no mundo real
pode impactar o modelo e os resultados e como esses poderiam
ser ajustados;

= avaliararazoabilidade desses resultados no contexto do problema;

= explicar porque um dado resultado obtido matematicamente
faria ou ndo sentido no contexto do problema;

= compreender as condicGes e os limites de validade do modelo usado
na formulacdo e resolucdo da versdo matematizada do problema;
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= usarraciocinio matemdtico (e computacional) para fazer pre-
dicGes, prover evidéncias para argumentos baseados nos re-
sultados e testare comparar solucdes obtidas sob diferentes
modelos, hipdteses e representacdes.

Afigura a seguir representa esquematicamente o ciclo de resolucdo
de problemas no arcabouco conceitual do PISA.

Problem
in context

Mathematical
problem

Mathematical
results

Results
in context

Fonte: Pisa 2022 Mathematics framework (OCDE, 2018).

Tarefas que combinam elementos dos dominios de conhecimento,
cujaresolucdo engendra os processos cognitivos descritos acima,
sdo elaboradas em diversos contextos: pessoal, ocupacional, social,
cientifico.

As respostas geradas por tarefas com esse escopo permitem gerar
evidéncias sobre o quanto os estudantes desenvolveram de compe-
téncias como pensamento critico, criatividade, atitudes investigati-
vas, iniciativa, comunicacdo, reflexdo, entre outras.
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4. ELEMENTOS ESTRUTURAIS DO
MODELO PROPOSTO DE AVALIACAO
EM MATEMATICA

Nesta secdo, apresentamos os elementos estruturais de nosso
modelo de avaliacdo formativa em Matemadtica Basica, construido
a partirdaandlise critica dos referenciais expostos anteriormente
e de um esforco de sintese criativa também embasado em experién-
cias que vém sendo desenvolvidas na pratica narede estadual e em
algumas redes municipais do Ceard.

METAS GLOBAIS PARA O ENSINO-
APRENDIZAGEM DA MATEMATICA BASICA

As metas a seguir sdo associadas aos dominios de contetidos (ndme-
ros, dlgebra e fun¢des, geometria e medidas, probabilidade e dados)
em que organizamos o conhecimento bdsico de Matematica. Portan-
to, sdo uma sintese das metas de aprendizagem quanto a consoli-
dacdo do repertério de conhecimentos e habilidades matematicas,
cuja descricdo pormenorizada é sistematizada na Matriz dos Sabe-
res, a ser apresentada posteriormente.

= Utilizar as operag@es aritméticas em sistemas numéricos, com o
uso de algoritmos baseados nas propriedades dessas operagdes
e do sistema posicional decimal, em problemas motivados por
diversos contextos.

= Representar,com o usode linguagem algébrica (e.g., expressdes
e equacdes algébricas), relacdes, estaticas ou dinamicas, entre
varidveis, padrdes, simetrias e estruturas em contextos matema-
ticos ou externos a Matematica.

= Elaborar modelos, em termos algébricos, graficos ou geométri-
cos, de relagdes funcionais entre varidveis, explicando ou predi-
zendo o comportamento dessas varidveis, identificadas como
relevantes em problemas sugeridos por diversos contextos.

= Interpretar dados relativos a diversos contextos, organizados em
graficos, tabelas, textos e outros meios, determinando medidas
(média, dispersdo) que embasem inferéncias ou predicdes.

= Descrever matematicamente a aleatoriedade em valores de
varidveis, provenientes de diversos contextos, modelando-a em
termos de probabilidades e identificando as diferentes formas
como essas probabilidades sdo distribufdas.
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= Deduzirrelacdes, simetrias, estruturas e propriedades de obje-
tos geométricos (no plano e no espaco) que descrevem padrées e
formas abstratas ou presentes na natureza e na cultura.

= Definir, medir e relacionar grandezas em formas geométricas,
constatando suainvariancia por movimentos geométricos e as
relacGes/raz8es entre medidas realizadas utilizando-se diferen-
tes unidades e escalas.

= Identificar grandezas relevantes em estruturas matemdticas
(e.g.,quantidades numéricas; formas geométricas; variaveis,
equacdes e funcdes; conjuntos de dados) e em diversos contex-
tos (cotidianos, cientificos, profissionais, sociais), definindo
unidades de medida apropriadas, as relacdes entre essas unida-
deseaslimitacGes em seu uso (erros intrinsecos ao processo de
medicdo; incomensurabilidade; entre outras).

= Perceberrelagesinternas entre conceitos, fatos, técnicas ou
estruturasem um mesmo dominio da Matemdatica Bésica ou
pertinentes a diferentes dominios.

= Estabelecer conexdes entre conceitos e estruturas em outros
dominios do conhecimento (linguagens, ciéncias, programacdo)
e elementos do conhecimento matemadtico, utilizando-as, em
particular, para escrever, modelar ou resolver problemas nesses
dominios.

COMPETENCIAS MATEMATICAS

As competéncias a seguir refletem marcos na aquisicdo, aplicacdo e
transferéncia dos conhecimentos e habilidades matematicos, especi-
ficando standards desejaveis no desenvolvimento da literacia mate-
matica. Portanto, essas sdo as metas de aprendizagem quanto aos
aspectos do raciocinio matematico e da capacidade de resolver proble-
mas em varios patamares de dificuldade e de complexidade cognitiva.

Em nossa apresentacdo do que define a proficiéncia nas praticas
matemdticas, nos baseamos nas organizacdes propostas pelo Na-
tional Council of Mathematics Teachers (2000) e no relatdrio Adding
it up, elaborado por Kilpatrick, Swafford e Findell (2001). Seguimos
esses documentos ao descrever quatro eixos que definem aspec-
tosinterdependentes da competéncia matematica, associados a
compreensdo conceitual, a fluéncia procedimental, a resolucdo de
problemas ou a competéncia estratégica e ao raciocinio matematico,
complementados pela proficiéncia quanto a aplica¢cdes e modela-
gem, representagdo e comunicacgdo e estabelecimento de conexdes
nodominio da Matemdtica e de suas aplicacdes. A multidimensiona-
lidade da competéncia matematica fica evidente em nossa proposi-
cdo, atendendo ao que é pontuado por Kilpatrick et al. (2001, p. 116):
“Mathematical proficiency is not a one-dimensional trait, and it cannot
be achieved by focusing on just one or two of these strands.”

Esse é um fato que, por si s6, motiva profunda reflexdo sobre o uso

deinstrumentos analiticos multidimensionais na geracdo e intepre-
tacdo de evidéncias resultantes de processos avaliativos. Descreve-
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mos, brevemente, na secdo Modelo de evidéncias: uso de métodos
diagndstico-cognitivos, como modelos diagndstico-cognitivos podem
ser associadas a esse esforco de representar os varios e complemen-
tares aspectos da proficiéncia matematica, dificilmente redutiveis a
mensuracdo em uma escala ordinal unidimensional.

Aspectos da proficiéncia matematica

Compreensdo conceitual

0 estudante proficiente mobiliza conhecimentos e habilidades ma-

tematicos dispostos, de forma estruturada, conectada e dotada de

significados, em sua memdria de longo prazo. Esse aspecto da profi-
Ciéncia matematica exige mais do que o aciimulo de fatos e procedi-
mentos estanques; requer, de fato, que o estudante compreenda os
significados de construtos matemdticos e a relevancia de seus usos
em contextos variados.

Além disso, a organizacdo desses conhecimentos propicia que o
estudante possa conectd-los a novos conhecimentos ou aplica-los
aoutros problemas ou contextos. Conhecimentos sobre conceitos
e fatos, adquiridos com um esforco de compreensdo, podem ser
mais facilmente recuperados ou reconstrufdos, uma vez que sejam
demandados. O desenvolvimento da compreensdo conceitual esta
diretamente ligado ao adensamento dos chunks sobre os quais ja
discutimos anteriormente. Adotando-se o termo cluster em vez de
chunk, lemos, no documento de Kilpatrick e colaboradores:

Conceptual understanding frequently results in students ha-
ving less to learn because they can see the deeper similarities
between superficially unrelated situations. Their understanding
has been encapsulated into compact clusters of interrelated
facts and principles. The contents of a given cluster may be
summarized by a short sentence or phrase like “properties of
multiplication,” which is sufficient for use in many situations. If
necessary, however, the cluster can be unpacked if the student
needs to explain a principle, wants to reflect on a concept, or is
learning new ideas. Often, the structure of students’ understan-
dingis hierarchical, with simpler clusters of ideas packed into
larger, more complex ones. (KILPATRICK et al., 2001, p. 121).

A compreensdo conceitual é um requisito para que o estudante
busque e recupere conceitos, métodos e procedimentos em sua
memoria, de modo que possa utiliza-los, em diversos contextos, com
correcdo (especialmente nas suas representacdes, nas sequéncias
l6gico-dedutivas e no uso de procedimentos), adequacdo (ao perce-
ber quais objetos e métodos matematicos sdo pertinentes e mais
adequados ao contexto em que trabalha, além de ter clareza sobre
de que modo devem ser usados, eventualmente com adaptacses,
naquele contexto) e justificativas.

Espera-se que o estudante, com proficiéncia no aspecto da com-
preensdo conceitual, lide com as diferentes representacdes de
objetos, relacBes e estruturas matemdticas, relacionando-as e
distinguindo-as. E relevante que o estudante perceba quais repre-
sentacGes podem ser mais adequadas, Uteis ou vantajosasem um
dado contexto ou problema. Por exemplo, faz parte da compreen-
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sdo conceitual darepresentacdo geométrica de niimeros racionais
reconhecer sua utilidade parajustificar critérios de equivaléncia e
comparacdo de frac6es ou para representar as escalas (em potén-
cias de dez) usadas na expansdo decimal desses nimeros. Perceber
relacBes/conexdes entre diferentes representacdes de um objeto
matemdtico (e.g., fracBes representadas na reta numérica, em barras
ou em graficos de setores; em termos de porcentagens ou de niime-
ros decimais) é um aspecto importante do entendimento conceitual
dessas representac@es, uma vez que possibilita ao estudante decidir
quais delas melhor modelam e trazem mais informag6es em um
dado contexto ou problema.

Portanto, além de propiciar a modelagem de umasituacdoou a
abordagem de um problema fazendo uso de diferentes possiveis re-
presentacdes dos contelidos matemdticos pertinentes, a compreen-
sdo conceitual promove outras facetas da proficiéncia matematica,
como a descoberta de conexdes e estruturas e a comunicabilidade
doraciocinio matematico, que serdo detalhadas na sequéncia. De
acordo com Kilpatrick et al.:

Knowledge that has been learned with understanding provides
the basis for generating new knowledge and for solving new
and unfamiliar problems. When students have acquired con-
ceptual understanding in an area of mathematics, they see the
connections among concepts and procedures and can give ar-
guments to explain why some facts are consequences of other.
(KILPATRICK et al., 2001, p. 119).

Porexemplo, uma clara compreensdo da diferenca entre as expan-
sGes decimais de nimeros racionais e de nimeros reais irracionais é
fundamental para o entendimento das no¢8es de comensurabilida-
de eincomensurabilidade de segmentos. A conexdo que se estabele-
ceentre os conceitosde nimero racional e de pares comensuraveis
de segmentos é uma das grandes ideias presentes no curriculo esco-
lar e base para avangos conceituais na aritmética dos nimeros reais.
Com essa compreensdo devidamente fundamentada, o aluno tem
bases sélidas para resolver problemas envolvendo a expressdo de
relacGes de semelhanca entre medidas de figuras planas em termos
derazdes entre nimeros.

Habilidades cognitivas complexas de autorregulacdo e metacogni-
cdo podem ser também promovidas por uma firme compreensdo
conceitual: o estudante pode analisar seu préprio trabalho ao efe-
tuar cdlculos aritméticos e perceber que obtém resultados implau-
siveis,comoem 0,7 x0,12=0,84. Em situa¢des como essa, mais do
que verificacBes diretas das etapas do algoritmo, o estudante pode
usar seu senso numérico, desenvolvido com raizes na compreensdo
profunda do sistema decimal posicional, para observar que o produ-
to deve ser préximo de 0,7 x 0,1, ou seja, de um décimo de 7 décimos,
isto é,de 7 centésimos, o que o leva a corrigir o resultado para 0,084.
Da mesma forma, a compreensdo conceitual promove o entendimen-
to dasrepresentacdes matematicas e amplia as possibilidades de
efetiva comunicacdo de conceitos, processos e resultados matemati-
cos: o estudante pode embasar, expressar, justificar e comunicar seu
trabalho em Matematica e, no sentido oposto, estd apto a analisar
criticamente a producdo matematica de outras pessoas (em sala de
aula ou, mais amplamente, no cotidiano, em textos e outras midias).
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Logo, a compreensdo conceitual ndo se resume a armazenar um
compilado de conceitos e fatos, mas a entender de onde provém,
como se relacionam e como podem engendrar novos desenvolvimen-
tos conceituais e factuais, revelando a conexdo interna das estru-
turas conceituais na Matematica. Por exemplo, o entendimento da
nocdo de drea de figuras planas vai além do conhecimento factual de
expressdes para o calculo de figuras elementares, como paralelogra-
mos, triangulos e circulos, em termos de medidas de lados ou raios,
conforme seja, mas em compreender que: i) a drea de uma figura é
invariante por movimentos rigidos do plano; ii) a area é aditiva, no
sentido de que, ao decompor uma figura em partes mensuraveis e
disjuntas, a somadas dreas das partes é igual a da drea da figura; iii)
uma medida de drea depende de fixarmos uma unidade de medida
(porexemplo, adreade um quadrado de lados medindo uma unidade
de comprimento); iv) a medida de drea de uma figura plana é obtida
por comparacdo (exata ou aproximada) com a unidade de medida de
drea; e assim por diante.

Esse cluster conectado de conceitos é a base da verdadeira com-
preensdo conceitual do cdlculo de areas, cujo elemento mais
emergente e imediato, no trabalho com um problema especifico, é

o conhecimento de expressdes e formulas para determinar dreas

de um certo conjunto de figuras elementares (e.g., o produto das
medidas da base e da altura relativa a essa base no calculo da area
de um paralelogramo). Essa base conceitual pode ser ampliada com
novos elementos ou novas abordagens e significados para os concei-
tosjd estruturados. Nesse exemplo, dado o chunk de conhecimentos
relativos a nocdo de drea, o estudante pode perceber que dreas de
figuras mais complexas podem ser aproximadas e, portanto, estima-
das, recobrindo a figura com reticulados formados por quadrados de
lados conhecidos.

Como aludido anteriormente, a compreensdo facilita a compressdo:
blocos de conhecimentos sdo organizados de modo mais eficiente,
reduzindo a carga cognitiva sobre a memdria do trabalho, seja no
aprendizado de novos conceitos, seja no dominio (mastery) de novas
habilidades ou na resolucdo de problemas ndo rotineiros. O trabalho
efetuado com conhecimentos e skills previamente estruturados re-
sulta em novas aquisicdes de conhecimentos ou em interpretacdes
e configuracBes daqueles ja disponiveis; o estudante os incorpora,
organicamente, ao seu repertorio.

Fluéncia procedimental

A fluéncia procedimental diz respeito ao conhecimento de procedi-
mentos matematicos bem como a sua utilizacdo adequada (quando
e como utilizar), correta e destra. Sdo exemplos de procedimentos
em alguns dominios da Matemdtica Bdsica o uso de algoritmos em
operacdes aritméticas e algébricas, a construcdo de representactes
geométricas e graficas, a execucdo de cdlculos envolvendo equacdes
e func¢des, adeterminacdo de medidas associadas a diversas grande-
zas ou de medidas estatisticas relacionadas a conjuntos de dados.
O estudante deve ser capaz de utilizar tais procedimentos de forma
acurada, eficiente e flexivel.

Por exemplo, ao tentar determinar o valor mdximo (ou mfnimo) de
uma funcdo quadratica, um estudante fluente pode recorrer direta-
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mente ao conhecimento de seus zeros reais, No caso em que existam
e sejam distintos, e considerar que o valor extremo da funcdo ocorre
quando avaridvel tem valorigual a média aritmética dos zeros, em
vez de lancar mdo, mecanicamente, de férmulas aplicaveis ao caso
geral. Trata-se de efetuar procedimentos mais eficientes (e que en-
volvem maior compreensdo conceitual) do que a aplicacdo de varios
passos de um algoritmo pré-definido. Em outra situacdo corriqueira
no Ensino Médio, ao defrontar-se com problemas de Geometria
Analitica em que se deve determinar o baricentro ou a dreade um
triangulo, o estudante pode adotar um sistema de eixos coordena-
dos adaptados a figura, eventualmente explorando suas simetrias e
considerando o fato de que as medidas sdo invariantes por transla-
cdoerotacdo de eixos. Esse segundo exemplo ilustra o uso flexivel,
reflexivo, criativo e adaptativo de procedimentos, o qual requer
entendimento conceitual profundo dos conhecimentos que emba-
sam o emprego de expressdes rotineiras de cdlculos geométricos em
termos de coordenadas cartesianas, comuns nos livros diddticos e
em testes.

Em cdlculos aritméticos como a divisdo de 10.101.010 por 101,
torna-se mais eficiente observar, com base nas propriedades do
sistema decimal, que o dividendo é igual a 101 vezes 10 mais 101
vezes 100.000 e, que, portanto, sua divisdo por 101 é igual a 100.010
do que usar diretamente o algoritmo euclidiano da divisdo em varias
iteracdes. Nesse mesmo contexto, o uso de estimativas razodveis
(critérios de razoabilidade demandam senso numérico) j& indicam
paraoestudante que a quociente teria ordem de grandeza de
10.000.000/100 =100.000. A acurdcia e a correcdo dos resultados
podem ser afetadas pela escolha de um procedimento eficiente. A
flexibilidade diz respeito a lancar mdo de diferentes procedimentos
ou devariantes de um procedimento, como em somas da forma 97
+56, em que as parcelas, ao serem decompostasem 90 +50+5+5 +
2+ 1oureescritascomo 100 + 53, podem ser somadas de modo mais
eficiente do que recorrendo a algoritmos usuais. Em problemas de
Combinatdria, por exemplo, uma estratégia de solucdo pode ser vis-
lumbrada mais facilmente recorrendo-se a principios fundamentais
do que a férmulas prontas para casos importantes, todavia particu-
lares e rotineiros, de contagem de permutacgdes e combinacdes.

De modo geral, a fluéncia procedimental é indissocidvel da com-
preensdo conceitual: ou seja, a correcdo, a eficiéncia e a flexibilidade
no uso de algoritmos pressupdem o claro entendimento dos concei-
tos e fatos envolvidos. De acordo com Kilpatrick e colaboradores:

Students need to see that procedures can be developed that
will solve entire classes of problems, not just individual pro-
blems. By studying algorithms as “general procedures,” students
can gaininsight into the fact that mathematics is well struc-
tured (highly organized, filled with patterns, predictable) and
that a carefully developed procedure can be a powerful tool for
completing routine tasks. (KILPATRICK et al., 2001, p. 121).

Portanto, ndo apenas a utilizacdo reflexiva de procedimentos de-
pende da compreensdo dos conceitos em sua base, mas, no sentido
inverso, ajuda a aprofundar essa compreensdo. A pratica (preferivel-
mente espacada em vez de massiva, a julgar pelas descobertas da
Psicologia Cognitiva) é essencial para internalizar conceitos e fatos
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matemdticos, garantindo suaintegracdo a memdria de longo prazo.

Poroutro lado, “(...) once students have learned procedures without
understanding, it can be difficult to get them to engage in activities

to help them understand the reasons underlying the procedure”. A pra-
tica, devidamente espacada e deliberada, para aquisicdo dos skills
procedimentais permite aprofundar o entendimento conceitual e a
capacidade de resolver problemas.

The attention they devote to working out results they should
recall or compute easily prevents them from seeing important
relationships. Students need well-timed practice of the skills
they are learning so that they are not handicapped in develo-
ping the other strands of proficiency. (KILPATRICK et al., 2001).

A énfase em prdticas procedimentais dissociadas do aprofunda-
mento da compreensdo conceitual pode cristalizar o uso de pro-
cedimentos errados ou o entendimento falho de conceitos e fatos
matemdticos, tornando mais complicado identificar essas falhas

em etapas posteriores da formacdo do aluno, com efeitos deletérios
sobre todo o aprendizado subsequente. Por exemplo, erros no enten-
dimento conceitual ou nos procedimentos de adicdo e multiplicacdo
de fracdes podem comprometer a aquisicdo futura de conhecimen-
tos sobre proporcionalidade.

If students have been using incorrect procedures for several
years, then instruction emphasizing understanding may be less
effective. When children learn a new, correct procedure, they
do not always drop the old one. Rather, they use either the old
procedure or the new one depending on the situation. Only with
time and practice do they stop using incorrect or inefficient
methods. Hence initial learning with understanding can make
learning more efficient. (KILPATRICK et al., 2001).

Portanto, compreensdo e fluéncia reforcam-se mutuamente, possibi-
litando que o estudante perceba relacdes entre objetos, estruturase
operacdes nos dominios da Matemdtica em vez de considera-los como
fatos e procedimentos isolados, cada um dos quais adotado para
determinados tipos de praticas rotineiras e problemas especificos. As
desejdveis competéncias relacionadas a aplicacdes e transferéncia
dos conhecimentos matemdticos (inclusive para situacdes cotidianas,
externas ao ambiente escolar) ficam também comprometidas em uma
abordagem que enfatiza procedimentos desvinculados de um contex-
to conceitual maisamplo e integrador, apresentando-os meramente
como algoritmos para executar tarefas previsiveis.

Remetendo a um exemplo mencionado pelos autores, o uso, correto
e justificado, de algoritmos de adicdo e multiplicacdo de nimeros
naturais em atividades praticas deliberadas contribui para esclare-
cer as propriedades do sistema posicional decimal e abre caminho
para o entendimento profundo da expansdo decimal de ndmeros ra-
cionais e reais, bem como, no dominio da Algebra, para as operac@es
aritméticas com expressdes algébricas. Por outro lado, a compreen-
sdo conceitual permite que o estudante possa decidir, entre proce-
dimentos e representacdes alternativas, qual é o mais adequado e
eficiente em uma classe de exercicios e problemas. Os autores do
painel Adding it up apontam que a alegada dicotomia entre a énfase
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na compreensdo ou no desenvolvimento de skills procedimentais
por meio da pratica é falsa:

(...) the two are interwoven. Understanding makes learning
skills easier, less susceptible to common errors, and less prone
to forgetting. By the same token, a certain level of skill is requi-
red to learn many mathematical concepts with understanding,
and using procedures can help strengthen and develop that
understanding. (KILPATRICK et al., 2001).

O usojudicioso de tecnologias e de ferramentas (como softwares de
geometria dinamica, planilhas eletrénicas, calculadoras, instrumen-
tos de desenho geométrico, entre outras) deve facilitar o esforco
técnico e exige o entendimento conceitual dos procedimentos me-
diados por esses aparatos. O dominio conceitual e técnico sobre as
no¢oes e ferramentas matematicas empregadas é um pressuposto
cognitivo para todas essas operagdes.

Competéncia estratégica (resolucdo de problemas)

Essadimensdo da competéncia matematica diz respeito a capaci-
dade de formular e representar problemas em termos matematicos
e deresolvé-los. Na apresentacdo dos ciclos de Polya e de resolucdo
de problemas no arcabouco do Pisa, discutimos extensamente a
complexidade inerente ao processo de formulagdo e representacdo
matemdticas do problema: em contextos reais, ndo é imediato reco-
nhecer que conceitos, fatos ou estruturas matematicas podem ser
usados na modelagem de uma dada situacdo, tampouco a aplicacdo
de conhecimentos matemdticos se dd de uma forma direta com o
emprego de procedimentos rotineiros. Mesmo no dmbito escolar,
Hattie e colaboradores (2016) distinguem, em Visible learning for
mathematics, exercicios, problemas rotineiros e problemas nédo
rotineiros: de acordo com os autores, exercicios sdo o tipo de tarefa
mais frequente como prdtica apresentada nos livros-texto usuais,
destinados a prdtica de um determinado skill e destituidos de um
contexto. Problemas podem ter maior grau de complexidade e exigir
mais do que a aplicacdo direta de um dado conhecimento ou habili-
dade especifica. De fato, podem demandar a combinacdo de diver-
sos elementos de repertério, algumas vezes utilizados de formas
ndo-rotineiras.

Em materiais didaticos e testes, um exemplo usual de problemas
com aplicagdes rotineiras de conhecimentos, fatos e procedimentos
especificos sdo aqueles formulados com palavras (word problems),
em que contextos, muitas vezes “cotidianos”, sdo apresentados na
forma de textos nos quais ndo estdo explicitadas as representacées
matemdticas necessdrias a aplicacdo, geralmente direta, de con-
ceitos e operacdes matematicas. O enunciado dos problemas pode
trazer, além do texto, suportes com graficos, infograficos, tabelas,
figuras e outros elementos em que estdo presentes informacgdes,
relevantes ou secunddrias, para a formulacdo matematica. Uma das
habilidades fundamentais necessarias para a proficiéncia na resolu-
cdo é, exatamente, a de distinguir quais informacdes sdo essenciais
e quais ndo sdo relevantes em uma dada situacdo-problema.
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Vemos, a seguir, um exemplo de exercicio a respeito de operacdes
com fragoes.

Exercicio. Calcule 3/5 de 5/8.

Esse exercicio requer a aplicacdo direta do conceito de fragcdo, uma
vez que o estudante deve representar o procedimento no comando
“calcule uma dada fracdo de um niimero” em termos, por exemplo, da
operacdo

X

Ul W
| Ul

Em exercicios desse tipo, a formulacdo e a representacdo sdo prati-
camente automaticas: o objetivo precipuo é o de promover a fami-
liaridade do estudante com o conceito de fracdo, aqui na acepcdo

de “uma dada parte de uma quantidade”. Além disso, espera-se o
desenvolvimento da pratica com operacdes envolvendo fracdes.
Uma sequéncia de exercicios nesse formato é, em geral, disposta em
niveis de dificuldade técnica crescente, mas ndo necessariamente de
aumento da complexidade cognitiva. Portanto, conjuntos de exerci-
ciosem praticas deliberadas (e repeticdo espacada) podem promover
tanto a compreensdo conceitual quanto a fluéncia procedimental,
como discutido anteriormente.

Voltando ao exemplo, o estudante pode, de forma mais automatica
e menos reflexiva, empregar, na resolucdo do exercicio, uma cadeia
de procedimentos aos quais estd habituado e que reconhece como
familiares ao contexto de multiplicacdo de fracdes, efetuando cdlcu-
los como os seguintes,

3 x5 15 3

5x8 40 8

5
X —=
8

Ul W

em que utiliza regras de multiplicacdo e simplificacdo de fracdes.
Trata-se de uma estratégia de baixa eficiéncia e que pode significar
lacunas de compreensdo conceitual. Alternativamente, dado que
tenha um entendimento consolidado dos conceitos na base dos pro-
cedimentos, pode argumentar que 1/5de 5/8 ¢ 1/8 e que, portanto,
3/5sdo 3/8.

Voltando ao tema da distin¢do entre exercicios e problemas, veja-
mos como esse exemplo de exercicio procedimental aparece como
parte dasetapas na formulacdo e representacdo matematica de um
word problem apresentado na Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas (OBMEP) de 2019 (OBMEP, 2023).

67

DESENHO E IMPLEMENTACAO DE UM MODELO DE AVALIACAO PARA A APRENDIZAGEM EM MATEMATICA



QUADRO 3
Problema 2
OBMEP 2019 - Primeira Fase - Nivel 2 - Questdo 10

Janaina tem trés canecas, uma pequena, uma média e uma grande. Com a caneca
pequena cheia, ela enche 3/5 da caneca média. Com a caneca média cheia, ela enche
5/8 da caneca grande. Janaina enche as canecas pequena e média e despeja tudo na
caneca grande.

O que vai acontecer com a caneca grande?

A) Ela ficard preenchida em 7/8 de sua
capacidade.

B) Ela ficard preenchida em 8/13 de sua
capacidade.

C) Ela ficard preenchida em 5/8 de sua
capacidade.

D) Ela ficard cheia, sem transbordar.

E) Ela vai transbordar.

0 estudante proficiente na formulacdo e resolucdo de problemas des-
contextualiza o fato de que o enunciado fala de canecas, abstraindo a
informacdo relevante no enunciado, que é a comparacdo ou razdo en-
tre medidas de capacidade, expressas como fracdes. Tendo isolado os
fatos e aspectos realmente relevantes para a formulagcdo matematica,
passa arecuperar, em seu repertorio, elementos para a representacdo
(nesse caso, numérica) dos dados considerados importantes. A de-
pender do que disp8e em seu repertdrio e da estratégia de resolucdo
(talvez ainda difusa, de acordo com o modelo de Polya), pode utilizar a
representacdo, certamente mais habitual, de que

= lcanecapequena=3/5dacaneca média,
= lcaneca média=5/8 dacanecagrande.

Ou, ainda, em termos de razdes,

= capacidade dacaneca pequena/capacidade da caneca média=3/5,
= capacidade dacaneca média/capacidade da caneca grande = 5/8.

Uma alternativa de representacdo, que ndo utiliza explicitamente o
conceito de fracGes, mas tdo-somente niimeros naturais, seria, por fim,

= 5Scanecas pequenas =3 canecas médias,
= 8canecas médias =5 canecas grandes.

Cada uma dessas representacdes conecta a situagdo posta pelo pro-
blema, de um lado, aos conhecimentos prévios disponiveis; de outro,
a estratégia entrevista de resolucdo do problema. A partir da repre-
sentacdo matemdtica definida e da estratégia inicial, o estudante
passa a combinar conceitos e procedimentos em etapas, progressi-
vas e recursivas, rumo a solucdo do problema.
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Porexemplo, caso represente os dados do problema em termos de
relacdes entre nimeros naturais, pode constatar que as quanti-
dades inteiras de canecas ndo sdo diretamente compardveis. Com
essa constatacdo, relembra situagdes similares em que fora preciso
encontrar quantidades comparaveis com dois ou mais nimeros
naturais dados, no contexto de exercicios sobre multiplos comuns.
A conexdo com esses conhecimentos prévios ndo é tdo imediata e
envolve retoma-los criativamente, adaptando-0s ao presente contex-
to. Esse esforco traz uma carga cognitiva a memédria de trabalho;
sem o repertdrio existente na meméaria de longo prazo, o estudante
poderia chegar, nessa etapa, a percepcdo, bastante comum, de ficar
paralisado diante do problema, sem clareza dos passos a seguir.

Portanto, a plena capacidade da memdria de trabalho, embasada
pelo acesso a um repertdrio que vai se reorganizando no processo
de resolucdo do problema, é exigida em etapas de maior demanda
cognitiva como essas.

Aformulacdo matemdtica do problema passa pela construcdo de
um modelo mental desse problema, em que as rela¢des estruturais
entre os dados relevantes sdo também representadas. No exemplo
acima, além de interpretar asinformacdes em termos de fracdes

ou razdes entre capacidades, as relacGes entre essas capacidades,
expressas no enunciado na forma de texto, foram representadas por
relacGes de igualdade ou de proporcionalidade.

Outro aspecto decisivo da competéncia estratégica é o de identificar
similaridades entre problemas superficialmente diferentes, mas que
podem ser formulados em termos de representacdes matematicas
similares. De acordo com Kilpatrick et al.:

Not only do students need to be able to build representations
of individual situations, but they also need to see that some re-
presentations share common mathematical structures. Novice
problem solvers are inclined to notice similarities in surface fea-
tures of problems, such as the characters or scenarios described
inthe problem. More expert problem solvers focus more on the
structural relationships within problems, relationships that pro-
vide the clues for how problems might be solved. (KILPATRICK,
2001, p. 125).

Da mesma forma, é relevante que o estudante tenha flexibilidade
em ajustar elementos do repertdrio para formular e representar
matematicamente problemas estruturalmente similares, mas que
exigem, em suas modelagens matematicas, variacdes inteligentes
de conceitos, fatos ou procedimentos. Essa faceta da competéncia
estratégica é demandada, sobretudo, quando o estudante se de-
fronta com problemas ndo rotineiros. Por exemplo, consideremos
um problema rotineiro que pode ser modelado e resolvido segundo
procedimentos usuais envolvendo equacdes lineares.
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QUADRO 4

Problema 3

CEnPE - Avaliacdo Diagndstica - Eusébio - Nono ano - Questdo 4
Um motorista verificou que a cidade de Jucas é 110 quilémetros mais distante de Eusé-
bio do que a cidade de Sobral.

Se a soma das distancias dessas cidades a Eusébio é igual a 680 quilometros, qual a
distancia de Eusébio a Sobral, em quilometros?

A) 285.
B) 340.
C) 395.
D) 570.

Trata-se de um problema usual em testes e em livros-texto. O aluno
com conhecimento factual e procedimental correspondente aos
anos finais do Ensino Fundamental reconhece o tipo de word pro-
blem que pode ser modelado em termos de sistemas de equac&es
lineares da forma

{a+b:680
a—b=110

e procede com etapas meramente procedimentais e costumeiras para
produzir a resposta numérica. Por outro lado, essa resposta é direta-
mente interpretdvel em termos do que foi demandado no problema: a
validacdo e interpretacdo dos resultados ndo traz desafios cognitivos
consideraveis para o estudante que tenha efetuado os procedimentos
com compreensdo conceitual e correcdo técnica.

Mesmo problemas rotineiros como esse podem ter solu¢des segundo
procedimentos diferentes dos habituais, o que traz alguma evidéncia
sobre o dominio, pelo estudante, de skills cognitivos de ordem supe-
rior. Estratégias de solucdo alternativas as familiares ao professor
exigem, por outro lado, algumas competéncias profissionais mais
complexas do que as que seriam necessdrias para uma correcdo by
the book. Por exemplo, um estudante proficiente em competéncia
estratégica e raciocinio adaptativo pode engendrar uma solucdo
segundo uma variante do chamado método da falsa posicdo (mesmo
sem conhecer o método ou sua justificativa matemdtica, mas apenas
intuindo a estratégia necessdria para o problema). Nesse caso, argu-
mentaria que, se as distancias fossem iguais, mediriam, cada uma,
680/2 =340 quilometros; mas, dado que a diferenca das distancias é
iguala 110, deveria diminuir 110/2 =55 em uma delas e acrescentar 55
aoutra metade, obtendo 340 -55=285¢e 340 +55 =395 como as dis-
tancias, de acordo com os dados do problema. Um professor, diante
de abordagens menos usuais como essa, precisa exercitar habilidades
muito finas relativas tanto ao “conhecimento especializado do con-
teldo” quanto ao “conhecimento do contelido e dos alunos”, dois dos
dominios do conhecimento pedagégico do contelido. Desenvolvere-
mos esses pontos mais adiante, ao tratarmos da questdo da formacdo
docente associada a um processo de avalia¢es formativas.

A seguir, temos um exemplo de problema ndo rotineiro.
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Quadro 5

Problema 4

OBMEP 2019 - Primeira Fase - Nivel 2 - Questdo 17

Na figura, os lados dos retangulos sdo horizontais
ou verticais, e os retangulos de mesma cor sdo

idénticos.
Qual ovalorde h?

A) 88 cm.
B) 89 cm.
C)90 cm.
D)91 cm.
E)92 cm.

80 cm

Uma estratégia rotineira seria a de modelar o problema auxiliar de
encontrar as medidas das alturas dos retangulos em termos de um
sistema linear da forma,

a+b=111
a+c=80
b+c=82

e, resolvido o sistema e determinadas as alturas, obter o valorde h
considerando, por exemplo, que

h —c = 111-b.

Essaestratégia se apoia no uso de procedimentos rotineiros, mas usados
com flexibilidade, ou seja, combinados com novas ideias, necessdrias
para 0s passos seguintes a modelagem e representacdo. Adificuldade
técnica é considerdvel, uma vez que o caminho adotado envolve adaptar
abordagens costumeiras de resolucdo de sistemas de equacdes lineares.

Outra possibilidade de resolucdo revelaria, de forma mais evidente,
a capacidade do estudante de defrontar-se com situacdes pouco
familiares e, ao mesmo tempo, produzir soluc¢des que usam o reper-
tério de modo mais eficiente. Justapondo e transladando as trés
configuracdes na figura (vide a préxima figura), o estudante pode

perceberque h + h + h = 273 = 3 x 91.
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Nessa segunda abordagem ao problema, o repertério mobilizado é
mais bdsico (diz respeito a opera¢des com nimeros naturais, essen-
cialmente) e a dificuldade técnica é claramente menor do que na pri-
meira estratégia. No entanto, hd um salto cognitivo inicial naideia
de que, reorganizando os dados disponiveis na figura, uma informa-
cdode grande relevancia para o problema pode ser acessada.

Esses exemplos hipotéticos de processos de resolucdo demonstram
como a flexibilidade cognitiva é um aspecto central da competéncia
estratégica, especialmente no caso de problemas ndo rotineiros. De
acordo com Kilpatrick et al.:

In becoming proficient problem solvers, students learn how to
form mental representations of problems, detect mathematical
relationships, and devise novel solution methods when needed.
A fundamental characteristic needed throughout the problem-
-solving process is flexibility. Flexibility develops through the
broadening of knowledge required for solving nonroutine pro-
blems rather than just routine problems. (KILPATRICK, 2001).

Assim como em Hattie et al. (2016), os autores distinguem entre
problemas rotineiros e ndo rotineiros: os rotineiros sdo aqueles que
o aprendiz sabe resolver com base na experiéncia prévia. Quando
confrontado com um problema rotineiro, o estudante reconhece um
método de resolucdo adequado e consegue aplica-lo diretamente.
Portanto, problemas desse tipo demandam a reproducdo, ancorada
na prdtica frequente, de procedimentos bem assentados e ja asso-
ciados a uma dada classe de problemas.

Em oposicdo, quando exposto a problemas ndo rotineiros, o estudante
ndoreconhece, de imediato, que métodos e procedimentos utilizar.
Ademais, definida uma estratégia de resolucdo, a aplicacdo de conhe-
cimentos factuais e procedimentais ndo é necessariamente direta e
requer, ao contrdrio, reconfigurar criativamente esses conhecimentos
em estruturas e procedimentos pouco habituais. Na pratica matema-
tica real, os problemas estdo na fronteira do conhecimento disponivel.
Da mesma forma, estudantes podem ser confrontados com problemas
para 0s quais precisam criar conceitos, métodos e procedimentos origi-
nais, mesmo que baseados em adaptac8es dos que ja sdo conhecidos.

As resolucdes das questdes que discutimos anteriormente exem-
plificam outro aspecto essencial da proficiéncia matematica: a
dependéncia reciproca entre compreensdo conceitual, fluéncia
procedimental e competéncia estratégica.

Competéncia
estratégica

Compreensio Fluéncia
conceitual procedimental
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Remontando aos exemplos acima a fim de esclarecer os fluxos entre
essas trés dimensdes da competéncia matemadtica, vemos que um
problema rotineiro como o 3 ajuda a consolidar conceitos sobre
equacdes, incégnitas e expresstes algébricas ao mesmo tempo que
permite praticar algoritmos convencionais de resolucdo de siste-
mas lineares. Reciprocamente, tarefas como o problema 2 podem
serimportantes ativos para o ensino e a aprendizagem da nogdo de
fracdo ou derazdo. O trabalho de formulacdo matematica e resolu-
cdo do problema pode ensejar uma atividade de instrucdo, dirigida
pelo professor ou autdnoma, ao longo da qual sdo explorados os
usos da fracdo para expressar partes de uma quantidade ou razées
entre quantidades. Além disso, o problema 2 apresenta um contexto
intuitivo e interessante para introduzir ou consolidar procedimen-
tos de adicdo e multiplicacdo de fracdes, juntamente com sua base
conceitual. De acordo com Kilpatrick et al.:

Part of developing strategic competence involves learning to re-
place by more concise and efficient procedures those cumbersome
procedures that might at first have been helpful in understanding
the operation (...). Students develop procedural fluency as they use
their strategic compe-tence to choose among effective procedu-
res. They also learn that solving challenging mathematics pro-
blems depends on the ability to carry out procedures readily and,
conversely, that problem-solving experience helps them acquire
new concepts and skills. (KILPATRICK et al., 2001, p. 127).

Em sintese, a competéncia estratégica requer um conjunto de habili-

dades, entre as quais estdo:

= mobilizar os conhecimentos necessarios;

= analisarosdados, o contexto e o que é demandado no problema;

= identificar possiveis pontos de entrada para abordar o problema;

= compreenderosignificado do problema e planejar uma estratégia;

= considerarcasos similares ou particulares buscando insights e
validando a estratégia planejada;

= decompor o problemaem etapas de modo a resolvé-las gradual-
mente/sucessivamente;

= monitorar e avaliar o progresso da estratégia em suas etapase
resultados, alterando o planejamento, se necessario;

= comparardiferentes representacdes matematicas (graficos, figu-
ras, diagramas, equacdes) do problema ou diferentes estratégias
para sua resolucdo.

Raciocinio matemadtico (adaptive reasoning)

Os autores de Adding it up consideram esse aspecto da proficiéncia
como sendo “(...) the glue that holds everything together, the lodestar
that guides learning”. O raciocinio matematico, no sentido lato que
consideramos aqui, articula e dd sentido e significado a conceitos, fa-
tos, procedimentos, atividades e resultados do trabalho matemdtico.

Necessariamente, os aspectos cognitivos de supervisdo, autorregula-
cdo e metacognicdo estdo presentes nessa dimensdo da proficiéncia
matemdtica. Da mesma forma, o dominio da argumentacdo lastrea-
da noraciocinio légico-dedutivo é um componente do raciocinio
adaptativo. De fato, uma das competéncias relativas ao raciocinio
matemdtico é pensar logicamente sobre as relaces entre conceitos
e contextos, segundo uma cadeia rigorosa de deducdes légicas:
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In mathematics, deductive reasoning is used to settle disputes
and disagreements. Answers are right because they follow from
some agreed upon assumptions through series of logical steps.
Students who disagree about a mathematical answer need

not rely on checking with the teacher, collecting opinions from
their classmates, or gathering data from outside the classroom.
In principle, they need only check that their reasoning is valid.
(KILPATRICK et al., 2001).

No entanto, a qualidade de raciocinio matemdtico que considera-
mos ndo se restringe a produzir argumentos validos por meio de
cadeias de deducdes légicas. Aintuicdo e ainducdo (vulgar) produ-
zem também elementos relevantes baseados em analogia, gene-
ralizacdo, formulagdo de hipdteses, reconhecimento e expressdo
matemdtica de padrdes e regularidades, entre outras operaces ndo
necessariamente redutiveis ao raciocinio légico-dedutivo. Vdrias
das caracteristicas dessa nocdo ampliada de raciocinio matematico
(e mais fidedigna da criacdo e da descoberta matemdticas, de fato)
sdo ubfquas e frequentes na producdo e na transferéncia de conhe-
cimentos matematicos. Sdo, portanto, indispensdveis em atividades
matemdticas de elevada demanda cognitiva.

O raciocinio adaptativo é também essencial para uma comunicacdo
matemdtica fluente. Justificar procedimentos e resultados, comuni-
cando argumentos para outras pessoas (ou, inversamente, buscando
compreender e validar argumentos produzidos por outras pessoas),
requer ndo apenas registrar cuidadosamente os passos dedutivos e
representar corretamente conceitos e procedimentos, mas também
apresentarjustificativas intuitivas, plausiveis e inteligiveis para
diferentes interlocutores.

Um exemplo caracteristico dessa distincdo entre prova dedutiva e
justificativaintuitiva é o de tornar aceitdvel o resultado de opera-

~ 1 .
¢Bescomo 4:; = 8 Nesse exemplo prosaico, argumentar que a
divisdo é a “operacdo inversa” da multiplicacdo e que, sendo assim,
1 1 ~ . .
4:7 = 8porque 8 x ;= 4 talvez ndo seja convincente mesmo para

quem formula o argumento, caso ainda esteja se habituando as ope-
racBes com nimeros racionais. Da mesma forma, “recitar” o uso do
procedimento segundo o qual a divisdo de a/b por ¢/d (com cbd ndo
nulo) é efetuada multiplicando-se a/b pord/cndo é uma justificativa

no sentido que temos tratado aqui. No caso especifico da divisdo 4 : %

explicaroresultado em termos de servir 4 litros de suco em copos de
%2 litro pode justificar convincentemente o resultado 8. Kilpatrick e

colaboradores apontam, com respeito a necessidade de desenvolver
ajustificativa matemadtica, que:

Students need to use new concepts and procedures for some
time and to explain and justify them by relating them to con-
cepts and procedures that they already understand. For exam-
ple, it is not sufficient for students to do only practice problems
on adding fractions after the procedure has been developed.

If students are to understand the algorithm, they also need
experience in explaining and justifying it themselves with many
different problems. (KILPATRICK et al., 2001, p. 130).

Em suma, o raciocinio adaptativo envolve, entre outros, processos
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de abstracdo, generalizacdo, inducdo e deducdo. Assim como antes,
esse aspecto da proficiéncia matemadtica é intrinsecamente relacio-
nado aos trés anteriores. De fato, requer-se raciocinio adaptativo
para aresolucdo de problemas e, portanto, para o desenvolvimento
da competéncia estratégica, especialmente na modelagem mate-
mdtica dos problemas; na formulacdo de hipdteses e conjecturas;

na generalizacdo ou particularizacdo; na percepcdo e descricdo de
estruturas, padrdes e relacdes; na supervisdo sobre entraves, pro-
gressos, erros e acertos; nainterpretacdo e validacdo dos resultados;
entre outros processos proprios dessa competéncia.

Learners draw on their strategic competence to formulate and
represent a problem, using heuristic approaches that may pro-
vide a solution strategy, but adaptive reasoning must take over
when they are determining the legitimacy of a proposed strate-
gy. (KILPATRICK et al., 2001).

A expressdo do raciocinio matematico, no sentido amploem que o
consideramos aqui, requer, por 6bvio, dominio da representacdo de
conceitos, objetos, estruturas e relagdes matematicas, ou seja, estd as-
sentada numa sélida compreensdo conceitual que, no sentido inverso,
se constréi com um intenso esforco de raciocinio adaptativo. O mesmo
pode ser dito da fluéncia procedimental: a execucdo, supervisdo, valida-
cdo e adaptacdo criativa de procedimentos demandam varios aspectos,
de diferentes graus de complexidade, de raciocinio matemadtico.

A seguir, estdo expostos outros aspectos da competéncia matemati-
caque consideramos relevantes e sdo enfatizados em outros frame-
works (por exemplo, no Common Core americano ou nos standards de
Cingapura) como adicionais aos que vimos acima, embora obviamen-
te dependentes desses.

Aplicacdo e modelagem

= Aplicar conhecimentos matematicos para elaborar modelos de
fendmenos em diversos contextos e resolver problemas resul-
tantes desses modelos.

Essa pratica matemdtica compreende a¢des como:

= formularhipéteses que simplifiquem a situacdo a ser modelada,
permitindo que seja descrita e abordada matematicamente;

= compreender as limitacGes do modelo, em termos de poder de
explicacdo e de predicdo, devidas as premissas simplificadoras
ou ainterpretacfes espurias dos resultados matematicos;

= identificar oselementos dalinguagem matemdtica a serem usa-
dos na construcdo, descrevendo varidveis de interesse, suas rela-
¢Oes e variagdes, bem como estruturas observadas no contexto,
entre outros aspectos do fenémeno ou do problema passiveis de
descricdo matematica;

= utilizar o modelo para efetuar procedimentos matematicos e de-
duzir resultados ou conclusdes matematicamente embasadas;

= interpretar, criticar e validar (ou refutar) os resultados mate-
mdticos obtidos pela modelagem em termos do contexto do
fendmeno ou do problema;

= aprimorar o modelo, confrontando as premissas em sua constru-
cdo e aadequagdo entre as respostas que gera e o contexto real
do fenémeno ou do problema.
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Comunicacdo

= Comunicar-se sobre etapas e resultados do raciocinio matemd-
tico, embasando, explicando, justificando e analisando critica-
mente usos de conceitos e de procedimentos.

Essa prdtica envolve fundamentar e expressar argumentos, pro-
cedimentos e resultados utilizados ou produzidos no trabalho
matemdtico executado pelo aluno: a explicacdo, com argumentos
logicamente embasados, dos processos segundo 0s quais 0s co-
nhecimentos matematicos foram utilizados; a justificativa sobre a
selecdo desses conhecimentos e procedimentos para a modelagem
ou para aresolucdo de problemas; e argumentar sobre as evidéncias
gue permitem comparar diferentes modelos para descrever mate-
maticamente um dado contexto ou diferentes procedimentos para
obter-se um resultado ou resolver-se um problema.

Espera-se que o aluno possa distinguir claramente entre raciocinio
dedutivo e argumentos baseados em inducdo (vulgar), entendendo
oalcanceeaslimitacdes de ume de outro. Esse aspecto da pratica
matemdtica envolve habilidades tanto de metacognicdo e de pen-
samento critico e reflexivo quanto de comunicacdo. De fato, o aluno
deve ser capaz de: explicar e de sustentar seus argumentos; analisar
criticamente os argumentos de outras pessoas (ou aqueles apresen-
tados em livros, em aulas e em outras referéncias) e 0s seus préprios;
e expor com clareza procedimentos e resultados usados ou obtidos
em seu trabalho matemadtico.

Conexdes
= Discernirestruturas no ambito da prépria Matemadtica ou em
dominios/contextos em que seja aplicada.

O estudante pode discernir uma estrutura que conecta e dd novos
significados e usos a objetos matematicos que, inicialmente, eram
percebidos individualmente. Da mesma forma, pode estabelecer cor-
respondéncias entre objetos (e relacdes entre eles) pertencentes a
dominios diferentes, mas com uma estrutura comum ou homdloga.
Porexemplo, o aluno pode perceber que figuras geométricas planas
diferentes possuem as mesmas simetrias e, portanto, essas sime-
trias determinam relag8es, comuns a todas as figuras dessa classe,
entre lados e angulos; e, ainda, constatar que fatos matemdticos
particulares podem ser deduzidos a partir de premissas mais gerais
e que, portanto, hd uma conexdo entre esses fatos aparentemente
isolados. Em outra situacdo, pode observar a ideia comum de pro-
porcionalidade tanto no estudo das razées e propor¢des quanto no
trabalho com semelhanca de figuras planas.

A percepcdo e o uso de estruturas podem facilitar a resolucdo de
problemas ao propiciar ao aluno observar relacdes, antes implicitas,
entre elementos dados nos contextos (figuras, expressées aritméti-
cas e algébricas, entre outros). Por exemplo, um problema envolven-
do tridangulos pode ser consideravelmente simplificado ao utilizar-se
fatos conhecidos sobre a estrutura de tridngulos inscritos ou
circunscritos a circulos. Reconfigurar o problema desde um ponto de
vista mais “elevado”, integrando suas partes a uma estrutura, pode
significar uma mudanca produtiva na estratégia de resolucdo.
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= ldentificare utilizar padrdes e regularidades na organizacdo do
conhecimento matematico e naresolucdo de problemas.

Nos standards do Common Core, usa-se, na descricdo dessa pratica,
o termo shortcut. De fato, boa parte da experiéncia matematica
deriva de construir shortcuts (vide o livro Thinking Better, de Marcus
du Sautoy) que tenham se mostrado eficazes tanto para organizar
chunks (por vezes bastante complexos) de conhecimentos quanto
pararepresentar uma dada estratégia de resolucdo eficaz para uma
determinada classe de problemas. Algumas das habilidades mate-
mdticas prevalentes, a esse propdésito, envolvem inducdo (vulgar),
generalizacdo e abstracdo, umavez que os padrdes e regularidades
sdo percebidos, em geral, a partir de situacdes particulares. Esse é

0 casodaconstatacdo que um aluno pode terde que a dreadeum
triangulo é preservada ao mover-se um vértice oposto a um lado
fixado; percebendo essa invariancia, o aluno pode deduzir/induzir
que basta determinar a dreade uma configuracdo simétrica desse
triangulo, a qual tem a mesma drea que um retangulo com mesma
altura elado com metade do comprimento do lado fixado no trian-
gulo. Em outra situacdo hipotética, o aluno pode dar-se conta de que
fracBes cujos denominadores tém fatores diferentes de 2 e 5 geram
expansdes decimais ndo finitas.

DOMINIOS DE CONHECIMENTOS E
HABILIDADES NA MATEMATICA BASICA

Nesta secdo, expandimos e aprofundamos a andlise do dominio

da Matematica Basica, apresentando a Matriz dos Saberes, uma
organizacdo dos conhecimentos e skills matemdticos que compdem
o repertdrio fundamental para a consecucdo das metas de aprendi-
zagem e o desenvolvimento das competéncias matemdticas enume-
radas anteriormente.

Nessa organizacdo, seguimos a ideia de mapas ou trajetdrias de
aprendizagem, descrevendo os conhecimentos e habilidades no
dominio da Matemdtica Basica em uma estrutura relacional de nés e
links. A matriz de incidéncia que define as conexdes entre diferentes
conhecimentos e habilidades permite usar ferramentas de visuali-
zacdo que tornam essa organizacdo do repertdrio legivel e acessivel.
Além disso, torna-se possivel identificar, em meio a estrutura global,
diferentes caminhos conectando conhecimentos que incidem em
um dado objetivo de aprendizagem. Esses caminhos definem multi-
plas possibilidades de percursos curriculares, adequados as diferen-
tes trajetérias cognitivas dos estudantes.

Enfatizamos que a matriz ndo se limita a enumeracdo de tépicos ex-
trafdos ou derivados do curriculo. De fato, apresenta possibilidades
de mapeamento das relacdes ldgicas e cognitivas entre os conhe-
cimentos/habilidades, um dos aspectos fundamentais do modelo
cognitivo subjacente ao modelo de avaliacdo, de acordo com as pre-
missas do ECD. As relacdes uni ou bidirecionais entre as habilidades
descritas na matriz sdo modeladas em termos de grafos ou drvores,
representando, portanto, possiveis percursos que conduzem de uma
habilidade a outra.
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Increasingly

scientifically

Essa progressdo l6gico-cognitiva ndo é, necessariamente, linear,
visto que alguns conhecimentos e habilidades retomam, em um
nivel de maior complexidade, conhecimentos e habilidades prévios.
Essa progressdo na complexidade deve ficar clara nas especificacdes
que sdo feitas em cada tépico da matriz: ao compararmos as descri-
¢Ges de habilidades homdlogas, mas em niveis diferentes, devemos
deixar claro de que modo abordagens mais complexas dependem de
etapas de menor complexidade e, a0 mesmo tempo, como a reto-
mada de um tema em um nivel de maior complexidade aprofunda,
ressignifica e reorganiza seus homdélogos de menor complexidade.

Porexemplo, o tema da proporcionalidade é recorrente e estrutural
de todo um eixo de conhecimentos e habilidades, trazendo novos

camadas de significado e de uso para a equivaléncia de representa-
¢Ges de nlimeros racionais ao mesmo tempo que abre caminho para
modelar relac8es lineares entre varidveis (ou entre suas variacdes).

complete, /ji_\
| ==X

Fonte: STEVENS, S. Y.; DELGADO, C.; KRAJCIK, J. S. Developing a Hypothetical Learning
Progression for the Nature of Matter. Journal of Research in Science Teaching, 2009.
Adapted with permission. Extraido de PELLEGRINO, 2010.

Afiguraacimailustra camadas da Matriz dos Saberes e, em cada uma,
nds que representam conhecimentos e habilidades. As conexdes entre
nésem uma mesma camada ou entre nés de camadas diferentes po-
dem significar tanto relac8es légicas entre aspectos do conhecimento
matemdtico quanto organizac¢Bes desses elementos de conhecimento
em chunks ou clusters na memdria do longo prazo dos aprendizes. Se-
guindo o eixo vertical de complexidade crescente, vemos camadas em
que hd mais elementos conceituais ou procedimentais, ou seja, maior
quantidade de nés, com conexdes cada vez mais densas, representando
padrdes mais complexos de representacdo e raciocinio matematicos.

Desse modo, a evolucdo indicada pela seta pode representar a
organizacdo cada vez mais complexa de conhecimentos no dominio
da Matematica Bdsica e, em particular, no curriculo escolar. Nessa
interpretacdo, temos, de uma camada para a seguinte, mapas de
progressdo curriculares na sistematizacdo dos contelidos matemd-
ticos. Outra forma de interpretar as camadas dispostas em comple-
xidade crescente é vé-las como representacdes do adensamento das
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estruturas cognitivas na mente do aprendiz, em sua trajetdria de
progressdo de novico a expert no dominio de conhecimento matema-
tico. De acordo com Pellegrino, a respeito da figura:

At each levelin the system there are initial understandings of
these core elements and they may be largely separate from one
another. Some may be present in a person’s knowledge structu-
reand some may be absent. As one develops knowledge there
is progress to the next level that implies a more sophisticated
understanding of the core element. In addition, the elements
within a level may become interconnected. Progress across
levels involves assumptions in which there are increasing inter-
connections among the core elements and thus a much greater
depth of understanding. (PELLEGRINQO, 2010, p. 12).

Aestruturainterconectada da Matriz dos Saberes e das trajetérias de
progressdo em seu interior ndo é rigida. De fato, a ideia é que as espe-
cificacdes das habilidades e os enlaces entre elas sejam atualizados
com base tanto em revisdes do modelo cognitivo quanto nas mudan-
cascurriculares ou pedagégicas em curso no sistema educacional.

Aresearcher-conjectured, empirically-supported description of
the ordered network of constructs a student encounters through
instruction (i.e. activities, tasks, tools, forms of interaction, and
methods of evaluation), in order to move from informal ideas,
through successive refinements of representation, articulation,
and reflection, towards increasingly complex concepts over time.
(CONFREY et al., 2008, apud PELLEGRINO, 2010).

Em suma, a Matriz dos Saberes reflete a estrutura Iégica do dominio
da Matematica Basica e as relacdes de (inter)dependéncia cognitiva
entre diferentes etapas na aquisicdo, consolidacdo e mobilizacdo de
conceitos, fatos e procedimentos matematicos, arranjados em seus
diversos subdominios. Essa construcdo espelha a estruturade um
modelo cognitivo na forma de uma rede bayesiana, conceito anteci-
pado naseguinte observacdo de Mislevy, Steinberg e Almond:

We connect claims and observations through a web of inferen-
ce. Some links depend on our beliefs about the nature of know-
ledge and learning. What is important for students to know, and
how do they display that knowledge? Other links depend on
things we know about students from other sources. (MISLEVY;
STEINBERG; ALMOND, 2003, p. 15).

De fato, em termos da linguagem de redes bayesianas de Mislevy et
al. (1996, 2015), a Matriz dos Saberes pode ser pensada como uma
versdo a priorido modelo cognitivo em que as avaliagdes sdo basea-
das, definida a partir da visdo dos especialistas, nesse caso, matema-
ticos e professores de Matematica no ensino basico.

As crencas que modelaram a matriz devem ser atualizadas a partir
dainterpretacdo das evidéncias geradas por tarefas e testes de

um ponto de vista cognitivo. A abordagem sugerida por Mislevy e
colaboradores envolve a modelagem de uma complexa rede bayesia-
na, com probabilidades condicionais associadas aos enlaces entre
diferentes nés nos (hiper)grafos que constituem essa rede. No atual
estdgio de desenvolvimento do projeto, estamos reunindo dados
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de pré-testes, com o uso de modelos diagndstico-cognitivos, para
validar relaces entre habilidades associadas a Aritmética Basica.

A matriz, como construida, se amolda a finalidades predominantemen-
te diagndsticas ou formativas de avaliacdo, uma vez que apresenta
uma descricdo mais pormenorizada de conhecimentos e habilidades,
dasrelactes de dependéncia légico-cognitiva entre esses e, sobretu-
do, da especificacdo de padrdes de desempenho, o que permite gerar,
para as escolas, devolutivas rdpidas, focalizadas e legiveis na forma de
marcos em mapas de progressdo. As devolutivas, além disso, podem
serexpressas em termos de objetivos de aprendizagem associados a
diretrizes curriculares. Por fim, as evidéncias, devidamente interpreta-
dasem termos desses objetivos e dos padr&es de desempenho, podem
orientar o agrupamento de alunos segundo os conhecimentos e habili-
dades mais fragilizados em cada grupo. O intuito, com essa organizacdo
das turmas em niveis bem definidos (e ajustdveis entre escolas e entre
tempos), seria a recomendacdo de percursos curriculares definidos com
ajuda da matrize adequados a superacdo das lacunas mais proeminen-
tesem cada grupo, com o suporte de intervencdes planejadas para esse
fim e com base nos resultados de avaliaces.

Em termos populacionais, por outro lado, a Matriz dos Saberes ajuda
nacompreensdo e na visualizacdo da cadeia causal de conhecimen-
tos e habilidades em que os estudantes tém lacunas que se apro-
fundam ao longo dos anos finais e reverberam, mais a frente, nos
indicadores de desempenho no Ensino Médio, afetando ndo apenas
as métricas agregadas, mas também os projetos de vida desses estu-
dantes, e comprometendo severamente a equidade.

Esse desenho de devolutivas e de intervenc¢des exige, naturalmente, um
esforco de formacdo de coordenadores pedagdgicos e professores. A
formatacdo a priori da matriz foi extensamente trabalhada em forma-
cOes (pds-graduaces lato sensu) de professores do Ensino Fundamental
e do Ensino Médio ocorridas no ambito do Programa Cientista-Chefe em
Educacdo Basica, cooperacdo entre a Universidade Federal do Cear3, a Se-
cretariada Educacdo do Estado do Ceard e Fundacdo Cearense de Apoio
ao Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (FUNCAP). Os professares,
sob supervisdo dos formadores na universidade, contribufram para a
definicdo dos conhecimentos e habilidades na matriz e dos links entre
esses elementos. Em sua configuracdo atual, a matriz é organizada em
16 grandes setores, 0s saberes, dispostos da forma como aparecem na
figura a seguir.

MATRIZ DOS
SABERES

Geometria q
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Dominios de
conhecimento

Geometria

Algebra e
Funcoes

Probabilidade
e Dados

Essarepresentacdo graficademonstra, ao menos em parte, como
saberes diferentes sdo contiguos, no sentido de que as relacdes légi-
co-cognitivas entre eles (ou, mais precisamente, entre as habilidades
que os compdem) sdo densas. Grosso modo, conjuntos de saberes
sdo associados as quatro unidades temdaticas de Nimeros, Algebra

e Funcdes, Geometria e Medidas e Probabilidade e Dados. De modo
esquematico, apresentamos a seguir essas 4 unidades e 16 saberes.

S04 Modelar relacdes de proporcionalidade entre grandezas numéricas.

Modelar e resolver problemas envolvendo relacdes lineares entre
varidveis.

Modelar e resolver problemas envolvendo relacdes quadraticas e
polinomiais entre varidveis.

Modelar e resolver problemas envolvendo relaces exponenciais (e
outras relagdes ndo polinomiais) entre varidveis reais.

Modelar e resolver problemas envolvendo matrizes e sistemas
lineares.

Aplicar ferramentas estatisticas na andlise de dados e informacges.

Compreender e aplicar métodos probabilisticos na andlise de dados
e de aleatoriedade.
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5. DETALHANDO ALGUNS
DOMINIOS DE CONHECIMENTOS E
HABILIDADES

A seguir, detalhamos a estrutura interna de dois dos dominios na
matriz de conhecimentos e habilidades, enfatizando alguns marcos
em mapas de progressdo ao longo dos saberes que compdem cada
um desses dominios. Essa descricdo estd alinhada tanto as unidades
tematicas da BNCC quanto aos domfnios de contelidos especificados
nos modelos conceituais do Pisa, do TIMSS e do MARS, exemplos

de referenciais curriculares ou avaliativos nos quais este estudo é
fortemente inspirado.

NUMEROS

Saberes componentes do dominio Niimeros

Progressdo no dominio Niimeros

Os conhecimentos e habilidades no dominio Nimeros abrangem a
construgdo progressiva dos sistemas numéricos, recuperando a pro-
gressdo dos nimeros naturais (e inteiros) para os nimeros racionais
e desses para os nimeros reais. Alguns temas sdo recorrentes nessa
espiral progressiva, como exemplificamos a seguir.

a) Nocdes e propriedades do sistema posicional decimal (ordens
decimais, valor posicional, papel do zero, decomposicdo aditiva e
multiplicativa, entre outras): ao longo dos saberes neste dominio, a
expansdo decimal, inicialmente dos nimeros naturais, é ampliada,
com aintroducdo de divisdes sucessivas por 10 (ou seja, com a nota-
cdode poténciasinteiras de dez, tanto positivas quanto negativas),
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permitindo a expansdo também de nlimeros racionais e, em seguida,
de nimeros reais. Adistincdo entre expansdes decimais finitas ou
infinitas e periddicas e expansdes decimais infinitas e ndo periddicas
é especialmente ressaltada como um salto cognitivo, que requer o
entendimento, ainda que em bases geométricas, intuitivas, da relacdo
entreirracionalidade de um nimero real e incomensurabilidade entre
medidas de segmentos, tema explorado no decurso do Saber 09.

b) Definicdo das operacgdes aritméticas em sistemas numéricos,
que sdo gradualmente ampliados (dos naturais e inteiros para os
racionais e reais), enfatizando a coeréncia entre as propriedades
dessas operacdes a medida que vdo sendo retomadas em sistemas
cada vez mais amplos: iniciamos o percurso no Saber 01, ao basear
aoperacdo de adicdo nanocdo de sucessdo, que fundamenta tanto
a construcdo indutiva dos niimeros naturais quanto sua represen-
tacdo geométrica na reta numérica. Com essa abordagem, adicdes
tanto podem ser entendidas como sucess@es iteradas quanto como
translacdes ao longo da reta numérica.

Combinando as propriedades aritméticas da adicdo com a repre-
sentacdo decimal, o Saber 02 explora o uso, correto, embasado e
justificado dos algoritmos de adicdo, quer sejam os procedimentos
costumeiramente ensinados nas escolas, quer sejam algoritmos
livremente desenvolvidos pelos estudantes, especialmente em
rotinas de cdlculo mental. Por outro lado, sdo abordadas representa-
¢Ges das propriedades fundamentais das operacdes aritméticas em
termos de propriedades correspondentes de translacdes de segmen-
tosnareta numérica ou de unides de conjuntos, com o intuito de
relacionar essas diferentes representacdes e desenvolver aintuicdo
arespeito das operacdes aritméticas e de suas propriedades.

A multiplicacdo, por suavez, é trabalhada a partir da ideia de adicdes
iteradas e, novamente, os algoritmos combinados de adicdo e de
multiplicacdo sdo entendidos como consequéncias das propriedades
operatérias (incluindo, agora, a distributividade da multiplicacdo
em relacdo a adicdo) e das convencdes do sistema de representacdo
posicional decimal. Os modelos geométricos sdo, uma vez mais,
associados a construcdo de representacdes que desenvolvam intui-
cdo sobre a“naturalidade” das propriedades das operacdes. Assim
como arepresentacdo decimal é utilizada como ferramenta para
efetuaras operacfes aritméticas, as habilidades nos saberes 02 e 03
envolvem, no sentido oposto, reconhecer que a expansdo decimal é
expressa em termos de adicBes e de multiplicacdes e que, em espe-
cial, multiplicacBes iteradas de 10 permitem definir a decomposicdo
de um dado ntimero em ordens decimais. Por fim, é abordado, nos
saberes 02 e 03, como essas decomposicfes, juntamente com as
propriedades operatdrias, explicam e justificam todos os algoritmos
validos que puderem ser usados ou criados para efetuar o calculo de
somas e produtos com némeros naturais, inteiros e racionais.

As representacBes geométricas na reta numérica e em outros
modelos sdo também relevantes para descrever padrdes formados
por multiplos, comuns ou ndo, de dois ou mais niimeros naturais,
tema que serd retomado na descricdo do algoritmo de divisdo e nas
sequéncias sobre equivaléncia de fractes. Além disso, a extensdo
da adicdo (e subtracdo) aos nimeros inteiros é apoiada pelo uso da
reta numérica para promover a compreensdo de operacées como
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3-8emtermos de translacdes e suainterpretacdo como adicdes da
forma 3+ (- 8).

0 Saber 02 (respectivamente, Saber 03) culmina com a modelagem
e resolucdo de problemas, suscitados por diversos contextos, que
envolvam operacdes aritméticas com nimeros naturais ou inteiros
(respectivamente, niimeros racionais). O trabalho com express&es
aritméticas, especialmente para verificar equivaléncias entre essas
expressdes ou determinar termos desconhecidos, antecipa a transi-
¢do do dominio da Aritmética para o dominio da Algebra e Funcoes.
Relevo particular é dado a “conservacdo daigualdade” no sentido
de que aigualdade entre expressGes aritméticas é preservada ao
adicionarmos/subtrairmos ou multiplicarmos/dividirmos ambas as
expressdes por uma mesma parcela ou fator ndo nulo: esses expe-
dientes sdo relevantes para a compreensdo da relacdo entre opera-
cOes aritméticas (subtragdo como “inversa” da adicdo, por exemplo)
e paradeterminarovalor de parcelas (respectivamente, fatores)
desconhecidos em uma soma (respectivamente, produto).

c) O Saber 03 abrange a aritmética de niimeros racionais, partindo do
aprofundamento do trabalho com a operacdo de divisdo. Na constru-
cdo do Saber 02, trabalha-se, inicialmente, a divisdo (exata) de um
ndmero por um fator e, em seguida, considera-se o caso de divisdo
comrestos, quando atentamos para a ideia, ainda intuitivamente
formulada, de congruéncia, sugerida pelo padrdo peridédico formado
pelos restos nadivisdo por um dado niimero natural ndo nulo. Um
dos pontos altos nesse percurso é a compreensdo de que o algoritmo
euclidiano de divisdo é baseado em aproximar, em cada iteracdo, o
dividendo pelo multiplo do divisor mais préximo e menor do que o
dividendo. Portanto, o algoritmo, em vez de ser executado como um
procedimento completamente inédito até entdo, é visto como um
desdobramento do algoritmo da multiplicacdo em conjuncdo com o
uso de estimativas e de aproximacd@es (6timas) de produtos, que, por
suavez, requer familiaridade com tdbuas de multiplos e de divisores,
alémdo usointeligente de decomposicdes decimais dos niimeros que
surgem em cada iteracdo.

A partirdessa formulacdo do algoritmo de divisdo, um resto m, na
divisdo porum ntdmero natural n, é reinterpretado em termos da
fracdo m/n. Por outro lado, usando o fio condutor tematico das
representacdes dos nimeros na reta ordenada, presente nos saberes
02 e 03, representa-se a fracdo 1/n como o ponto P cuja distancia
orientada ao ponto O (que representa 0) é n vezes menor do que a
unidade de medida, de modo que a fracdo m/n é vista como o ponto
cujadistancia ao ponto O é mvezes maiordo que adistanciade O a
P. O propdsito desta passagem do Saber 03 é aproximar a represen-
tacdo geométrica de fracdes em termos de medidas de segmentos
comensuraveis com a unidade de medida (m/n é a medida de um
segmento tal que n cépias, contiguas e ndo sobrepostas, desse seg-
mento medem m unidades de medida, em suma) com o resultado de
uma divisdo, ndo necessariamente exata.

Firmado esse entendimento, o conceito de ntimero racional, fulcro
do Saber 03, emerge da nocdo de equivaléncia de fragdes: novamen-
te, aideia de medida de segmentos é usada para tornar “natural” a
relacdo de equivaléncia entre fracdes m/n e p/q, estabelecida quan-
do mqg=np. Esse critério aritmético é pensado em termos da adogdo
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de duas unidades de medida comensuraveis (ou, equivalentemente,
de dois submultiplos de uma dada unidade): um segmento que
mede m vezes 1/n da unidade de medida tem mesma medida que um
segmento que mede p vezes 1/q da unidade de medida se, e somente
se, ng cépias do primeiro segmento medem o mesmo que ng cépias
do segundo. Essa definicdo fundamental é tomada como o conceito
(geométrico-aritmético) de equivaléncia de fracdes, a partir do qual
sdo deduzidos e utilizados os critérios usualmente empregados
relacionados a denominadores comuns (“calcular o M.M.C”, “multi-
plicar ou dividirnumerador e denominador por um mesmo fator ndo
nulo”, entre outros procedimentos que sdo, de fato, consequéncias
diretas da definicdo de equivaléncia, ou mais fundamentalmente, do
conceito de nimero racional).

d) Ainda ao longo do Saber 03, a equivaléncia de fracdes vai assu-
mindo um papel fortemente estrutural para: estabelecer a ordem e
a comparacgdo de nimeros racionais em suas representacdes fracio-
ndrias ou decimais (representados como pontos na reta numérica,
por exemplo); representar fracdes com denominadores dados por
poténcias de dez, definindo os elementos da notacdo de niimeros
decimais; representar fragdes em termos de nimeros decimais, com
clara compreensdo dos significados das expansdes decimais, quer
sejam finitas, quer sejam infinitas e periddicas; elaborar e aplicar, de
modo correto e justificado, algoritmos de adicdo de fracGes, parti-
cularmente no casoem que tenham denominadores diferentes; e,
enfim, de modo geral, permitir lidar com formas equivalentes de
nlimeros racionais (em termos de fracdes, pontos na reta numérica,
nlimeros decimais ou percentuais), Uteis para o entendimento e
para a utilizacdo de procedimentos algoritmicos nas operacdes com
esses nimeros. Por fim, da mesma forma que o Saber 02, este saber
culmina, na suaestrutura, com habilidades relativas a resolugdo de
problemas modelados em termos de operac8es e expressées aritmé-
ticas com nUmeros racionais, em suas diversas representacoes.

e) Essa cadeia de conhecimentos e habilidades conduz, segundo
diferentes possiveis trajetérias, ao Saber 09, que enfatiza o uso da
aritmética de niimeros reais em contextos internos ou externos a
Matematica, particularmente relacionados a expressdo de medidas
de diversas grandezas em termos desses nimeros. Um dos desafios
cognitivos, no transito do Saber 09, é o da transicdo para o conceito
deirracionalidade ou de sua contraparte geométrica, a saber, o fato
de que a medida de determinados segmentos (de fato, de uma infini-
dade ndo enumerdvel deles) ndo pode ser expressa como um multi-
ploracional de uma unidade de medida fixada na reta numérica; ou
seja, de que, por mais que consideremos submultiplos de uma dada
unidade de medida, ndo atingimos o refinamento necessdrio para
medir, com exatiddo, o comprimento desses segmentos.

Essa abordagem geométrica, usada como fio condutor no Saber 09,
retoma e aprofunda o trabalho efetuado no Saber 03, ao mesmo
tempo que problematiza a “completude” dos niimeros racionais
como um sistema numérico “suficiente” para o processo de medicdo
de grandezas. Algumas das habilidades componentes do Saber 09
exploram o usoinstrumental dos nimeros reais, que “completam”
0s nUmeros racionais, na expressdo de medidas em conexdo com no-
¢Ges de notacdo cientifica, de erros inerentes a mensuracdo e de al-
garismos significativos. A ideia de que um nimero real, ndo racional,
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pode seraproximado, com niveis de precisdo cada vez maiores, por
sequéncias de nimeros racionais, expandidos em notacdo decimal,
é trabalhada em uma abordagem geométrica e intuitiva, associada,
novamente, ao contexto de grandezas e medidas.

Aproximac8es por niimeros racionais sdo também vistas como
procedimentos relevantes para efetuar calculos com nimeros reais
e para obter estimativas dos resultados, admitidas margens de erro
expressas por ordens de grandeza (representadas por poténcias de
dezinteiras negativas, por exemplo).

0 senso numérico deve estar plenamente desenvolvido, com o aluno
sendo capaz dejulgar arazoabilidade dos resultados, exatos ou
aproximados, de um célculo ou estimativa. Expans@es decimais e
operacdes aritméticas com nimeros reais sdo abordadas tanto em
contextos puramente aritméticos ou geométricos quanto no seu
emprego em medidas de grandezas de comprimento (ou distancia),
drea, volume (ou capacidade), tempo, massa e valores monetarios,
por exemplo. Considera-se, por fim, a modelagem aritmética e a reso-
lucdo de problemas nesses contextos.

Metas de aprendizagem diretamente dependentes dos saberes no
dominio Ntimeros

1) Utilizar as operagdes aritméticas em sistemas numéricos, com o
uso de algoritmos baseados nas propriedades dessas operacdes e do
sistema posicional decimal, em problemas motivados por diversos
contextos.

8) Identificar grandezas relevantes em estruturas matemadticas (e.g.:
quantidades numéricas; formas geométricas; varidveis, equacdes e
funges; conjuntos de dados) e em diversos contextos (cotidianos,
cientificos, profissionais, sociais), definindo unidades de medida
apropriadas, as relagdes entre essas unidades e as limita¢Ses em seu
uso (erros intrinsecos ao processo de medicdo; incomensurabilidade;
entre outras).

Os conhecimentos e habilidades no dominio Nimeros (e, portanto,
nos saberes 01, 02,03 e 09) alicercam o desenvolvimento das compe-
téncias matemdticas a seguir, entre outras.

= Quantificarvaridveis e atributos relevantes em objetos, relaces,
estruturas, dados, fendmenos e problemas em diversos contex-
tos matematicos, cotidianos, profissionais, sociais, cientificos
ou tecnoldgicos.

= Utilizar nimeros (dos varios sistemas numéricos) em problemas de
contagem e ordenacdo; na medicdo de grandezas; no registro de
valores numéricos de varidveis de interesse; na definicdo e interpre-
tacdo de taxas, indices e coeficientes; na descricdo de padrdes e de
estruturas; e naleitura, andlise e interpretacdo de dados.

= Descrever, quantitativamente, medidas geométricas e relacdes en-
tre elas; relacdes funcionais, estdticas ou dinamicas, entre varidveis
ou suas variacdes; médias e variabilidades em conjuntos de dados;
e medidas de probabilidades associadas a eventos incertos.
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= Compreender asrepresentacdes simbdlicas e geométricas de
nlimeros, nos varios sistemas numéricos, particularmente com
o usodosistema posicional decimal e da reta numérica, incluin-
do os conceitos e fatos sobre essas representacdes (e.g., valor
posicional, papel do algarismo 0, expansdes decimais, ordens de
grandeza, comparacdo e ordem).

= Efetuar,de modo correto, justificado, eficiente e flexivel, opera-
cGes aritméticas nos diversos sistemas numéricos, entendendo
suas propriedades (quando definidas em um dado sistema nu-
mérico), as relacdes entre essas operacdes e 0s diversos procedi-
mentos de cdlculo aritmético na resolucdo de problemas.

= Modelareresolver problemas, motivados por diversos contextos,
mobilizando aspectos do raciocinio matematico associados ao
senso numeérico, a proficiéncia e a flexibilidade no uso de algorit-
mos; ao cdlculo mental; ao uso de aproximacdes e estimativas; e
a avaliacdo da plausibilidade de resultados obtidos em procedi-
mentos aritméticos.

= Compreender, produzir, representar, avaliar, analisar criticamen-
te e comunicarinformacdes expressas numericamente, bem
como procedimentos, resultados e inferéncias baseadas em
modelos e cdlculos aritméticos.

Lidar com algoritmos em Pensamento Computacional, avaliando
e comunicando resultados obtidos em calculos, experimentos e
simulacdes.

Exemplos de conhecimentos e habilidades componentes dos saberes

Os quadros a seguir apresentam algumas habilidades que comp&em
o saber. Descrevemos essas habilidades, discutindo exemplos de si-
tuacGes em que sdo mobilizadas. Enumeramos algumas habilidades
da BNCCdiretamente relacionadas a cada habilidade apresentada,
realcando o fato de que esta pode impactar no desenvolvimento
futuro das habilidades da BNCC; ou, no sentido inverso, de que as
habilidades da BNCC correlatas podem representar estdgios prévios,
do ponto de vista légico e cognitivo, necessarios ao desenvolvimen-
to da habilidade apresentada na Matriz dos Saberes.

Em outros trechos do relatdrio, mostramos exemplos de tarefas que
requerem habilidades da Matriz dos Saberes. As tarefas podem ter
varios niveis de complexidade e acionar processos cognitivos em
varios dominios (compreender/efetuar; modelar/aplicar; analisar/
integrar, conforme descritos posteriormente neste texto). Isso
demonstra como uma mesma habilidade pode ser demandada em
tarefas, problemas e contextos de diferentes complexidades. Descre-
vemos, nesses exemplos, alguns padrées de desempenho esperados
para a tarefa apresentada, os quais denotam o desenvolvimento
pleno ou parcial da habilidade no grau de complexidade requerido
pela tarefa.
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Habilidade S01.H10:
compor e decompor
T EEHIETS

em diversas ordens e
agrupamentos, envol-
vendo, em particular,
expansdes em ordens
decimais (poténcias
de dez).

EFO6MAOL, EFO6MAO2.

Habilidade S02.H4:
justificar/elaborar
algoritmos de adicdo
com base nas proprie-
dades de comutativi-
dade e associatividade
e do sistema posicio-
nal decimal.

EFO6MAO?2.

Descricdo: esta habilidade abrange as etapas anteriores quanto a aqui-
sicdo de conhecimentos e habilidades relativos ao uso do sistema posi-
cional decimal para representar niimeros naturais. O aluno deve, com
destreza e correcdo, decompor um dado niimero natural em adicBes e
multiplos de poténcias de dez, por exemplo, ao escrever 20.335 como

20.000+300+30+5
ou, ainda mais detalhadamente, como
10.000+10.000+100+100+100+10+10+10+1+1+1+1+1.

Caso tenha sido exposto a operacdo (ou notacdo) de multiplicacdo,
espera-se que o aluno reescreva essa decomposicdo como

2x10.000 + 3x100 + 3x10 + 5x1,

ou, caso tenha sido apresentado a notacdo de poténcias de dez, que
decomponha o nimero do seguinte forma:

2x 104+ 3x 107 + 3x10 + 5x1.

Eigualmente relevante que o aluno lide com diferentes formas de de-
compor, em adicdes, um nimero natural, por exemplo, ao escrever 3.015
como 3 milhares e 15 unidades ou 30 centenas e 15 unidades ou, ainda,
301 dezenase 5 unidades. Analogamente, é esperado que reconheca
equivaléncias de decomposicdes, como em

6.156 = 6x1.000 + 15x10 + 6 ou 6.156 = 61x100 + 5x10 + 6.

Habilidades correlatas na BNCC: EF02MAOQ4, EFO3MAO02, EFO4MAOQ1L, EFO4MAO02, EFOSMAOQ1L,

Descricdo: em seguimento a habilidade S02.H3, exploramos, agora, a
justificativa légica dos algoritmos da adicdo a partir de suas proprie-
dades operatdrias, como comutatividade e associatividade. Os passos
executados nos algoritmos, tanto os mais corriqueiros quanto aqueles
eventualmente elaborados pelo aluno, podem ser explicitados em
termos de reagrupamentos de parcelas nas decomposi¢des decimais, 0s
quais sdo vdlidos por conta das propriedades comutativa e associativa.
Por exemplo, na execucgdo do algoritmo

23+17=20+3+10+7=20+10+3+7=30+10=40,

usamos a associatividade e a comutatividade da adigdo, justificando
o chamado reagrupamento de 1 dezena (resultante da soma7 + 3) na
ordem das dezenas. As propriedades da adicdo justificam flexibilidade
na escolha ou elaboragdo de algoritmos mais efetivos, sobretudo em
tarefas que envolvam cdlculo mental ou estimativas, como em

28+19=25+3+15+4=25+15+3+4=20+10+5+5+7=30+17 =47
ouem
41+43+47 +49=41+49+43+47=40+50+40+50=80+100=180,

em que sdo utilizadas diferentes decomposicdes aditivas das parcelas,
bem como as propriedades comutativa e associativa da adicdo.

Habilidades correlatas na BNCC: EFO1MA07, EF02MA04, EFO3MA02, EFO4MA02, EFO5MAQ2,
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Habilidade S02.

H25: compreender e
relacionar os diversos
significados e repre-
sentacdes da divisdo
de niimeros naturais
(também com restos
ndo nulos), inclusive a

nocdo de congruéncia.

Descrigdo: expande-se, nesta habilidade, o que estd descrito em S02.H16

e S02.H17.0 aluno deve lidar com o conceito e o algoritmo da divisdo
euclidiana, possivelmente com restos. O conhecimento dos mdltiplos e di-
visores, explorado nas divisdes exatas, deve estar consolidado o suficiente
para que o aluno consiga obter as melhores aproximacdes sucessivas de um
dado ntimero m por multiplos de outro niimero n, ndo nulo. Por exemplo,
na divisdo de 65 por 24, 0 aluno deve recuperar a informacdo de que 2x24 =
48 e3%x24=72,de modo a considerar 48 como o maior multiplo de 24 menor
que 65, ou seja, a melhor aproximacdo de 65 por um multiplo de 24. Desse
modo, o aluno deve entender o resto como a diferenca 65 - 2x24, de modo
que chegue ao ponto de parada do algoritmo da divisdo, escrevendo

65 = 2 X 24 + 17.

O aluno deve compreender que o algoritmo euclidiano da divisdo con-
siste em uma sequéncia de aproximacdes iteradas desse tipo, como na
divisdo de 6.561 por 24, em que pode proceder do seguinte modo:

6.561 = 6500 + 61 = (2x24 + 17)x100 + 61
= 200x24 + 1.760 + 1
= 200x24 + (7x24 + 8)x10 + 1
= 200x24 + 70x24 + 81
= 270x24 + 3x24 + 9
= 273x24 + 9.

O aluno deve ser capaz de justificar esses passos do algoritmo da divi-
sdo e representd-los em arranjos mais abreviados e praticos, como no
que se denomina, usualmente, método da chave:

6561 |24
—48 273
176
— 168
81
—l =
o

Por fim, é relevante que o aluno perceba que as aproximacdes em cada
etapa correspondem as parcelas que aparecem no produto 24x273,
utilizando-se a distributividade da multiplicacdo com relacdo a adicdo,
tal qual disposta no seguinte arranjo grafico:

24
x273
72
1680
+4800
6552

Espera-se que, realizando, justificando e interpretando os calculos dessa
forma, 0 aluno possa concluir que 6.552 é o maior multiplo de 24 menor
que 6.561, resultando em resto igual a 9, o que deve ser expresso como:

6.561 = 24 x 273 + 9.

O aluno deve, ainda, estar familiarizado com o fato de que, em uma
divisdo por n, os possiveis restos sdo0 0, ..., n -1, 0s quais aparecem
periodicamente. Essa é uma nocdo intuitiva de congruéncia, que deve
ser reconhecida em modelos como o da reta numérica.

Habilidades correlatas na BNCC: EFO3MAOQ8, EFO4MAQ7, EFO4MA11L, EFO4MA12, EFO4MA1S3.
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Habilidade S03.H3:
determinar fra¢des

de um niimero inteiro
(e.g., metade, um
terco, um quinto, um
décimo, um centésimo
de uma dada quanti-
dade), associando-as
as nocdes de divisdo,

fatoracdo ou partes de

um todo.

Habilidade S03.H6:
utilizar, de modo
correto e justificado,
critérios aritméticos e
geométricos de equi-
valéncia de fragaes.

Descricdo: 0 desenvolvimento do Saber S03 envolve a compreensdo,

por parte do aluno, de que fracdes sdo representacdes de nliimeros
racionais. Os diferentes significados de frac8es, comuns nas abordagens
pedagdgicas corriqueiras (por exemplo, como representacdo de uma
divisdo; de uma razdo entre medidas, ou de uma relacdo parte-todo),
devem ser consideradas como interpretagdes das fracées, adequadas
aos contextos em que sdo trabalhadas, e ndo como conceitos diferentes
do que, na verdade, é um mesmo objeto matematico.

Portanto, o objetivo de aprendizagem comum as habilidades SO3.H1 e
S03.H3 é aclareza quanto a unidade do conceito de nimero racional,
substrato comum a seus multiplos significados e representac¢des. Sendo
assim, devemos observar, neste estdgio do Saber S03, se 0 aluno também
interpreta uma expressdo como 12/4 em termos de determinacdo de 1/4
de 12, ou seja, como uma expressdo do seguinte cdlculo aritmético,

1z_1 12=3
— =—X =9,
4 4

que, de fati)éé uma representacdo da divisdo 12:4. Da mesma forma, a
expressdo T tanto é entendida em termos da divisdo 15:10 quanto da

particdo

15_1 x 10 + 1 x5 =14+05=1,5
10~ 10 10 - S

Vé-se que o desenvolvimento desta habilidade é basilar para a expres-
sdo de fracdes em notacdo decimal.

Habilidades correlatas na BNCC: EF02MAO08, EFO3MAO08, EFO3MAQ9, EF04MAQ9, EFOSMAO03,
EFO6MAO07, EFO6MAQS, EFO7MAO08, EFO7MAQS.

Descri¢do: em complemento as habilidades S03.H4 e S03.H5, esta diz
respeito ao uso correto e com as devidas justificativas, baseadas tanto
no conceito de equivaléncia de fracdes quanto em suas representacées
geométricas ou gréficas, de critérios de equivaléncia de fracdes, como em

mXa m

nxa n

onde a é um ntimero natural ndo nulo, ou

m-a m

n-+-a n

nocasoemque aé um divisor comum dos ntimeros naturaismen. O
aluno deve compreender que esses critérios sdo consequéncias légicas
da definicdo de equivaléncia, que, como discutimos, é a nocdo estrutu-
ral da aritmética dos ntimeros racionais. N&do, sdo, portanto definicdes
de equivaléncia e, sim, critérios praticos para estabelecé-la, como ao
afirmarmos que

X 2

w
|
w

| —
[y

6+-3 2 2X2

S~

90



v

uma vez que 3x2 = 6x1 ou 3x4 = 2x6. O aluno deve, ainda, compreender e
utilizar representagdes métricas e geométricas de equivaléncias como
essa, com suporte, por exemplo, em retas numéricas, como nas seguin-
tes figuras:

| | | I I | | | | | | | |
| I I I I I | 1 | | | I

0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

0 aluno que domina esta habilidade e as precedentes compreende/for-
mula, a partir dessas figuras, argumentos geométricos ou métricos da
seguinte natureza: os segmentosde 0a 1, que tém medidaigual a uma
unidade de medida, foram divididos, em ambas as retas, em 12 segmentos
de medidaigual a 1/12 da unidade de medida. Na primeira reta, representa-
mos a equivaléncia

em que dividimos cada segmento de medida 1 em 12 partes congruen-
tes, de medida igual a 1/12. Com isso, temos

3 3x2 6
6 6x2 12

Na segunda reta numérica, representamos a equivaléncia

6 2

12 4
em que dividimos cada segmento de medida 1/4 em 3 partes congruen-
tes, de medida igual a 1/12. Com isso, temos
6 6+-3 2

12 12+3 4

Esses argumentos devem ser formulados em termos da mudanca de unida-
des de medida. Voltando aos critérios acima, o aluno deve interpretd-los da
seguinte forma: quando multiplicamos o numerador e o denominador de
uma fragcdo por um mesmo nimero natural diferente de zero, aumentamos
aquantidade de partes nas quais um dado segmento é dividido, bem como,
proporcionalmente, a quantidade de partes tomadas. Por outro lado,
quando dividimos o numerador e o denominador por um mesmo natural
diferente de zero, diminufmos proporcionalmente essas quantidades de
partes. Em ambos esses casos, obtemos uma fracdo equivalente a inicial.

Esta habilidade e as precedentes organizam o repertdrio necessario a
plena compreensdo do conceito de proporcionalidade, trabalhado no
Saber S04.

Habilidades correlatas na BNCC: EFO3MA17, EFO4MAQ9, EFOSMAQ04, EFOSMA10, EFO6MAO7.

91

DESENHO E IMPLEMENTACAO DE UM MODELO DE AVALIACAO PARA A APRENDIZAGEM EM MATEMATICA



S09.H2: interpretar Descricdo: a ideia de que um niimero racional pode ser representado
medidas expressas por por fracdes equivalentes uma a outra é sistematicamente trabalhado
nimeros racionais em no percurso do Saber 03, ao longo do qual o estudante consolida a
termos de comensura- compreensdo conceitual sobre os critérios e representacdes (na reta
bilidade de segmentos numérica) de equivaléncia de fracdes e a respeito da expansdo decimal
dos nimeros racionais.

Nesta habilidade, retomamos a noc¢do cldssica de que um nimero racio-
nal expressa a razdo entre as medidas de segmentos comensuraveis, ou
seja, de que a medida de um desses segmentos pode ser expressa como
m vezes 1/n da medida do outro, ou ainda, que m cépias ndo sobre-
postas de um desses segmentos tém a mesma medida de n c6pias ndo
sobrepostas do outro. As figuras abaixo ilustram, por exemplo, as razdes
4/5 ou 5/4 entre as medidas de dois segmentos de reta.

A nocdo a ser desenvolvida é de que a medida de um segmento é expres-
sa por um numero racional m/n se forigual a m vezes um submdltiplo
da unidade de medida (1/n dessa unidade). Em particular, se n é uma
poténcia de 10, temos a representacdo geométrica da expansdo decimal
desse niimero racional.

Esta habilidade estabelece conexdes entre a aritmética de nlimeros
racionais e a expressdo numérica de medidas de diversas grandezas (em
particular, mas ndo exclusivamente) no sistema métrico decimal, tema
a seraprofundado nas trajetérias ao longo do Saber 09.

Habilidades correlatas na BNCC: EFO3MA17, EFO3SMA18, EFO9MAO1L.

ALGEBRA E FUNCOES

Saberes componentes do dominio Algebra e Fungdes

Modelar relagdes de proporcionalidade entre grandezas
numéricas.

Modelar e resolver problemas envolvendo relacdes lineares entre
varidveis.

Modelar e resolver problemas envolvendo relacdes quadraticas e
polinomiais entre varidveis.

Modelar e resolver problemas envolvendo relacdes exponenciais
(e outras relacdes ndo polinomiais) entre varidveis reais.

Modelar e resolver problemas envolvendo matrizes e sistemas
lineares.
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Progressio no dominio Algebra e Funcgdes

Os conhecimentos e habilidades no dominio Algebra abrangem a
transicdo da linguagem aritmética para a algébrica com o desenvol-
vimento do raciocinio matematico na direcdo de crescente: i) abs-
tracdo, dado que propriedades préprias das operac@es aritméticas
sdo generalizadas para o manuseio de express@es tanto numéricas
quanto simbdlicas; e ii) unificacdo, uma vez que estruturas integra-
doras comecam a ser discernidas e descritas, conectando coerente-
mente fatos, relaces e propriedades dos objetos matematicos que
parecem, inicialmente, isolados (propriedades de operagdes com
nlimeros e matrizes, regras de composicdo de movimentos geométri-
cos e de funcdes, entre outros exemplos).

Em particular, o conjunto de conhecimentos e habilidades no
dominio da Algebra (e da Anélise Matemdtica, representada, aqui,
pelo estudo de funcdes reais) é estruturado em avancos graduais em
temas como os exemplificados a seguir.

a) Anocdo fundamental de equivaléncia de fracGes e, mais geralmen-
te, de equivaléncia entre as diversas representacdes que definem um
nlmero racional, trabalhadas no Saber 03, é retomada, no Saber 04,
como alicerce para o conceito mais amplo de proporcionalidade. Os
nimeros (naturais) em uma relacdo de proporcionalidade da forma
a/b=c/d,combd 0 passam a ser entendidos como valores corres-
pondentes de duas varidveis (ou de variacdes dessas varidveis), em
uma transicdo do pensamento aritmético para um quadro concei-
tual algébrico. Portanto, a constante de proporcionalidade, expressa
como um numero racional (em representacdo fracionaria ou decimal)
é interpretada como uma taxa de variacdo de uma variavel com res-
peito avariacdo correspondente da outra varidvel. Ao longo do Saber
04, é aprofundada a distin¢do entre a nocdo de varidvel e aideia de
incégnita em uma expressdo aritmética, ja trabalhada no Saber 02,
em que um simbolo literal, por exemplo, é usado para indicar um
dado niimero que tornaria a expressdo verdadeira (distin¢es no
usodosinal deigualdade em uma equacdo e em uma identidade sdo
também estabelecidas no percurso do Saber 04).

Um dos pontos de maior relevancia nesta etapa da progressdo nos
saberes é a compreensdo, por parte do estudante, de que os proce-
dimentos conhecidos como regras de trés, simples ou composta, e
afins nada mais sdo do que consequéncias dos critérios de equiva-
léncia entre fracGes, interpretados como propriedades operatérias
dasraz@es entre niimeros naturais (ou racionais) - 0 que, por si so,
ressalta a importancia do pleno dominio dos conhecimentos e habili-
dades trabalhados no Saber 03 para um avanco sustentdvel no Saber
04 e, em seguida, no Saber 06. Como exemplos dessas propriedades,
mencionamos fatos, como a igualdade dos produtos dos meios pelos
extremos, ou regras, como a preservacdo da relacdo de proporcio-

. a c a+c c a+b c+d
nalidade - = = em — = = ouem — = —. De modo geral, as

b d b+d  d b d

habilidades nos saberes deste dominio combinam aspectos de fluén-
cia procedimental (por exemplo, na manipulacdo com simbolos em
expressdes e operacdes algébricas) embasadas em sélida compreen-
sdo conceitual das justificativas e motivac8es dos procedimentos. A
manipulacdo com elementos de uma linguagem simbdélica, ampara-
da pelo entendimento conceitual das estruturas e das propriedades
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operatérias e algoritmos nessa linguagem, envolve skills fundamen-
tais para o desenvolvimento do pensamento computacional.

Eigualmente importante que uma relacdo de proporcionalidade
inversa entre duas varidveis (ou suas variacdes) seja compreendida
como uma relacdo de proporcionalidade direta entre uma delas e
0 inverso numeérico (isto é, reciproco) da segunda. O entendimento
da divisdo de fraces é um pressuposto indispensdvel para que o
estudante desenvolvaintuicdo sobre a proporcionalidade inversa e
execute, com correcdo e justificativa, os procedimentos aritméticos
pertinentes para, por exemplo, determinar termos desconhecidos
em uma relacdo de proporcionalidade, dados os demais termos. Em
particular, o aluno efetua e justifica procedimentos para calcular
meios proporcionais (e.g., médias, terceiras ou quartas proporcio-
nais) associadas a construcfes geométricas com segmentos ou
areas. Essas habilidades ajudam a estabelecer conexdes cognitivas e
I6gicas entre procedimentos usando raz8es e proporgdes e a reso-
lucdo ouinterpretacdo de problemas geométricos ou relativos a

8 4 x

~ s . X
equacdes algébricascomo = = — ou — = =,
9 12 X 9

b) Com a progressdo no Saber 04, o estudante passa a reconhecer e
representar relacdes de proporcionalidade entre valores (naturais
ou racionais) de varidveis ou de suas variacdes em tabelas de dupla
entrada, graficos (particularmente quando representam valores de
pares de varidveis no plano cartesiano) e outros meios de represen-
tacdo graficos e geométricos. Com isso, além de lidar com a expres-
sdo aritmética e algébrica da proporcionalidade em termos de uma
constante de proporcionalidade ou taxa de variacdo, o estudante
identifica padrées em dados numéricos, em tabelas e graficos, que
correspondem a relaces de proporcionalidade, distinguindo-os de
situacBes em que as varidveis de interesse (ou suas variacdes) ndo
sdo diretamente ou inversamente proporcionais. Esse contato ini-
cial com arepresentacdo grafica da proporcionalidade abre caminho
para o estudo, no Saber 06, de lugares geométricos no plano carte-
siano definidos por relacdes de proporcionalidade ou linearidade.
Mais precisamente, noinicio do percurso do Saber 06, o estudante
aprofunda a compreensdo conceitual sobre a nocdo de variavel (ain-
darestrita,em um primeiro momento, a valores naturais e racionais
e, progressivamente, dado o avanco no Saber 09, estendendo-se a
valores reais) e a representacdo de pares ordenados de niimeros

no plano, com o uso de coordenadas, retangulares ou mesmo em
sistemas ndo ortogonais de coordenadas. O entendimento e 0 uso
correto da associacdo entre nimeros (racionais e, mais adiante, no
Saber 09, reais) e pontos da reta numérica sdo condicBes necessdrias
para a compreensdo de sistemas de coordenadas no plano e, portan-
to, para a representacdo grafica de dados sobre pares de varidveis
relacionadas a diversos contextos. Com isso, o estudante utiliza e
relaciona diferentes representacdes (simbdlicas, graficas, geométri-
cas, verbais) de relacGes lineares entre varidveis.

c) Aaquisicdo de conhecimentos e habilidades sobre a nocdo aritméti-
co-algébrica de proporcionalidade e algumas de suas representacdes
graficas culmina, no Saber 06, com a interpretacdo da condicdo de
proporcionalidade entre varidveis (ou suas variacdes) em termos do
alinhamento, no plano cartesiano, de pontos cujas coordenadas sdo
dadas pelos valores, observados ou previstos, dessas varidveis (ou de
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suasvariagdes). Ao interpretar a constante de proporcionalidade ou
taxa de variacdo como uma medida de inclinacdo da reta definida pe-
los pontos alinhados, o estudante passa a estabelecer conexdes, em
um nivel de maior profundidade conceitual, entre proporcionalidade
e linearidade. Ou seja, o estudante detém os requisitos para descrever
umarelacdo de proporcionalidade em termos de expressdes lineares
envolvendo as varidveis nessa relagcdo e, por conseguinte, para asso-
ciar essas expressdes lineares a retas no plano cartesiano. Nesta eta-
pa, a distincdo entre varidveis e parametros em uma equacdo linear da
forma ax + by = ccomeca a ser trabalhada: os parametros devem ser
interpretados tanto em termos da constante de proporcionalidade ou
taxa devariacdo entre as varidveis (ou suas variacfes, no caso em que
c#0) quantoem termos dainclinacdo dareta, que é o lugar geométri-
co definido pelos valores (xy) que satisfazem a equacdo. E esperado,
nessa etapa do percurso no Saber 06, que o estudante possa identifi-
caros parametros na equacdo a partir da reta que a representa geo-
metricamente e, inversamente, reconhecer ou tragar a reta no plano
cartesiano que representa uma dada equacdo (ou, em tltima andlise,
uma relacdo de proporcionalidade).

Essavisdo, geométrica e dinamica, da proporcionalidade/linearida-
de torna-se consolidada quando, por fim, o estudante percebe que
mudangas nos parametros correspondem a movimentos das retas
no plano ediferentes posicdes relativas entre as retas definidas com
esses movimentos. Por exemplo, fixando arazdo a/b ou b/aentre os
parametrosaebevariando o parametro c, o estudante deve cons-
tatarque é construido um feixe de retas paralelas entre si. Essas
mudancas nos parametros, por sua vez, sdo retomadas na discussdo
sobre sistemas lineares e determinantes nos Saberes 06 e 12. As
equacdes lineares a duas varidveis em um sistema linear devem ser
representadas pelas retas correspondentes e, comisso, as condicdes
de existéncia e unicidade de solugdes do sistema devem ser descri-
tasem termos do paralelismo, da coincidéncia ou das transversalida-
de dasretas no plano associadas as equacdes. Por sua vez, espera-se
que essas condicdes, no desenvolvimento do Saber 12, possam ser
reescritas em termos do determinante da matriz de coeficientes do
sistema. Alinterpretacdo geométrica desse determinante como uma
medida (a menos de sinal) da drea do paralelogramo determinado
porvetores diretores dasretas é uma aquisicdo de conhecimento
esperada na progressdo ao longo do Saber 12.

d) De modo geral, a progressdo no Saber 12 diz respeito a retomada
do estudo das equacdes e sistemas lineares sob um viés geométrico,
baseado em matrizes. Ao mesmo tempo em que sdo apresentados
os exemplos e as estruturas de matrizes que descrevem movimen-
tos rigidos e homotetias no plano, sdo abordadas as operagdes com
matrizes (adicdo, produto por escalar e multiplicacdo), juntamente
com suas propriedades operatérias e a estrutura algébrica particular
que definem, enfatizadas as similaridades e as diferencas com res-
peito as opera¢des com nimeros ou com funcdes (particularmente,
fungBes polinomiais), para mencionar dois exemplos de estruturas
algébricas ja trabalhados em saberes como 03, 06 e 10. A represen-
tacdo matricial de sistemas lineares (em geral, com duas ou trés
equacdes lineares a 2 ou 3 varidveis, interpretdveis em termos de
retas ou planos no plano ou no espaco euclidianos) permite discutir
aexisténcia e aunicidade de solu¢des por meio de operactes ele-
mentares sobre linhas ou colunas (que correspondem a métodos de
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“eliminacdo” ou “substituicdo”, nojargdo dos livros-texto), as quais
devem serinterpretadas geometricamente em termos de movimen-
tos geométricos de planos e retas (de acordo com as mudancas dos
coeficientes ou parametros das equacfes) que preservam o conjunto
de solucBes do sistema.

Outra estratégia trabalhada no percurso do Saber 12 é o uso de
determinantes no caso de sistemas lineares 2 x 2 ou 3 x 3. Determi-
nantes sdo abordados também geometricamente como expressdes
algébricas de drea e de volume “orientados”, ou seja, como expres-
sGes que dependem, de forma multilinear e antissimétrica, das
linhas ou colunas de uma matriz2x2ou3x3.Noquedizrespeitoa
repertdrio, o Saber 12 culmina com o entendimento de que a existén-
ciaeaunicidade de soluc@es podem ser refraseadas em termos da
drea (ou do volume, conforme seja) de paralelogramos (ou paralelepi-
pedos, respectivamente) definidos pelas direc8es perpendiculares
asretasou por planos associados as equacgdes do sistema linear. No
que concerne a aplicac@es, o Saber 12 envolve modelagem de proble-
mas em Ciéncia de Dados, Probabilidade, Matemdtica Financeira e
outros contextos que exijam a organizacdo de informacdes, varidveis
ou ndocomo tempo, em arranjos matriciais.

e) Outro eixo tematico, presente principalmente nos saberes 06,10 e
11,é arepresentacdo matemdtica do conceito de variacdo de varidveis
relevantes na modelagem de fenémenos e na resolucdo de problemas.
Os avancos na compreensdo da nocdo de varidvel e da representacdo,
algébrica e geométrica, de relacdes de proporcionalidade, expressas
por equacdes lineares a duas varidveis, conduzem, gradualmente, ao
conceito de funcdo, cujo estudo é iniciado no Saber 06 e progride, com
a descricdo de modelos ndo lineares, nos Saberes 10 e 11. Como obje-
tivo de aprendizagem resultante do aprofundamento nesses saberes
estd a capacidade de compreender, explicar, descrever, inferir, predi-
zer, representar e comunicar o comportamento dinamico de varidveis
em resposta, linear ou ndo linear,a mudanca nos valores de varidveis
das quais elas dependem ou de parametros do modelo.

Aessaaltura do percurso, espera-se gue 0s estudantes possam
decidirquando curvas no plano descrevem, local ou globalmente,
relacBes entre duas varidveis em que uma delas é funcdo da outra;
ademais, que possam diferenciar graficos de funcdes lineares e de
algumas classes de fun¢des ndo lineares, como as quadraticas, ex-
ponenciais e logarftmicas. O estudante deve dominar fatos basicos
sobre ainterpretacdo geométrica dos parametros na representacdo
grafica de fungdes lineares, quadrdticas e exponenciais, bem como
seu papel nadeterminacdo dos zeros, dos intervalos de crescimen-
to e decrescimento e dos maximos e minimos dessas fun¢des. Por
exemplo, no desenvolvimento do Saber 10, o aluno deve perceber as
relacBes que existem entre os coeficientes de uma funcdo quadra-
tica, suas raizes e pontos de maximo ou minimo, particularmente
ao utilizar a forma fatorada dessa funcdo. Para tanto, é preciso
que, inicialmente, o estudante lide com o formalismo da linguagem
algébrica no que diz respeito a operacdes (e.g., soma, produto, sim-
plificacdo, fatoracdo, expanstes binomiais, produtos notdveis, entre
outras) com express@es algébricas e suas propriedades operatérias.
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f) Além disso, é relevante a compreensdo da composicdo e da inversdo
de funcdes, jJuntamente com suas propriedades algébricas e as rela-
cbesentre suas representactes graficas. Em se tratando de funcdes
exponenciais, especial énfase deve ser dada ao conceito de logaritmo
como um shorthand notacional (uma abreviacdo simbdlica) para
soluctes de equagdes da forma 2x=3. 0 Saber 11 parte de uma base
conceitual e procedimental com poténcias (primeiro, com expoentes
naturais; depois, racionais, quando passam a envolver aproximacodes
e estimativas), incluindo propriedades operatérias de poténcias, apro-
ximacdo e estimativa de poténcias e de rafzes e, por fim, resolucdo de
equacdes exponenciais ou logaritmicas. Nesse ponto do percurso, é
desejdvel que estejam claras as distin¢des entre equacdes lineares e
quadraticas (ou, em geral, equaces algébricas) e equacdes exponen-
ciais ou logaritmicas (como exemplo de equacdes transcendentes,
cujas solucBes envolvem operacgdes infinitesimais e que sdo apenas
prenunciadas nos nossos curriculos, os quais, de modo geral, ndo con-
templam a Andlise Infinitesimal). Em suma, equac¢des exponenciais
como ado exemplo anterior envolvem ideias de aproximaces suces-
sivas para suaresolucdo, a qual ndo pode ser obtida diretamente por
uma sequéncia finita de operacdes algébricas.

Aestruturacdo, no Saber 11, de conhecimentos relativos a equacdes
e funcBes exponenciais e logaritmicas tem como um de seus eixos
anocdo de crescimento geométrico, em contraste com os modelos
linear e quadratico (mais geralmente, polinomial) de variacdo e de
dependéncia funcional de uma varidvel com respeito a outra (tempo,
por exemplo). Da mesma forma, é gradualmente abordada, no Saber
11, adistincdo entre progressdes e meios aritméticos e geométricos,
em termos da representacdo tanto simbdlica ou algébrica quanto
grafica, de crescimento geométrico/exponencial. Essas distin¢des
sdo, ao mesmo tempo, aprofundadas e aplicadas no contexto de
problemas em Matemdtica Financeira (e.g., em comparacgdes entre
valor presente e valor futuro) e Ciéncias.

g) A progressdo ao longo do Saber 10 passa, ainda, pela compreensdo,
cada vez mais profunda, de que equacdes e fun¢des quadraticas sdo
modelos elementares de relacdes ndo lineares entre varidveis. Por um
lado, ha habilidades que exploram esses modelos para trabalhar nocdes
intuitivas de curvatura e convexidade associadas a descricdo de movi-
mentos acelerados; em outra vertente, ha habilidades que envolvem a
modelagem de problemas, otimizacdo em diversos contextos em ter-
mos de func¢Bes quadraticas, aplicacdes elementares, mas estruturais,
da modelagem matematica de fenémenos de segunda ordem.
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Metas de aprendizagem diretamente dependentes dos saberes no
dominio Algebra e Funcdes

4) Representar, com o uso de linguagem algébrica (e.g., expressdes e
equacdes algébricas), relacdes estdticas ou dinamicas entre varia-
veis, padrdes, simetrias e estruturas em contextos matematicos ou
externos a Matemadtica.

5) Elaborar modelos, em termos algébricos, graficos ou geométricos,
de relacBes funcionais entre varidveis, explicando ou predizendo o
comportamento dessas variaveis, identificadas como relevantes em
problemas em diversos contextos.

Os conhecimentos e habilidades no dominio Algebra (e, portanto,
nos saberes 04, 06,10, 11 e 12) estdo na base do desenvolvimento
das competéncias matematicas a seguir, entre outras.

= Modelar matematicamente relaces entre varidveis (discretas
ou continuas) ou entre suas variagdes, expressas por equacoes,
inequacoes e funcdes, lineares ou ndo lineares.

= Representarrelagdes funcionais entre varidveis usando graficos,
diagramas, tabelas e, reciprocamente, formular algebricamente
modelos dessas relacdes a partir dos dados apresentados nesses
meios.

= Manipular, revelando conhecimento conceitual e procedimental,
alinguagem simbdlica e as operac8es entre elementos dessa
linguagem (e.g., expressdes algébricas, equacdes, inequacdes,
varidveis, parametros, operacdes aritméticas com expressdes al-
gébricas, entre outros elementos), respeitando as regras formais
dessas operacoes.

= Distinguirentre modelos lineares e ndo lineares (e.g, quadrati-
cos, exponenciais) e identificar quais sdo mais bem adaptados
para descrever, explicar ou predizer relacfes entre varidveis de
interesse em uma aplicacdo ou problema em vdrios contextos.
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Exemplos de conhecimentos e habilidades componentes dos saberes

S$10.H19: identificar
os parametros de uma
funcdo quadratica em
termos da pardbola
que a representa grafi-
camente.

Descri¢do: na progressdo de habilidades ao longo dos saberes 06 e 10, o
estudante compreende que ha diferentes relaces funcionais, lineares e
ndo lineares, entre varidveis ou entre as variagdes dessas varidveis. A rela-
cdo entre retas (ndo verticais) no plano cartesiano e funcdes afins (mais
especificamente, a interpretacdo geométrica dos coeficientes ou parame-
tros de uma func¢do afim em termos de declividades e intersec¢des com
eixos) é exaustivamente explorada em habilidades do Saber 06.

Trata-se, a essa altura do percurso, de consolidar o entendimento de
que funcdes quadréticas, como exemplo fundamental de fun¢do nédo
linear, sdo descritas por curvas de curvatura ndo nula e, em particular,
entender como os coeficientes ou parametros da funcdo determinam a
curvatura do grafico e outras caracterfsticas geométricas, como inter-
seccBes com eixos coordenadas e convexidade. A partir disso, abre-se
caminho tanto para a determinacdo de dados relevantes da funcdo,
como rafzes e valores maximo e minimo, quanto para a representacdo
dos efeitos de movimentos geométricos sobre os parametros da funcdo,
e vice-versa.

Em termos mais especificos, dado um grafico da forma

(5. 4)

(3,0) (7,0)

o estudante deve reconhecer os zeros da funcdo nos pontos (3,0) e (7,0)
e asimetria do grafico com respeito a reta vertical que passa pelo ponto
médio entre 0s zeros, ou seja, relativamente a reta x = 5. Com essa
informacdo geométrica, deve ser capaz de representar algebricamente a
funcdo na forma

fx) = alx=3)(x—=7),
considerando os dados sobre os zeros, ou
f(x) = a(x—5)% +¢,
tendo em conta a simetria do grafico (ou seja, paridade da funcdo qua-
drdtica) com relacdo a reta x=5. Nessas representacdes, deve compreen-
der que o parametro c é dado pela ordenada do vértice do grafico, ou

seja, pelo valor da funcdo quando x=5, ao passo que o parametro a deve
ser um nimero real negativo, uma vez que o grafico é limitado

v
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S$10.H19: identificar superiormente. Usando uma dessas representacées (ou qualquer outra
os parametros de uma que tenha obtido), consegue determinar o parametro a usando o dado
funcdo quadratica em sobre o vértice da pardbola, isto é, a informacdo expressa no gréfico
termos da pardbola de que f(5) = 4. Constata, desse modo, que o coeficiente a depende

que a representa grafi- tanto da altura maxima do gréfico quanto da distancia entre pontos
camente. do grdfico a uma mesma altura, o que sugere uma relacdo entre esse
coeficiente e a curvatura ou convexidade do grafico. Portanto, espera-se
que, ao estabelecer a correspondéncia entre os dados geométricos e 0s
parametros algébricos, o estudante observe que o coeficiente do termo
linear na expressdo algébrica da funcdo é associado ao eixo de simetria
da pardbola. Por exemplo, as funcdes da familia

f(x) = a(x—b)? +¢,

onde b é um parametro livre, tém eixo de simetria dado pela reta
vertical x=b. Avariacdo desse parametro, por exemplo, corresponde a
translactes ao longo do eixo horizontal.

&, 4)

(3,0) (7. 0)

Habilidade correlata na BNCC: EM13MAT402.
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S$10.H20: determinar
raizes, maximos/
minimos e outros
elementos algébricos
e geométricos (conve-
xidade, interceptos,
vértice, eixo de sime-
tria) a partir da forma
estendida ou da forma
fatorada de uma fun-
¢do quadratica.

Descricdo: retomando os conceitos e procedimentos trabalhados na ha-
bilidade S10.H19, o propésito, agora, é de que o estudante determine,

a partir da expressdo algébrica de uma funcdo quadrética, as principais
caracteristicas geométricas de sua representacdo grafica e informa-
cOes relevantes sobre o comportamento da funcdo (e.g., zeros, valores
méaximo/minimo, convexidade ou curvatura, intervalos de crescimento/
decrescimento, entre outros). Por exemplo, dada uma funcdo expressa
na “forma fatorada” como

f(x) = alx=3)(x=7),

deve concluir que 0s zeros ocorrem em x=3 e x=/ e que o valor extremo
da funcdo é atingido no valor médio x = (3+7)/2 = 5. Além disso, que o
sinal do coeficiente a determina o comportamento da funcdo nointer-
valo entre os zeros e fora dele. Por exemplo, se a=-1, a funcdo é limitada
superiormente e atinge valor maximo em x =5, sendo crescente para
valoresinferiores a5 e decrescente para valores superiores a 5. Além
disso, o estudante deve reconhecer o efeito da mudanca do pardmetro a
sobre a convexidade (interpretada como “abertura”) do grafico.

Da mesma forma, dada uma expressdo algébrica da forma

f(x) = ax? — 2abx + ¢,

o estudante deve estar apto a realizar manipulactes algébricas, como
completamento de quadrados, que a reduzam a forma equivalente

f(x) = a(x —b)? + ¢ — ab?,

aqual permite rapidamente identificar a reta vertical x = b como

eixo de simetria do gradficoe ¢ — ab? como valor extremo (maximo ou
mfnimo, a depender do valor de a) da funcéo.

Habilidade correlata na BNCC: EM13MAT402.
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6. DOMINIOS DE PROCESSOS
COGNITIVOS: RACIOCINIO
MATEMATICO NA EXECUCAO
DE TAREFAS E RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

O ciclo de Polya, com os refinamentos introduzidos por Schoenfeld
(1985, 1992) e outros autores, brevemente descrito anteriormente,
pode ser um referencial comum aos processos cognitivos conside-
rados nos arcaboucos conceituais de sistemas como o Pisa, TIMSS e
MARS, por exemplo. Além disso, fundamenta nossa prépria defini-
cdo de processos cognitivos. Esses referenciais estdo alinhados aos
avancos da Psicologia Cognitiva, os quais, como vimos, endossam,
por suavez, as descricdes pormenorizadas que matemdaticos como
Poincaré, Hadamard e Polya realizaram do processo de aprendizado
e de descoberta do conhecimento matematico.

Resumindo os aspectos da competéncia matemadtica que descreve-
mos anteriormente, podemos, de modo simplificado, dizer que, ao
longo de uma trajetdria de progressdo do aprendizado, o estudante
mobiliza conhecimentos e habilidades matematicos dispostos, de
forma estruturada e dotada de significados, em sua memdria de lon-
go prazo. Emprega conceitos, métodos e procedimentos em diversos
contextos, matemdticos ou ndo matemadticos, com correcdo (espe-
cialmente no uso da terminologia, em sequéncias légico-dedutivas

e no uso de algoritmos e demais técnicas), adequacdo (ao perceber
guais objetos matematicos sdo pertinentes e mais adequados ao
contexto em que trabalha, além de ter clareza sobre de que modo
devem ser usados, eventualmente com adaptacdes, naquele contex-
to) e justificativas. Arespeito desse (ltimo aspecto, espera-se que o
estudante compreenda, explicite e comunique as premissas que con-
sidera, as no¢8es que utiliza e os resultados que obtém. Da mesma
forma, é esperado que formule suas conjecturas e exiba a cadeia de
raciocinio dedutivo que segue na prova ou na refutacgdo (eventual-
mente com contraexemplos) dessas afirmacées. O dominio concei-
tual e procedimental sobre as no¢des e ferramentas matemdticas
empregadas é um pressuposto cognitivo para todas essas opera-
¢Ges. O trabalho efetuado com conhecimentos e skills previamente
estruturados resulta em novas aquisicdes de conhecimentos ou em
interpretacdes e configuraces daqueles jd disponiveis: 0 estudante
osincorpora, organicamente, ao seu repertério, eventualmente com
novos arranjos e estruturas.

As tarefas associadas as metas de aprendizagem e aos aspectos de
competéncia matemdtica na aplicacdo dos conhecimentos e habi-
lidades estruturados na Matriz dos Saberes mobilizam processos
cognitivos de vdrias naturezas e niveis de complexidade. Para efeito
de exposicdo e tendo em conta a estrutura presente no ciclo de
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Polya e em referenciais como os frameworks do Pisa (OECD, 2018) e
do TIMSS (TIMSS, 2023), enfeixamos esses diferentes processos em
trés dominios cognitivos. Esses dominios ndo sdo estanques: etapas
diferentes de uma tarefa podem perpassar, em uma progressdo de
complexidade, os niveis, demandando processos cognitivos em cada
um deles.

Complexidade dos processos cognitivos nos saberes da matriz

= SABER INTEGRAGAO
(EIXO ESTRUTURAL) ‘ AO REPERTORIO

Co
SYPREENSAQ CONGEITUAL

& CONHECIMENTOS E HABILIDADES

COMPREENDER/EFETUAR

Neste dominio cognitivo, hd predominancia de processos de compre-
ensdo conceitual e de fluéncia procedimental. As tarefas que explo-
ram processos cognitivos neste dominio requerem, sobretudo, que o
estudante recupere conceitos, fatos e procedimentos que considera
necessdrios para executd-las. Além disso, apresentam situacGes

e contextos rotineiros, os quais demandam, em geral, a aplicacdo
direta de conceitos e procedimentos que devem estar integrados

ao repertério matematico do estudante, dada sua etapa de apren-
dizagem. Espera-se que o estudante possa buscar e selecionar fatos
e procedimentos pertinentes ao problema, revelando compreensdo
profunda dos conceitos basicos e correcdo, acurdcia e eficiéncia

no emprego dos procedimentos selecionados. Em sua estratégia
deresolucdo, o estudante deve representar matematicamente os
objetos, estruturas, relac@es, fatos e procedimentos aplicados, bem
como expressar com clareza e precisdo o raciocinio matematico em-
pregado nas etapas de execucdo da tarefa.
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MODELAR/APLICAR

A compreensdo conceitual e a fluéncia procedimental continuam
sendo demandadas em tarefas que envolvam processos cognitivos
neste dominio. No entanto, passa a haver maior énfase também nos
aspectos da proficiéncia matematica relacionados a competéncia
estratégica, particularmente a resolucdo de problemas. De fato, as
tarefas podem apresentar situactes ou contextos (préprios da Mate-
matica ou referentes a aplicacGes cotidianas ou em outros dominios
do conhecimento) que requerem modelagem matematica de maior
complexidade, por ndo se restringir ao reconhecimento imediato de
quais objetos e estruturas matemdticas representam informacdes
relevantes. Além disso, o estudante deve decidir estrategicamente,
nessas tarefas, que modelos e representacdes mateméticas sdo
mais eficientes e permitem acessar mais informacdo Util em seu re-
pertdrio. Enfatizamos que a aplicacdo de fatos e procedimentos ndo
g, necessariamente, imediata nos problemas préprios deste dominio
cognitivo. De modo geral, o estudante deve demonstrar flexibilidade
no uso criativo e reflexivo de conceitos, estruturas, relagdes e pro-
cedimentos matematicos. Os problemas apresentados nas tarefas
devem ter elementos que ndo sejam completamente rotineiros. Por
outro lado, devem propiciar que o estudante elabore conexdes entre
0S Novos contextos e seus conhecimentos prévios. Habilidades na
representacdo e na comunicacdo matemdticas sdo especialmente
exigidas neste dominio, especialmente nas etapas que envolvem a
formulacdo e representacdo matemadtica e a adaptacdo dos co-
nhecimentos prévios as situac8es menos rotineiras sugeridas nos
contextos. Em suma, sdo mobilizados, nesse nivel, aspectos tanto
de surface knowledge quanto de deep knowledge, na terminologia
empregada por Hattie (2016).

ANALISAR/INTEGRAR

Neste dominio, prevalecem demandas cognitivas associadas a com-
peténcia estratégica e ao raciocinio adaptativo. Em particular, sdo
exigidos aspectos da proficiéncia relativos a representacdo, expres-
sdo e comunicacdo do raciocinio matemadtico (abstracdo, intuicdo,
inducdo, deducdo, analogias, formulacdo de hipdteses e conjecturas,
generalizacBes, particularizagdes, conclusdes e inferéncias, elabo-
racdo de exemplos e contraexemplos, justificativas, entre outros).
Requer-se, além disso, que o estudante estabeleca conexdes entre
conceitos, fatos, estruturas e relacdes matemdticas ou desses com
contextos ou conhecimentos externos a Matematica. Em particular,
é relevante que o estudante possa perceber caracteristicas estrutu-
raiscomuns a elementos do conhecimento matemadtico, assim como
similaridades entre problemas e aplicac@es, diferentes na superficie,
mas com similaridades mais profundas do ponto de vista matemati-
co. Espera-se que o estudante possa avaliar o trabalho realizado na
formulacdo matemdtica ou na resolucdo de problemas, rotineiros ou
ndo rotineiros: processos cognitivos relativos a supervisdo, autorre-
gulacdo e metacognicdo sdo especialmente enfatizados neste domi-
nio. Essas habilidades na (auto)avaliacdo dos processos e resultados
do trabalho matemdtico devem ser acompanhadas da fluéncia na
representacdo, expressdo e comunicacdo desse trabalho.
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PROBLEMAS E APLICACOES (COMPLEXIDADE)

Por fim, as tarefas que acionam processos cognitivos neste dominio,
especialmente as ndo rotineiras, devem propiciar a aplicacdoou a
transferéncia de conhecimentos prévios para novos contextos. Esse
aprendizado, produzido pela pratica da transferéncia, deve ser integrado
pelo estudante a seu repertdrio, promovendo uma reestruturacdo e am-
pliacdo dos usos e significados dos conhecimentos matemdticos de que
dispde. Nesse sentido, os problemas associados a este dominio requerem
tanto deep knowledge quanto transfer knowledge. (HATTIE, 2016)

Dada uma tarefaem um determinado contexto, o estudante realiza
o esforcode abstracdo, isolando elementos que podem ser represen-
tados matematicamente. Umavez que a representacdo matematica
(aritmética, geométrica, algébrica, probabilistica, computacional)

é realizada, procedimentos dedutivos ou simbdlicos sdo efetuados
sem, necessariamente, referéncia ao contexto original. O estudante
é apto a selecionar e utilizar, se preciso, procedimentos diferentes,
de acordo com sua prépria avaliacdo no progresso com a tarefa. No
sentido inverso, os resultados matematicos da execucdo da tarefa
devem serinterpretados de volta em termos do contexto em que
essa tarefa é posta. Nessas etapas, operacdes cognitivas proprias
doraciocinio matemdtico sdo realizadas, a exemplo de identificar,
representar, relacionar, abstrair, calcular, deduzir, avaliar, explicar,
justificar, interpretar, qualificar e comunicar.

Processos cognitivos mobilizados nas tarefas

WSITVNY

REPERTORIO (DIFICULDADE) :
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7. MODELO DE TAREFAS

Segundo o principio do contetido formulado em Measuring what
counts, testes em um processo avaliativo devem ser compostos por
tarefas que enfatizem as conexdes entre dreas da Matemdtica, com-
binando conceitos, teoremas, técnicas e representacées aritméticas,
algébricas, geométricas e probabilisticas, por exemplo. Tarefas dessa
naturezasdo exemplificadas em algumas passagens deste estudo

e sdo baseadasem uma visdo integradora de curriculo, que realce a
estrutura interna da Matemdtica, com suas multiplas conexdes, em
vez de apresentd-la como uma colecdo de tépicos isolados.

Much assessment tradition is based, however, in an atomistic
approach thatin practice, if not in theory, hides the connection
among aspects of mathematics and other domains. Assessment
developers will need to find new ways to reflect these connec-
tionsin the assessment tasks posed for students. (NATIONAL
RESEARCH COUNCIL, 1993, p. 47).

A esse propdsito, recomenda-se que 0s testes contemplem tarefas
gue combinem diferentes dreas da Matemadtica ou que explorem
contextos reais, 0s quais mobilizam habilidades de modelagem.
Além disso, avaliacdes que respeitam o principio do contelido
definido por Bass e colaboradores (NATIONAL RESEARCH COUNCIL,
1993) tém tarefas em que a Matemdtica é empregada em contextos
externos a drea (em particular, relativos a situacdes do mundo real)
gue sejam relevantes. Por fim, devem conter tarefas que exijam dos
estudantes uma comunicacdo clara do pensamento matemético e
gue promovam a resolucdo de problemas ndo rotineiros. Em uma
férmula sintética proposta pelos autores, o principio do contelido
implica que “rather than forcing mathematics to fit assessment, asses-
sment must be tailored to the mathematics that isimportant to learn”.
(NATIONAL RESEARCH COUNCIL, 1993).

Um exemplo concreto dessa Matemadtica relevante pode ser extraf-
do da Aritmética: além de questdes procedimentais que envolvam
meramente o uso de algoritmos para efetuar cdlculos com somas e
produtos, cabe apresentar tarefas que trabalhem o senso numérico,
com aproximacdes e arredondamentos (e consideracdes sobre como
0S erros se propagam nas etapas dos algoritmos), bem como proble-
mas que demandem modelagem usando essas operacdes.

O principio do contelido implica desafios considerdveis. Por exemplo,
elaboradores devem pensar em como propor um problema ndo roti-
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neiro e garantirequidade entre estudantes que tenham diferentes
backgrounds com respeito a conhecimentos prévios a ser mobiliza-
dos nas estratégias de resolucdo que terdo de ser elaboradas, dada
anovidade do problema. Desafios com esse grau de complexidade
requerem equipes de desenvolvimento de testes que combinem um
profundo entendimento de Matematica Basica e um conhecimento
sélido sobre aspectos cognitivos do aprendizado nessa drea.

Tarefas que respeitem o principio do contetido exigem dispositivos
de observacdo e mensuracdo como rubricas, ou seja, especificacdes
de padrdes de desempenho revelados nas respostas dos estudantes.
Os autores citam exemplos de rubricas compostas de dois escores:
um para a acurdciade uma resposta numérica e outro para a ade-
quacdo dasjustificativas dadas pelo estudante para a resposta. De
modo geral, as rubricas devem avaliar o dominio do conhecimento
matemdtico julgado relevante e 0s processos cognitivos durante a
execucdo da tarefa ou teste: “If arubric is developed to deal with a
single task or a type of task, the important mathematical ideias and
processes involved in the task can be specified so that the student can
be judged on how well those appear to have been mastered”. (NATIO-
NAL RESEARCH COUNCIL, 1993, p. 58).

Os autores enumeram algumas perguntas norteadoras para o desenvol-
vimento de testes em um sistema de avaliacdo, apresentadas a seguir.

= Que Matemdtica os estudantes devem saber antes de serem
avaliados?

= Que Matematica devem aprender com a avaliacdo?

= Oqueostestes podem revelar sobre seu entendimento e capaci-
dade com respeito a Matematica?

= Deque formas as tarefas podem ser diversificadas, estendidas e
incorporadas ainstrucdo em curso?

Com relacdo as atitudes esperadas dos estudantes em um processo
de avaliacdo, mencionam, por exemplo, se os estudantes devem for-
mular conjecturas ou encontrar argumentos e fatos para refutd-las
ou, ainda, elaborar argumentos matematicamente convincentes na
modelagem e resolucdo de problemas.

O principio do aprendizado formulado por Bass e colaboradores
pode serresumido na férmula proposta pelos autores do relatério:
“avaliacdes devem aprimorar a aprendizagem de Matemdtica e pro-
ver suporte para boas praticas instrucionais”. (NATIONAL RESEARCH
COUNCIL, 1993, p. 67). Essaintegracdo entre instrucdo e avaliacdo é
necessdria para superar o conflito, mencionado no relatério, entre
as demandas postas por avaliacbes externas e as praticas de ensino
que os docentes julgam mais apropriadas.

Os autores mencionam trés formas de avaliacdo que possam satisfa-
zer ao principio do aprendizado:

= assegurarque aavaliacdo fornece, diretamente, suporte ao
aprendizado pelo estudante;

= assegurarque aavaliacdo esteja em consonancia com boas prati-
casinstrucionais;

= capacitar professores a aprimorar suas atividades para promo-
cdodaaprendizagem dos estudantes.
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De acordo com essas diretrizes gerais, 0s autores apontam que

a avaliacdo deve especificar e prover significados concretos para
objetivos de aprendizagem valorizados no curriculo. Os estudantes,
conhecendo os objetivos explicitos da avaliacdo, podem desenvolver
habilidades de autorregulacdo, monitorando e avaliando seu préprio
desenvolvimento na progressdo de aprendizagem.

Os autores enfatizam que esses objetivos de aprendizagem, como ja
discutido, ndo podem ser restritos a fatos e procedimentos em que
os estudantes sdo treinados para uso nos testes. Testes e tarefas de-
vem acompanhar o desenvolvimento das competéncias, permitindo
obterinferéncias sobre estdgios de surface learning e deep learning
gque ocorrem quando os estudantes passam a lidar com novos con-
tetidos ou problemas ndo familiares em suas trajetdrias escolares.
Os autores descrevem esses momentos ciclicos de aprendizagem de
superficie e aprendizado profundo:

When students encounter new topics in mathematics, they
often cannot see how the unfamiliar ideas are connected to any-
thing they have seen before. They resort to primitive strategies
of memorization, grasping at isolated and superficial aspects of
the topic. As learning proceeds, they begin to see how the new
ideas are connected to each other and to what they already
know. They see regularities and uncover hidden relationships.
Eventually, they learn to monitor their thinking and can choose
different ways to tackle a problem or verify a solution. (NATIO-
NAL RESEARCH COUNCIL, 1993, p. 72).

E preciso haver tarefas nas avaliacdes que acessem evidéncias sobre
esses estagios diferentes e recursivos de progressdo da aprendiza-
gem: investigar se conhecimentos prévios estdo consolidados; se

os alunos, diante de novos conceitos ou dominando novos procedi-
mentos, conseguem relaciona-los a conhecimentos e skills jd adqui-
ridos; se desenvolvem representac@es matematicas desses novos
elementos de repertério e lidam correta e eficientemente com essas
representacdes; e, por fim, se estabelecem conexdes e identificam
estruturas entre blocos do conhecimento matematico, a despeito de
suas diferencas superficiais.

Enfim, a avaliacdo, como processo, deve apoiar a instrugdo na ve-
rificacdo de que os diversos aspectos da competéncia matematica
estdo sendo plenamente desenvolvidos entre os estudantes. A de-
volutiva, dada tempestivamente aos estudantes sobre essas evidén-
cias, 6 um aspecto central para que um sistema avaliativo satisfaca
o principio do aprendizado. Por sua vez, devolutivas sobre tarefas
relevantes requerem rubricas bastante estruturadas, ac mesmo
tempo legiveis e reveladores de informagdo valida sobre padrdes de
desempenho quanto as competéncias que se pretende avaliar.

Such rubrics describe what is most important about a response,
what distinguishes a stronger response from a weaker one, and
often what characteristics distinguish a beginning learner from
one with more advanced understanding and performance. Such
information, when shared between teacher and student, has
critically important implications for the learning process. (....)
Teachers can use rubrics and sample work marked according to
the rubric to communicate the goals of improved mathemati-
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calexplication. When applied to actual student work, rubrics
illustrate the next level of learning toward which a student may
move. (NATIONAL RESEARCH COUNCIL, 1993, p. 74).

Outra caracteristica que qualifica uma avaliacdo quanto ao principio
do aprendizado é o uso das evidéncias no planejamento da instru-
cdo. Para tanto, as avaliacdes devem informar ao professor, com
base nas expectativas de aprendizagem que alicercam o desenho
das tarefaseainterpretacdo dos resultados, o que 0s estudantes
sabem, como aprenderam e como estruturam e comunicam repre-
sentacGes e raciocinio matematicos. Os dados providos pelo sistema
de avaliacdo ndo podem ser apenas escores destituidos de significa-
do pedagdgico.

Por fim, o préprio papel do professor como sujeito ativo da avalia-
cdo deve serenfatizado para que o uso das evidéncias na instrucdo
seja pleno. A participacdo de professores na elaboracdo de modelos
conceituais de avaliacdo, testes, rubricas, dados e devolutivas pode
ser ampliada com o uso de ferramentas tecnoldgicas e de formacGes
continuadasintensivas e dirigidas a aplicacdes em sala de aula.

Teachers are being recognized as rich sources of information
about what students know and can do, especially when they
have been helped to learn ways to evaluate student performan-
ce. Many students’ anxiety about mathematics interferes with
their test performance; a teacher can assess students informally
and unobtrusively during regular instruction. (NATIONAL RE-
SEARCH COUNCIL, 1993, p. 85).

Citando Shepard (2000), Pellegrino (2010) comenta sobre as varias
formas segundo as quais as avaliacdes podem ser aprimoradas de
modo a reunir e utilizarinformacdes e insights que passam a fazer
parte do processo de ensino-aprendizagem. Sendo assim, avaliacdes
se tornariam tema central em programas de formacdo profissional,
como discutiremos na conclusdo do relatério.

O terceiro principio, o da equidade, assevera que avaliagdes devem
oferecer, a todos os estudantes, oportunidades de aprender Mate-
mdtica relevante. De modo mais preciso, os autores enfatizam que
as tarefas devem permitir observar as diferentes maneiras segundo
as quais os estudantes pensam matematicamente e demonstram
entendimento matemdtico:

Embora todos os estudantes sejam avaliados em conceitos e
habilidades matemdticos relevantes, de acordo com os prin-
cipios do contetido e do aprendizado, o principio da equidade
implica que avaliacdes devem ser suficientemente flexiveis para
permitir que todos os estudantes possam mostrar o que sabem,
0 gue podem fazer com o que sabem. (NATIONAL RESEARCH
COUNCIL, 1993, p. 92).

Essa flexibilidade pode ser obtida apresentando-se, por exemplo,
tarefas como multiplos pontos de entrada e de saida, conforme
exemplificaremos mais adiante em algumas aplica¢des-piloto que
realizamos. Remetemos o leitor ao exemplo de tarefa no quadro 6.
Tarefas dessa natureza permitem que os estudantes realizem dife-
rentes percursos, com diversas estratégias e repertérios, revelando
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diferentes niveis de conhecimento matematico e de sua mobilizacdo
em situacOes de diversos graus de complexidade.

Os autores de Measuring what counts ressaltam, ainda, cuidados que
devem ser tomados na elaboracdo de tarefas, especialmente quanto
aocontextoe alinguagem empregados. Tanto equipes de elaboracdo
quanto de correcdo devem ter conhecimento de diferentes expressdes
erepresentacdes. Elaboradores que ndo conhecam contextos cultu-
rais representativos de uma minoria podem apresentar tarefas com
contextos ou linguagens que afetam o desempenho por razées ndo
matematicas; corretores que ndo tém conhecimento sobre formas

de pensamento matemdtico, expressas ou representadas de acordo
como contextoou alinguagem de estudantes em grupos especificos,
podem desconsiderar elementos importantes para avaliar o desempe-
nho dos alunos em uma tarefa. E fundamental que as tarefas produ-
zam evidéncias sobre as diferencas genuinas de desenvolvimento
matematico, que ndo estejam associadas a diferencas produzidas
pela diversidade dos alunos quanto a outros aspectos.

As assessments become more complex and more connected to
real-world tasks, there is a greater chance that the underlying
assumptions and views may not apply equally to all students,
particularly differences in background and instructional histo-
ries are involved. (NATIONAL RESEARCH COUNCIL, 1993, p. 95).

Alertam para o fato de que se fatores ndo matematicos, como
contexto, linguagem, perfil dos corretores, entre outros, contribuem
para medidas diferentes de desempenho entre grupos diversos, as
inferéncias e interpretacdes a partir dos resultados podem estar
enviesadas, ou seja, ndo serem igualmente validas para todos os
grupos. Especialmente preocupantes sdo decisdes tomadas quanto
aagrupamentos e tracks curriculares, baseadas em inferéncias sobre
diferencas de resultados entre grupos ndo diretamente atribuiveis
ao desenvolvimento matemdtico dos estudantes. Trilhas curricu-
lares de baixos objetivos e baixas expectativas de aprendizagem,
recomendadas a alunos de desempenho insuficiente, comprometem
ainda mais a equidade, distanciando os alunos que seguem esses
percursos de conhecimentos e habilidades matematicos demanda-
dos no mundo real e navida adulta. Esse pode ser o caso da adocdo
recente de esquemas de priorizacdo curricular amparados em avalia-
cGes comitens de baixissima complexidade.

Aextrapolacdo davalidade estatistica dos testes para apoiar infe-
réncias, “cientificamente” embasadas, sobre ranking e agrupamento
de alunos pode conduzira um crescente distanciamento daqueles
em situacdes mais desfavoradveis de padrdes de conhecimento
matemdtico necessdrios para o desenvolvimento de competéncias
bdsicas ou complexas.

In mathematics, many of the children who begin remediation in
third grade never catch up to their peers. By ninth grade many
are so far behind that they opt out of more challenging mathe-
matics courses if given a choice. Others are programmed out 0s
such courses by teachers and counselors who judge them poorly
prepared for gateway subjects, such as algebra and geometry.
(NATIONAL RESEARCH COUNCIL, 1993).
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Além de tarefas com multiplos pontos de entrada e safda, os autores
mencionam problemas em que os alunos utilizam seu repertério ndo
formal de Matemdtica, de suas experiéncias cotidianas, e elaboram
modelos matematicos que, mesmo expressos em uma linguagem
ndo convencional, envolvem conceitos sutis e complexos.

Ainda em atencdo ao principio da equidade, a comunicacdo com a
comunidade de aprendizagem é abordada como um aspecto fun-
damental para que pais, professores, gestores e demais membros
dessa comunidade possam chegar a consensos sobre valores, obje-
tivos e necessidades de informacdo que o sistema de avaliacdo deve
atender. Mencionam, a propdsito, a iniciativa do CRESST de tornar
publicos os blueprints da avaliacdo no que se refere a conhecimento
de mundo, conhecimentos prévios, demandas de linguagem, estru-
tura e topicos da tarefa, critérios para atribuicdo de escores, perfil
dos corretores, acesso e referenciais de equidade educacional do
sistema.

Em particular, a discussdo com os pais sobre testes e tarefas, bem
como sobre padrées de desempenho em rubricas e sobre conheci-
mentos e habilidades esperados, elucida muito as distin¢des entre a
abordagem, certamente mais procedimental, requerida em curriculos
e testes de suas geracdes e as demandas complexas que os testes
apresentados a seus filhos devem contemplar para que acessem infor-
macdes sobre o desempenho em Matemdtica realmente relevante.

PRINCiP10S PARA A ELABORACAO DE TAREFAS

No modelo que propomos, a elaboracdo das tarefas atenta para os

principios de contelido, aprendizado e equidade definidos por Bass e
colaboradores em Measuring what counts. Sendo assim, a estrutura-
cdode tarefas e testes deve compreender as acdes descritas a seguir.

1. Definir para quais metas de aprendizagem as tarefas podem
trazer evidéncias em suporte ao processo instrucional. Nesse
sentido, é relevante que os conhecimentos e habilidades es-
pecificados pelos elaboradores sejam aderentes a objetivos de
aprendizagem previstos no curriculo da rede ou da escola.

Por exemplo, pode ser tomada a decisdo de elaborar tarefas que deman-
dem conhecimentos e habilidades sobre o uso de operacGes aritméticas
(e de suas propriedades e representac@es) em contextos do mundo real.
Como meta de aprendizagem, pode ser considerado o desenvolvimento
gradual de um modelo matematico, a partir de informacdes dadas no
contexto do problema, envolvendo operacdes aritméticas. Uma tarefa
pode ser proposta, por exemplo, de modo a mobilizar conhecimentos e
habilidades relativos aos saberes 01, 04 e 09, entre os quais:

= operacOes aritméticas, suas propriedades e representacées;
= multiplos e divisores;

= razdocomo constante de proporcionalidade;

= perimetrode figuras elementares;

= medidasdedistanciaetempo;

= grandezas relativas;

= ordemecomparacdo de nimeros racionais;

= modelagem matemdtica.
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Paraum exemplo de uma tal tarefa, remetemos o leitor ao quadro 6.

E relevante ressaltar que esses conhecimentos podem ser demanda-
dos, na tarefa, em combinac@es, representacdes, usos e significados
que ndo sdo, necessariamente, aqueles familiares em questdes de
natureza mais procedimental. Essa é a razdo primeira pela qual
descrevemos os conhecimentos e habilidades na Matriz dos Saberes
de modo que a definicdo de quais sdo mobilizados na tarefa ndo
seresumaa uma lista de tépicos especificos e estanques ou a uma
selecdo de habilidades genéricas na base curricular, dificilmente
observaveis de forma direta. Ademais, a matriz estabelece, como vi-
mos, ligacBes ldgico-cognitivas entre os conhecimentos de modo que
tanto elaboradores quanto, posteriormente, professores e alunos
possam entender arede de interdependéncias ldgicas e cognitivas
entre os aspectos da Matemadtica que estiveram nos planos de fren-
te e de fundo da tarefa.

Além disso, é importante que seja vislumbrada a unidade da Mate-
mdtica e a forma como elementos de repertdério convencionalmente
atribuidos a dominios diferentes podem ser combinados de manei-
ras originais para a resolucdo de problemas. De acordo com Bass

e colaboradores, “the types of problems that matter - the types we
really wish to have students learn how to solve - are the ones that are
nonroutine”. (NATIONAL RESEARCH COUNCIL,1993).

Paraque se garanta equidade em testes que apresentem tarefas
ndo rotineiras, é preciso que o processo de instrucdo confronte o
estudante com situagdes nas quais o conhecimento que adquiriu
seja realmente mobilizado em novos desafios que, com a assistén-
ciado professor, promovam atitudes de abertura a situagdes ndo
familiares, mas para as quais as ferramentas necessarias estejam
disponiveis. Os autores ponderam, assim, que: “(...) The challenge,
ultimately, is to ensure that all students being assessed have had
substantial experience in grappling with nonroutine problems as well
as the opportunity to learn the mathematical ideas embedded in the
problem”. (NATIONAL RESEARCH COUNCIL,1993). Observam, ainda,
que os professores devem estar abertos a solugdes alternativas para
problemas ndo rotineiros. Por essa razdo, o cuidado com as rubricas
e devolutivas é tdo essencial quanto o mapeamento, na etapa inicial
da confeccdo das tarefas, dos conhecimentos acessados.

2. Definirum contexto significativo e realfstico que tanto requeira
um efetivo esforco de modelagem quanto contenha informa-
¢Ges essenciais para a mobilizacdo dos conhecimentos e habili-
dades considerados na elaboracdo da tarefa. Enfatizamos que
devem ser elaboradas também tarefas que ndo se refiram, ne-
cessariamente, a um contexto externo a Matemadtica; ou seja, os
testes devem também contemplar tarefas que tenham a prdpria
Matemdtica como objeto.

A delimitacdo dos conhecimentos e habilidades (relacionados a uma
ou mais metas de aprendizagem) deve ser acompanhada da defini-
cdode um contexto, a exemplo do que ocorre no desenho do Pisa.
Conforme expusemos anteriormente, 0os contextos podem ser de
situacdes cotidianas ou sociais, ou, ainda, cientificos e tecnoldgicos,
abrangendo informacdes sobre Economia, Tecnologias da Informa-
cdo, Genética e Ecologia, Fisica e Astronomia, a prépria Matematica,
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entre outros camposem que alinguagem matemdtica é requerida
e 0s conceitos cientificos possam ser apresentados de forma condi-
zente com a etapa de escolarizagdo dos alunos.

Retomando o exemplo acima, pode ser fixado um contexto cotidia-
no como motivacdo inicial, mas que permita esforcos de inducdo,
generalizacdo, abstracdo e formalizacdo como resultados da repre-
sentacdo e modelagem matemadticas necessdrias. Ou seja, a situacdo
cotidiana empresta significados e atalhos cognitivos para o aluno,
dada a familiaridade do contexto; além disso, serve como uma baliza
paraque o aluno analise criticamente os resultados de seus proce-
dimentos, umavez que devem fazer sentido quando interpretados
em termos da situacdo concreta que é matematicamente modelada.
No entanto, o papel do contexto deve ser dimensionado de modo
que o aluno possa perceber que as representacdes e procedimentos
usados na tarefa podem serincorporados organicamente a seu re-
pertdrio e, com isso, empregados, seja em etapas mais abstratas ou
gerais da tarefa, seja em tarefas com estrutura matemadtica similar,
embora, possivelmente, motivadas por outros contextos.

3. Definir os processos cognitivos, em uma gradacdo de complexi-
dade, demandados na execucdo da tarefa.

Seriam demandadas, no exemplo de tarefa envolvendo conhecimen-
tosde Aritmética (saberes 01, 04 e 09): i) recuperar conhecimentos
bdsicos necessdrios para a execucdo da tarefa (por exemplo, sobre
as operacdes de adicdo e multiplicacdo, mobilizacdo de conceitos

e fatos arespeito de propriedades operatérias; uso de algoritmos
costumeiros; uso da representacdo decimal posicional para efetuar
calculos aritméticos; arredondamento e estimativa de somas e de
produtos); ii) reconhecer quais operac®es e quais de suas proprie-
dades e representacdes (por exemplo, geométricas, em termos de
translacdes nareta numérica) podem ser Uteis para modelar o pro-
blema; iii) modelar a situacdo apresentada pelo problema em termos
de representac¢des das opera¢des aritméticas consideradas Uteis
para o contexto;iv) elaborar estratégia para combinar os conheci-
mentos mobilizados de acordo com a modelagem matematica do
problema; v) efetuar, com correcdo e justificativas, os procedimentos
necessdrios para implementar a estratégia; vi) interpretar os resul-
tados obtidos na implementacdo em termos de possiveis respostas
ao problema, considerando a forma como foi modelado; vii) analisar
criticamente a adequacdo tanto das respostas ao modelo quanto
do modelo ao problema em sua forma original; viii) comunicar, em
linguagem natural e/ou matemdtica, o raciocinio matemdtico usado
na estratégia de resolucdo; ix) descrever o raciocinio dedutivo formu-
lado nas etapas da resolucdo; x) induzir, generalizar ou extrapolar o
modelo ou aimplementacdo da estratégia de resolucdo para etapas
seguintes da tarefa ou para tarefas matematicamente similares.

A propésito dessa progressdo de demandas cognitivas, cabe dizer
que atende a ideia de “multiplos pontos de entrada e de safda” discu-
tida por Bass e colaboradores, um dos eixos do principio da equidade
que tem, também, claras contribuicdes a interpretacdo e ao uso
pedagdgico das respostas dadas as etapas das tarefas, segundo uma
gradacdo predefinida de complexidade.
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(...) Students should be allowed to become engaged in assess-
ment tasks through a sequence of questions of increasing diffi-
culty. They ought to be able to exit the task at different points
reflecting differing levels of understanding and insight into the
mathematical content. For too long, assessment tasks have not
provided all students with the opportunity to start the task,

let alone work part way through it. As a result some students
have inadequate opportunities to display their understanding.
(NATIONAL RESEARCH COUNCIL,1993).

Progressdes cognitivas na estrutura da tarefa buscam reproduzir, no
ambiente do teste, aspectos reais do pensamento matematico, es-
pecialmente naresolucdo de problemas, conforme as descricdes de
Hadamard e Polya, jd mencionadas. Além disso, nos aproximamos,
com essa arquitetura, das triades de processos cognitivos no TIMSS
e no Pisa, como discutimos anteriormente. No caso do MARS (MARS,
2023), temos uma configuracdo andloga metaforicamente ilustrada
com a figura de uma “rampa” cognitiva.

Em suma, a ascensdo em espiral ao longo das etapas de uma tarefa
(ou conjunto articulado de tarefas em um bloco) inicia com questdes
que evocam o repertdrio (conceitos, procedimentos, fatos), seguem
para o esforco de modelagem a partir de contextos diversos e com a
combinacdo (em maior ou menor complexidade) do repertério aces-
sado na primeira parte, e culmina com questdes que exigem algum
esforco de generalizacdo, formalizacdo, validacdo dos modelos,
hipdteses e procedimentos, adaptagdo para outros contextos, ana-
logia, identificacdo de padrdes e estruturas, entre outras operacdes
“criativas” do pensamento matematico.

4. ElaborarquestBes componentes da tarefa, explicitando hipé-
teses plausiveis sobre possiveis fontes de erros em cada etapa
representada por essas questdes.

Nas fases de elaboracdo descritas anteriormente, foram definidos,
com precisdo, conhecimentos, habilidades e processos cognitivos

a serem mobilizados nas etapas graduais da tarefa, sempre sobre o
pano de fundo e com aintencionalidade de gerar evidéncias sobre
uma dada meta de aprendizagem associada ao curriculo escolar. Es-
sasintencdes sdo concretizadas com a engenharia das questdes que
compdem a tarefa, fase crucial para a validade das evidéncias que
se pretende gerar a partir da aplicacdo do problema em uma rotina
escolar.

Uma observacdo relevante é de que ndo pretendemos, nessa en-
genharia, estabelecer uma correspondéncia biunivoca ao estilo de
“uma questdo, uma habilidade”. De fato, é o conjunto de questdes,
global e organicamente arranjadas na tarefa, que pode trazer evi-
déncias sobre os conhecimentos e skills usados em sua resolucdo,
COM 0S processos cognitivos previstos no modelo que embasa a
tarefa. No entanto, cada questdo deve contribuir, de modo preciso,
para construir aspectos dessas evidéncias.

Observamos que tarefas, na acepcdo que damos a esse termo, ndo
correspondem, necessariamente, a itens, muito menos se restrin-
gem aitens de multipla escolha. De fato, entendemos por tarefa

uma ou mais questdes que dizem respeito a um estimulo comum,

114



em geral um texto e um contexto que suscitam problemas matema-
ticos. Essas questdes, componentes articuladas da tarefa, podem
sertanto de multipla escolha como, em sua maioria, de resposta
construida, ou seja, questdes abertas. No entanto, como se referem
a textos e contextos bem delimitados, o grau de abertura dessas
questdes ndo é amplo a ponto de ndo permitir uma categorizacdo
exequivel de respostas, nem estreito a ponto de ndo facultar o aces-
so asinformacgdes cognitivas que um item de multipla escolha ndo
permite registrar.

Alguns cuidados devem ser tomados pelos elaboradores em pontos
que requerem a participacdo de professores atuantes nas escolas
para uma validacdo pedagdgica das questdes. Alinguagem adotada,
seja anatural, sejaojargdo matematico, ndo pode se sobrepor aos
contelidos e skills realmente relevantes; ou seja, é preciso cuidar
para que a complexidade cognitiva da tarefa, em suas questdes, ndo
sedeva predominantemente a linguagem empregada em sua formu-
lacdo e, sim, aos aspectos efetivamente contextuais ou matemati-
cos do problema. As questdes ndo devem demandar conhecimentos
conceituais ou procedimentais que ndo tenham sido expostos aos
alunos, embora a forma de utiliza-los deva ser ndo rotineira em algu-
mas questdes, como ja discutido. Para que cada questdo contribua
comuma “peca” de evidéncia, é preciso que alguma informacdo seja
extraida a partir do registro do trabalho do aluno. Nesse sentido,
ndo é recomendavel a restricdo a itens de multipla escolha;itens

de resposta construida podem suscitar respostas com dados que
revelem como o aluno resgatou, combinou e utilizou os conheci-
mentos de interesse na avaliacdo, bem como dar mostras, ainda que
indiretas, dos processos cognitivos de que lancou médo na estratégia
empregada.

A experiéncia dos professores, combinada ao trabalho dos elabo-
radores, é igualmente indispensdvel para que alguns padrdes de
comportamento frequentes possam ser manifestados quando as
questdes sdo expostas aos alunos: lacunas conceituais e procedi-
mentais; uso inadequado da terminologia e das representacdes sim-
bdlicas; imprecisdo no uso dos conceitos; erros nos procedimentos,
causados por conhecimento ou pratica insuficiente; extrapolacdo
dos procedimentos para usos inadequados; entre outros. Entraves
de natureza emocional, ligadas a uma prevaléncia de crencas sobre
a capacidade matemdtica (referidas, na literatura em torno das
contribuicdes de Boaler, como mindset fixo), devem ser também con-
sideradas no mapeamento preliminar do que pode ser revelado pelo
conjunto de questdes.

A complexidade das tarefas é também considerada pelos técnicos

e professores na correcdo, umavez que elas mobilizam conheci-
mentos e habilidades combinados segundo processos cognitivos
de maior ou menor complexidade. A atividade de correcdo ndo gera
apenas um valor bindrio (certo/errado), como é habitual quando nos
restringimos ao uso de itens de multipla escolha. Nos experimentos
conduzidos no projeto, vimos que a correcdo, quando realizada por
professores devidamente qualificados em duplas ou trios, fixa, por
aproximacdes sucessivas, classes ou categorias de respostas, com
caracterfsticas comuns e que denotam graus diferentes de dominio
dos conhecimentos e habilidades acessados, no nivel de complexida-
de cognitiva demandada. Esses padrbes de desempenho sdo itera-
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tivamente ajustados, pois partem de expectativas definidas a priori
e, gradualmente, se ajustam ao que é efetivamente observado nas
respostas concretas. Esse aspecto ndo é um preciosismo e, sim, um
elemento fundamental de validade das evidéncias e das devolutivas:
os resultados ndo sdo comunicados em termos de escalas genéricas
com marcos abstratamente fixados, mas referentes ao contexto
especifico dos alunos e escolas em que os testes foram realizados.

As categorias estabelecidas de respostas devem ser explicitamente
descritas em textos objetivos, claros e informativos. Dito de outro
modo, é preciso que 0s técnicos e professores responsaveis pela
correcdo dos conjuntos iniciais de respostas (que podem alimentar
algoritmos de correcdo automatizada, como em nossos experimen-
tos) descrevam os padrdes de desempenho, quanto aos objetivos
de aprendizagem almejados na tarefa, observados nas respostas
que pertencem a uma dada categoria. Essas classes, enfatizamos,
ndo sdo abstratas, mas se referem as tarefas e respostas concretas.
Geralmente, os desempenhos observados sdo rotulados com adjeti-
vacdes como “insuficiente”, “parcialmente suficiente” ou “totalmen-
te suficiente”. Umavez que as amostras de respostas e correcdes
venham a ser osinsumos iniciais em uma rotina computacional de
aprendizado de méquina, é necessdrio que as categorias estejam
bem delimitadas, com fronteiras bem definidas entre os conjuntos
de respostas associadas a cada uma delas. Isso requer uma constru-
cdorigorosa das tarefas e uma especificacdo precisa dos padrdes que
definem as categorias, vis-a-vis as respostas concretas reunidas na
aplicacdo do teste.

ENFASE NA FINALIDADE FORMATIVA DA
AVALIACAO

Aavaliacdo formativa deve ser entendida ndo apenas como um
conjunto de atividades pedagdgicas isoladas, mas como um siste-
ma integrado de intervencdes em redes de ensino com suporte em
um modelo conceitual explicito e em evidéncias pedagogicamente
validas e visiveis. Em particular, esse sistema depende da elabora-
cdo de tecnologias educacionais que permitam capacitar docentes
quanto ao uso pedagdégico de avaliacdo formativa, possibilitar o uso
rotineiro destas avaliacdes nas escolas, armazenar e categorizar res-
postas de estudantes, tornando possivel a andlise de erros, e, como
culminancia, trazer o uso de devolutivas pedagdgicas para o centro
da avaliacdo.

Na secdo seguinte, delineamos alguns dos referenciais tedricos em
que embasamos a proposta conceitual da plataforma de avaliacdes
formativas do CEnPE, utilizada em alguns dos experimentos relata-
dos neste documento.

Arcabouco conceitual

Fixados os principios fundantes do evidence centered design, do
triangulo avaliativo de James Pellegrino e do relatério de Hyman
Bass e colaboradores, buscamos, em nosso referencial tedrico,
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aproximar a avaliacdo de objetivos de aprendizagem explicitamente
declarados, um dos pilares do ensino explicito, no sentido em que
Gauthier e colaboradores o definem:

Globalmente, tal estratégia pedagdgica implica, portanto, as
acoes de dizer, mostrar, guiar. Dizer, no sentido de explicitar,
para os alunos, as intencdes e objetivos visados na aula. Di-
zer,também no sentido de lhes tornar explicitos e acessiveis
os conhecimentos anteriores de gue eles precisardo. Mostrar,
no sentido de fazer com que a tarefa a realizar se torne expli-
cita para os alunos, executando-a diante deles e enunciando
ao mesmo tempo em voz alta o raciocinio seguido. Guiar, no
sentido de levar os alunos, através de perguntas, a explicitarem
seu raciocinio implicito em situacdo prdtica e lhes fornecer um
feedback apropriado, para que eles possam construir conhe-
cimentos adequados antes que os erros se cristalizem em sua
mente. (GAUTHIER et al., 2014).

Os autores fundamentam o ensino explicito em achados da Psicologia
Cognitiva, os quais discutimos anteriormente e que, gradual e um tanto
tardiamente, comecaram a serincorporados a teoria pedagoégica. A pra-
tica das tarefas tem suaimportancia ressaltada no contexto do ensino
explicito e de acordo com os modelos atuais de arquitetura cognitiva,
segundo os quais os conhecimentos e habilidades sdo estruturados, por
meio da pratica deliberada e frequente, em chunks interconectados na
memaria de longo prazo. Essas representacdes ou esquemas de conhe-
cimentos prévios sdo mobilizados pela memdria de trabalho operando
na aquisicdo de novos conhecimentos ou na execucdo de uma tarefa.
Segundo Gauthier e colaboradores, no momento em que uma tarefa é
apresentada ao aluno por meio de instrucdes pedagdgicas, esse estimu-
lo gera informaces sensoriais das quais o aluno

[...] extrai, dentre tudo o que estd armazenado em sua memdaria,
os saberes, savoir-faire e savoir-étre, a partir dos quais ele serd
capaz de decodificar as informacdes recebidas para lhes dar sen-
tido. Uma vez o sentido atribuido, o aluno constréi para si mes-
mo uma representacdo da tarefa a efetuar. Dai em diante, ele
ndo trabalha mais no que lhe foi pedido, mas sim unicamente
narepresentacdo da tarefa que ele construiu para si mesmo em
funcdo dos saberes que ele adquiriu anteriormente. Em seguida,
uma série de tratamentos serd efetuada nessa representacdo,
visando produzir uma resposta ou realizar a tarefa. O traba-

lho do professor consiste em planejar, estruturar e dirigir uma
sequéncia de ensino que vai permitir que o aprendiz perceba e
analise a informacdo em funcdo de seus conhecimentos anterio-
res, atribuindo-lhe o significado necessdrio a sua compreensdo e
tratamento. (GAUTHIER et al., 2014).

Tarefas, portanto, evocam, de modo seletivo, conhecimentos e habi-
lidades armazenados e estruturas complexas conectadas na memao-
ria de longo prazo. Novos conhecimentos e skills sGdo combinados
aos previamente estruturados, o que lhes confere novos arranjos
esignificados. Quando exposto a tarefas similares, o aluno busca
representacdes que jd lhe sdo familiares. A teoria da carga cognitiva
reforca o fato de que os chunks de conhecimentos armazenados am-
pliam a capacidade limitada da memdria de trabalho quando esta é
demandada alidar com um conjunto massivo de novas informacé&es
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trazidas por uma tarefa. As consequéncias pedagégicas desses acha-
dos cientificos sdo patentes no processo de ensino-aprendizagem.
Willingham (2006) aponta que “[...] understanding new ideas is
mostly a matter of getting the right old ideas into working memory
and then rearranging them”. Observagdes como essas, lastreadas na
Ciéncia Cognitiva, deveriam ser consideradas na pauta da equidade
educacional e darecomposicdo de aprendizagens. Essa fundamen-
tacdo tedrica embasa, em nossa proposta, a preocupacdo central de
garantir o acesso e a consolidacdo de conhecimentos prévios, espe-
cialmente entre os alunos com resultados aquém das expectativas
de aprendizagem. Ressaltamos que mesmo essas expectativas ou 0s
conhecimentos necessdrios para atingi-las ndo estdo explicitamente
declarados em diretrizes curriculares ou matrizes de avaliacdo vigen-
tes em boa parte dos sistemas educacionais, o que tornaigualmente
indispensavel a definicdo clara desses objetivos.

Ointercambio entre avaliacdo, instrucdo e curriculo no ensino
explicito é retomado na nocdo de avaliacdo formativa “imersa” no
ensino, como extensamente descrita nos trabalhos seminais de
Black e William (2010). Esses autores colocam a participacdo dos
docentes como elemento central, ao mesmo tempo que reconhecem
a definicdo dos objetivos de aprendizagem como atividade essencial.
De fato, esses pesquisadores definem avaliacdo formativa como “(...)
encompassing all those activities undertaken by teachers, and/or by
their students, which provide information to be used as feedback to
modify the teaching and the learning activities in which they are enga-
ged”. (BLACK; WILIAM, 2010, p. 7).

Ainda segundo os autores, as cinco estratégias definidoras da avalia-
cdo formativa vinculada a instrucdo sdo, em traducdo livre:

1. esclarecer, compartilhar e compreender os objetivos de aprendi-
zagem e os Critérios de sucesso;

2. acessarevidéncias de que o aprendizado tenha ocorrido;

prover devolutivas que promovam aprendizagem;

4. estimularos aprendizes para que sejam recursos instrucionais
uns para os outros;

5. estimularos aprendizes para que sejam protagonistas de sua
prépria aprendizagem.

w

Nosso conceito de plataforma considera esses cinco eixos, uma vez
que prevemos organizar um compéndio de tarefasilustrativas de ob-
jetivos de aprendizagem bem definidos, juntamente com padr&es de
desempenho especificados por rubricas e exemplificados por respos-
tasrepresentativas desses padrdes. As rubricas, que permitem cate-
gorizar respostas em padrées de desempenho quanto ao dominioe
uso de conhecimentos e habilidades nas tarefas, permitem compor
devolutivas. Essas devolutivas, por sua vez, sistematizam e apresen-
tam pedagogicamente as evidéncias para professores e aprendizes.
Portanto, sdo o principal meio de comunicacdo, acessivel aos que
participam da comunidade de aprendizagem. Desse modo, 0s pon-
tos 2 e 3levantados por Black e Wiliam (2010) sdo conceitualmente
atendidos no projeto. Por fim, a estrutura de testes e de tarefas,
juntamente com as formac®es de professores, permitem atividades
colaborativas em que os estudantes interagem e reforcam mutua-
mente suas aprendizagens, o que atende ao quarto ponto. Além dis-
so,0ponto 5 é considerado na plataforma, visto que as tarefas sdo
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explicitamente vinculadas a objetivos declarados e as devolutivas se
referem, em linguagem acessivel, aos graus em que esses objetivos
sdo atingidos (com justificativas claras, geradas pela observacédo
direta das respostas).

Black e Wiliam (2010) trazem diversas evidéncias sobre o impacto
efetivo de avaliacdes formativas integradas ao desenho instrucio-

nal. Esse impacto é documentado também por Hattie (2017) em seu
celebrado esforco de meta-andlises, guando menciona que o tamanho
do efeito médio das avaliacGes formativas é duas vezes maior que

o efeito médio de todos os outros efeitos de escolarizacdo. Em seus
préprios termos, enfatiza o papel do professor na avaliacdo formativa:

Trabalhar com fatores observdveis é a base da avaliacdo forma-
tiva da aprendizagem. Muito frequentemente, os professores
trabalham a partir de teorias ou inferéncias sobre o que os
alunos fazem que ndo sdo sempre abertas a mudancas a luz do
gue os alunos na verdade fazem. Em vez disso, 0s professores
precisam primeiro se concentrar no que os alunos fazem, dizem,
criam ou escrevem e modificar suas teorias sobre os alunos a
partir dessas observacdes (ou dessas evidéncias). Os professo-
res precisam buscar feedback a partir dessa avaliacdo, de modo
gue possam modificar seu ensino. (HATTIE, 2017, p. 115).

Na arquitetura conceitual do ensino visivel elaborada por Hattie
(2017), adevolutiva deve abordar trés questdes.

= Paraondeestouindo?
= Comoestouindo para l4?
= Paraondeiremseguida?

A primeira questdo é, naturalmente, relativa aos objetivos de apren-
dizagem e niveis de desempenho comunicados com as tarefas e nas
devolutivas. Aquestdo da progressdo das aprendizagens, em termos
de objetivos de aprendizagem encadeados ou de tarefas em um cres-
cendo de complexidade, é 0 objeto das duas outras questdes. Além
de contemplar esses questionamentos, a devolutiva, segundo Hattie
(2017), deve ser estruturada em quatro niveis, dos quais descreve-
mos os dois primeiros a seguir.

= Nivel da tarefa ou do produto: esse primeiro nivel diz respeito ao
feedback sobre o conhecimento superficial (na terminologia de
Hattie) mobilizado na tarefa, ou seja, as evidéncias da aquisicdo
do repertdrio por parte do aluno, especialmente importante
para novicos naquele dominio de conhecimento. Por exemplo,
em uma tarefa que envolva modelar um problema em termos
de operagdes aritméticas, a devolutiva, nesse nivel, enfatiza a
correcdo dos procedimentos utilizados pelo aluno e a validade
dos resultados que obtém.

= Nivel do processo: o segundo nivel considera o conhecimento
profundo (uma vez mais, no jargdo de Hattie e de seus colabo-
radores). Isso significa que a devolutiva, nesse nivel, abrange
“fornecer conexdes entre as ideias, oferecer estratégias para a
identificacdo dos erros, aprender a aprender explicitamente a
partir dos erros e fornecer sinais sobre as diferentes estratégias
ou erros”. (HATTIE, 2017, p. 118). Segundo o autor, ao incidir
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sobre 0s processos cognitivos e ndo apenas sobre os produtos da
realizacdo da tarefa, essa camada da devolutiva pode otimizar
as estratégias segundo as quais o aluno resgata ou representa
conhecimentos da memdria de longo prazo e os recombina na
memoria de trabalho, diminuindo a carga cognitiva. Contribui,
ainda, para o reconhecimento das causas dos erros, em termos
delacunas de conhecimentos prévios, misconceptions ou pro-
cedimentos falhos. Retomando o exemplo de uma tarefa de
Aritmética, trata-se ndo apenas de apontar os erros conceituais
ou procedimentais no uso de um algoritmo aritmético, mas de
identificar que partem de concepcdes erradas sobre as proprie-
dades das operac®es aritméticas ou, ainda, de indicar ao aluno
possibilidades de usar algoritmos mais efetivos que consumis-
sem menos tempo e energia de sua memdaria de trabalho. Com
esse género de devolutivas, o aluno pode compreender e assi-
milar novas estratégias, conceitos e fatos que lhe permitirdo
resolver problemas similares de modo correto e eficiente.

Essasreferéncias convergem para a necessidade de que a avaliacdo
formativa, por meio das tarefas e das devolutivas, seja um ativo rele-
vante para alunos e professores e para a implementacdo curricular.
Esquemas conceituais que descrevem a integracdo de avaliacdo, en-
sino-aprendizagem e curriculo podem ser apresentados, conceitual

e graficamente, na forma de ciclos. Nesta fundamentacdo tedrica do
projeto, usamos como modelo conceitual o ciclo de Elmore.

Estudantes:
aprendizado

Tarefas:
avaliacdo

Contetidos: Professores:
curriculo instrucdo

No centro desse ciclo estd a tarefa instrucional ou avaliativa, que
deve serentendida como o que estudantes fazem nasalade aula, e
ndo simplesmente o que os professores acham que estdo fazendo
ou os elementos do curriculo especificado que estdo estudando. A
tarefa é aunidade pedagdgica para a formacdo dos docentes e para
arotinade atendimento dos estudantes, a partir, dentre outras
evidéncias, da andlise dos erros.

Concretamente, a plataforma adere ao ciclo de Elmore, uma vez que
pretende criar uma comunidade de prdtica, com clareza da centrali-
dade do estudante e de seus aprendizados observados, evidenciados
e promovidos pelas tarefas. De fato, alguns dos principios do ntcleo
instrucional advogado por ElImore sdo descritos a seguir.
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1) Os avancos de aprendizagem apenas ocorrem como consequén-
cias da melhoria:

=« donivel dos contetidos;

= donivel deconhecimentos e habilidades dos professores; e

= docompromisso dos alunos.

2) Atarefa prediz o desempenho.

3) Um sistema real de accountability se baseia nas tarefas recomen-
dadas aos estudantes.

Tarefas, em particular, sdo instrumentos que concretizam os trés
pontos do primeiro principio, uma vez que, na interacdo com os
estudantes, evidenciam a aquisicdo, a mobilizacdo e a transferéncia
dos conhecimentos; fixam, ainda, padrées de desempenho, rubricas
e devolutivas que ampliam a metacognicdo (regulagdo e supervi-
sdo) e promovem um mindset de crescimento (BOALER, 2016). Com
respeito a contelidos, tarefas relevantesilustram objetivos de
aprendizagem explicitados em mapas de progresso, como discuti-
do anteriormente. Por fim, em relacdo ao vértice dos professores,
no triangulo de Elmore, tarefas demandam complexas habilidades
profissionais para a docéncia e, portanto, tanto requerem quanto
promovem aspectos do conhecimento pedagégico do contelido
referentes, por exemplo, ao reconhecimento dos erros dos alunos,

a elaboracdo de hipdteses plausiveis para as razGes desses erros e a
comunicacdo, aos alunos, sobre esses erros e estratégias cognitivas
que 0s ajudem em sua superagdo.

Em termos metodoldgicos, a construcdo proposta do modelo de ava-
liacdes formativas, concretizado na plataforma, é também alicerca-
dano tridngulo avaliativo, em sua formulagdo devida a Pellegrino e
na arquitetura do evidence-centered design desenvolvida por Mislevy
e colaboradores, como temos enfatizado.

A plataforma pode ser vista como um conjunto articulado de ferra-
mentas pedagégicas e computacionais que possibilitam a execucdo,
nas escolas, das diversas etapas de avaliacGes formativas proces-
suais ao longo do ensino bdsico. Em sua arquitetura, hd uma base
computacional comum a essas etapas, sobre a qual sdo construidos
sistemas especificos para as diversas fases do processo avaliativo,
da producdo colaborativa de tarefas a divulgacdo de devolutivas,
passando pelos ambientes de aplicacdo de testes e de categoriza-
cdo derespostas. Os subsistemas sdo independentes e podem ser
acionados e articulados de acordo com as demandas pedagdégicase
limitacBes tecnoldgicas das escolas e das redes. Esse desenho corres-
ponde aideia, nojargdo computacional, de microsservicos.

Ressaltamos que o ambiente da plataforma ndo se resume a um
aparato tecnoldgico que veicula testes e resultados. Ainovacdo que
buscamos ndo se reduz a aprimorar o meio pelo qual testes sdo apli-
cados e resultados sdo divulgados, sendo isso um efeito incidental
do desenvolvimento da plataforma. O ponto crucial é que as solu-
cGes tecnoldgicas de transcricdo de respostas redigidas pelos alunos
OU a categorizacdo dessas respostas, embasando robustamente as
devolutivas, propiciam a real inovacdo, que é de carater pedagdgico.
O propdsito de conjugar as solugdes tecnoldgicas é apoiar as redes
em reconhecer quais modelos de tarefas permitem acessar conhe-
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cimentos e habilidades relevantes e gerar evidéncias validas (no
sentido lato de validade dado por Messick)da aquisicdo e mobiliza-
cdo desses contelidos.

Ademais, a proposta de uma comunidade de praticas subjacente a pla-
taforma torna possivel e indispensavel associar a implementacdo da
avaliacdo a formacdo de professores, tomando-os como colaboradores
em cada fase do processo. Formac@es continuadas, ofertadas pelo
CEnPE na forma de pés-graduacdes lato sensu, institucionalizam par-
cerias com as redes municipais e certificam professores, no esforco de
criacdo de uma cultura avaliativa nas escolas a que esses professores
estejam associados. No sentido inverso, as formaces serdo laboraté-
rios de inovacdo para validacdo das tarefas, correcdo de conjuntos de
respostas, mapeamento de erros frequentes, elaboracdo de hipdteses
de lacunas evidenciadas nos erros, producdo das devolutivas e, ndo
menos importante, formacdo de seus préprios pares.

Os dispositivos computacionais da plataforma impulsionam a
construcdo cooperativa dos instrumentos avaliativos, ou seja, das
tarefas, a unidade basica da acdo pedagdgica deste projeto. Esse
é,de fato, o ponto de partida do processo avaliativo: constituir um
repositério encadeado, colaborativo e adaptdvel de tarefas, sistema-
tizadas por ano escolar, indexadas por conhecimentos e habilidades
(em correspondéncia com a BNCC), em vdrios niveis de complexidade
cognitiva, de acordo com 0s processos cognitivos demandados em
sua execucdo. Esse repositério permite ilustrar mapas de progresso,
exemplificando objetivos de aprendizagem esperados na trajetdéria
curricular com tarefas concretas e padrdes de desempenho e respos-
tas. Por suavez, os mapas de progresso, em conjunto com as tarefas
que lhes ddo concretude, representam possibilidades de percursos
curriculares que podem servir de fios condutores para as interven-
cGes pedagdgicas norteadas pelas evidéncias das avaliacGes. Para
tanto, as avaliac@es formativas, geradoras dessas evidéncias, sdo
construidas em consondncia com esses mapas.

A colaboracdo de professores nessa fase inicial do processo de ava-
liacdo diz respeito, portanto, a producdo e curadoria de tarefas que
reflitam objetivos de aprendizagem explicitos. O ambiente de forma-
cdo continuada permite que a elaboracdo e a posterior validacdo das
tarefas sejam acompanhadas por equipes que ja foram devidamente
capacitadas em versdes preliminares dessa iniciativa. Os professo-
res, umavez também qualificados, passam a ser atores fundamen-
tais namanutencdo, atualizacdo e eventual expansdo dessa “arvore
cognitiva” de tarefas.
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MODELO DE EVIDENCIAS: CONSTRUCAO DE
RUBRICAS E DE DEVOLUTIVAS

Esse esforco conjunto de elaboradores e professores deve ser con-
cretizado na preparacdo ndo apenas das questdes componentes

de uma dada tarefa, mas também, indissociavelmente, de padrdes
esperados de atitudes e respostas, com base tanto nas expectativas
de aprendizagem consideradas na proposicdo da tarefa quanto nas
observacGes empiricas dos professores sobre atitudes e resultados
frequentes entre alunos em tarefas relativas a essas expectativas.

Componentevital da plataforma, as devolutivas sdo os canais mais
intensos de comunicacdo com escolas e redes. O publico ao qual as
devolutivas sdo dirigidas ndo consiste apenas nos técnicos e profes-
soresdiretamente envolvidos nas fases anteriores (elaboracédo, cor-
recdo, categorizacdo, interpretacdo). Na verdade, destinam-se a toda
acomunidade de aprendizagem, dadas versdes adequadas e legiveis
para diferentes perfis nessa comunidade. A estrutura das devoluti-
vas considera tanto os niveis definidos por Hattie (2017) quanto as
finalidades postas por Black e Wiliam (2010).

Uma tarefa, como vimos, é composta usualmente por unidades me-
nores, tipicamente questdes, ordenadas em um gradiente de com-
plexidade. Observamos e armazenamos, na plataforma, respostas
dadas as questdes que compdem a tarefa, referentes a um contexto
comum. Dada essa estrutura, as devolutivas podem informar os
pontos a descritos a seguir.

1. Oqueéesperadodosestudantes, tanto no conjunto da tarefa
quanto em suas etapas gradativas, em termos de dominio e uso
dorepertdrio. Neste ponto, é preciso que haja clareza quanto
aos objetivos de aprendizagem esperados que foram considera-
dos na elaboracdo da tarefa.

2. Oquefoiobservado nasrespostas, ou seja, que elementos das
respostas foram tomados pelos corretores como evidéncias dos
conhecimentos, habilidades, atitudes e processos cognitivos
usados pelo aluno na execucdo da tarefa. Em particular, erros
conceituais e procedimentais devem ser apontados e descritos,
no que diz respeito ao nivel 1 de devolutivas sobre conhecimen-
to superficial, na terminologia de Hattie (2017). Além disso,
devem ser registrados, com clareza, aspectos relevantes sobre
estratégias cognitivas na mobilizacdo dos conhecimentos e
habilidades, conexdes entre conceitos, reorganizacdo de conhe-
cimentos prévios e assimilacdo de conhecimentos novos; enfim,
evidéncias que digam respeito a aprendizagem profunda (deep
learning), acessadas a partir da andlise da resposta.

3. Recomendacdes que explicitem para o aluno (e para o professor)
um ou mais roteiros de atividades, permeadas por novas tarefas,
que consolidem conhecimentos e habilidades e desenvolvam
processos cognitivos necessdrios para que, partindo do estdgio
atual revelado pela andlise das respostas, atinja, gradualmente,
os objetivos de aprendizagem especificados na proposicdo da
tarefa.
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4. Sugestdes derubricas plausiveis que facilitem, para o professor
e paraoaluno,implementarasequéncia sugerida de atividades
e acompanhar o desempenho ao longo desse percurso. Essa
parte da devolutiva requer o envolvimento direto de professores
e alunos, transferindo a continuidade do ciclo avaliativo para a
saladeaulaeincentivando os aspectos de metacognicdo e de
autorregulacdo que sdo previstos, no desenho de Hattie (2017),
nos niveis ou etapas 3 e 4 da devolutiva estruturada.

Nainteracdo com a plataforma, alunos, professores e gestores pedagoé-
gicos podem acessar diretamente as devolutivas e as quatro camadas
que as constituem. Em um estégio preliminar de desenvolvimento,

as etapas 3 e 4nomodelo de Hattie (que dizem respeito aos niveis de
autorregulacdo e pessoal das devolutivas) sdo realizadas fora do am-
biente da plataforma, tendo em conta que o professor pode lancar méo
de tarefas que ele mesmo elabora a partir das recomendacdes feitas e
da qualificacdo que obtém em sua formacdo. As devolutivas para essa
sequéncia de tarefas adicionais baseadas nas rubricas sdo, neste esta-
gio, produzidas no cotidiano da sala de aula, envolvendo a participacdo
do professor e dos alunos. Em etapas posteriores de desenvolvimento,
tarefaselaboradas pelos professores nas escolas e validadas pelos
curadores podem ser acrescentadas a plataforma, e as correces e de-
volutivas dessas tarefas especificas das escolas podem ser preparadas e
disseminadas na prépria plataforma.

Para efeitos de exposicdo, bem como de implementacdo prdtica na
plataforma e na comunicacdo com as escolas, esses padrdes espera-
dos de desempenho no conjunto de questdes de uma tarefa podem
ser abrigados em trés niveis, 0s quais rotulamos, tipicamente, da
forma descrita a seguir.

= Insuficiente: nivel que, em geral, é atribuido a respostas que
revelem falhas conceituais ou procedimentais que dificultam as
etapas de mobilizacdo dos conhecimentos e skills necessarios a
progressdo na tarefa. No exemplo acima, podemos categorizar
nesse rétulo respostas que evidenciam o desconhecimento de
fatos bdsicos sobre as relaces entre multiplicacdo e divisdo; ou
sobre multiplos e divisores; ou, ainda, a respeito de dificuldade
de compreensdo do texto em que o problema é apresentado.
Esse nivel, portanto, diz respeito alacunas de compreensdo con-
ceitual ou de fluéncia procedimental, predominantemente.

= Parcialmente suficiente: categoria atribuida a respostas em
que, mobilizados conceitos e procedimentos relevantes para
a tarefa, sdoreveladas imprecisdes, inadequacdes e, em geral,
dificuldades para a aplicacdo eficiente, correta e justificada
desses conhecimentos a resolucdo da tarefa. Nesse nivel, ainda
sdo evidenciadas lacunas conceituais ou procedimentais; no
entanto, as deficiéncias tipicas passam a ser relacionadas tam-
bém a formulacdo e a comunicacdo do raciocinio matematicoe a
limitacGes de competéncias estratégicas, especialmente no caso
de problemas ndo rotineiros.

= Totalmente suficiente: é o rétulo dado a respostas que reve-
lam avancos nos processos de mobilizacdo e aplicacdo dos
conhecimentos e habilidades demandados pela tarefa, os quais
permitiram ao aluno extrair conclusdes sobre os resultados, logi-
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camente ou indutivamente baseadas nos procedimentos efetua-
dos, e analisar a adequacdo desses procedimentos e resultados
ao problemaealinguagem matemdtica formal.

A descricdo dos trés niveis é uma abstracdo simplificadora do que
ocorre em uma aplicacdo pratica da tarefa. De fato, esses niveis sé
podem ser especificados em uma avaliacdo real, dada a tarefa con-
cretaque é apresentada ao aluno, com toda a informacdo explicita
sobre quais sdo seus objetivos pedagégicos quanto a observacdo

da mobilizacdo de determinados conhecimentos e skills segundo
processos cognitivos de menor ou maior complexidade. Além disso,
a definicdo das categorias das respostas abrigadas em cada nivel e a
prépria descricdo sintética desses niveis sé podem ser estabelecidas
com validade pedagégica quando um conjunto representativo de
respostas reais for analisado pelas equipes (uma vez mais, com-
postas também por professores, além dos especialistas) a luz das
expectativas que foram explicitamente definidas na arquitetura e na
engenharia da tarefa.

Exemplos de tarefas e de devolutivas

Os exemplos a seguir foram extraidos de uma avaliacdo aplicada
entre alunos do quarto ao nono ano na rede municipal de Caucaia,
usando a plataformado CEnPE, no segundo semestre de 2022.

O teste consistiu em tarefas compostas por unidades articuladas
umas asoutrasem uma gradacdo de complexidade. Nesse sentido, a
estrutura foi pensada de modo a atender, ao menos parcialmente, o
que Bass e colaboradores apontam como:

Ease of entry and various point of exit. Students should be allo-

wed to become engaged in assessment tasks through a sequen-
ce of questions of increasing difficulty. They ought to be able

to exit the task at different points reflecting different levels

of understanding and insight into the mathematical content.
(NATIONAL RESEARCH COUNCIL, 1993, p. 52).

No uso da plataforma, executamos as operagdes a seguir, relativas
a geracdo das evidéncias (no triangulo avaliativo de Pellegrino, os
trabalhos que apoiam os vértices da observacdo e da interpretacdo,
emresumo).

1) Armazenamento das respostas dos alunos, questdo a questdo:

no caso de tarefas respondidas por meio digital diretamente na
plataforma, essa compilacdo de respostas é totalmente automatica.
No cendrio bastante mais frequente de testes impressos, em que as
respostas sdo escritas no papel, o processo é acrescido de algumas
etapas adicionais relativas ao uso, com refinamentos iterativos, de
algoritmos de transcricdo.

2) Correcdo de um conjunto representativo de respostas as ques-
tées que compdem uma tarefa, trabalho executado por um grupo
formado, em geral, por dois corretores (um expert e um novato) e um
mediador (cuja funcdo é garantir que as premissas e intencionalida-
des naelaboracdo da tarefa sejam considerados pelos corretores, ao
mesmo tempo que garante confiabilidade, no sentido de que res-
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postas similares, observadas em contextos pedagégicos similares,
tenham avaliagdes préximas em um mesmo grupo de corretores e
entre grupos). E o préprio trabalho dessa equipe de corretores/me-
diador que comeca a isolar caracteristicas definidoras de subgrupos
de respostas, agrupando-as por similaridades, entre as quais erros
conceituais e procedimentais frequentes ou lacunas em conheci-
mentos prévios, sejam matematicos, sejam contextuais. Portanto, a
correcdo é, de fato, a atribuicdo de respostas a dadas categorias, que
vdo sendo ajustadas e atualizadas a medida que o0 espaco de res-
postas analisadas aumenta. Convém relembrar que os professores
participantes da elaboracdo contribuiram, idealmente, com algumas
possibilidades previstas dessas categorias, que funcionam como um
modelo inicial. No entanto, é o confronto com as respostas observa-
das que, efetivamente, consolidara a definicdo delas (que deve ter
fronteiras bem demarcadas tanto por conta da interpretacdo peda-
gbgica sem ambiguidades quanto pela necessidade de automatizar
a categorizacdo em conjuntos muito grandes de respondentes).

E relevante mencionar que, no caso dos itens de resposta construi-
da, predominantes no teste, a avaliacdo pelos corretores considera
dois niveis em que a pergunta é apresentada ao aluno: no primeiro,
é observada a solucdo propriamente dita, com as manipulacdes arit-
méticas e algébricas, as representacfes geométricas e 0 manuseio
de dados; no segundo, é avaliada a resposta que o aluno apresenta

em campos com comandos como “justifique seu raciocinio”, “expli-
que como chegou a essa resposta” ou afins.

3) Consolidacdo de categorias e rubricas e automatizacdo: o conjunto
inicial de respostas corrigidas pela equipe de corretores/mediador
tanto permitiu aprimorar os resultados da transcricdo digital de
respostas colhidas em testes impressos (essencial para viabilizar as
avaliacBes em contextos escolares com limitac8es tecnolégicas e de
letramento digital, que poderiam enviesar os resultados de desem-
penho) quanto possibilitou exemplificar categorias de respostas,

a0 mesmo tempo que essas categorias vinham sendo abstraidas e
depuradas da analise pedagdégica de respostas representativas de pa-
droes de desempenho. Dado esse input ou essas sementes iniciais, o
aprendizado de mdquina passa a ser usado full force para: i) ampliar o
éxico coletado nas respostas, melhorando a transcricdo de respostas
impressas usando um corpus préprio das peculiaridades da grafia dos
alunos; ii) ajustar e atualizar os grupos de respostas que sdo associa-
das as categorias - esse é um processo iterativo e supervisionado, em
que os corretores humanos devem realizar validagdes, de tempos em
tempos, seja dos critérios, automatizados no modelo computacio-
nal,de alocacdo das respostas nas categorias, seja da precisdo e da
suficiéncia das categorias originalmente propostas para abranger a
diversidade das respostas reais compiladas no universo dos respon-
dentes, e ndo apenas, agora, em uma amostra inicial.

4) Construcdo de devolutivas: todos os fluxos acima convergem para
o produto culminante, que sdo as devolutivas, as quais devem con-
terum resumo dos elementos norteadores das etapas anteriores,
legivel por professores e gestores escolares (e, em versdes apropria-
das, também por alunos, de modo que tenham pleno conhecimento
do que foi avaliado, para que foi avaliado e do que serd feito com
essainformacdo, promovendo, como by-product, suas faculdades de
autorregulacdo e de metacognicdo). Esquematicamente, as devoluti-
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vas, na forma de boletins individuais ou agregados (por turma, ano,
escola ou professor), devem informar os objetivos de aprendizagem
a serem apoiados pela tarefa (ou seja, a tarefa evidencia graus de
consecucdo de dadas expectativas de aprendizagem: aqui, seriam
declaradas quais), de acordo com a estrutura descrita a seguir.

= Conhecimentos, habilidades e processos cognitivos demanda-
dos/mobilizados nas etapas da tarefa.

= Respostasesperadas, ilustrativas dos trés padroes de desem-
penho descritos acima. Eimportante notar que ndo se trata,
necessariamente, de uma resposta correta na forma de uma
alternativa ou de um valor numérico. Antes, sdo apresentadas
estratégias alternativas de resolucdo com indicacGes de “pontos
de entrada e de saida”, isto é, de marcos que indiguem o quanto
o aluno prosseguiu rumo ao desfecho da tarefa. As rubricas,
portanto, servem para qualificar essas respostas, explicitando
critérios que definem os padrdes de desempenho.

= Respostasobservadas: nocasodoaluno, individualmente, é
informada sua prépria resposta, apontando-se as razées que
levaram a sua classificacdo em uma das trés categorias e iden-
tificando as lacunas que separam a resposta observada de uma
resposta esperada nos padrdes de desempenho seguintes aque-
le em que a resposta foi classificada. No caso de uma devolutiva
agregada, essa andlise é feita sobre um conjunto de respostas na
mesma categoria, que, no todo, ilustre um ou mais dos critérios
que definem sua alocacdo naquela dada categoria.

= Sintese: quadros, na forma matricial, por exemplo, mostrando os
padrées de desempenho questdo a questdo, tarefa a tarefa, e/ou
0s padr&es de desempenho relativos a mobilizacdo dos conheci-
mentos e habilidades e a complexidade dos processos cognitivos
empregados pelo aluno (de modo que professor e aluno tenham
indicios sobre a consecucdo da meta de aprendizagem subjacen-
te a tarefa).

= Andlisedelacunas de aprendizagem entre o esperado e o obser-
vado: andlise global dos erros, falhas conceituais ou procedimen-
tais, insuficiéncias ou fragilidades nos conhecimentos prévios e
demais informacdes que propiciem intervenc®es, por parte do
professor/escola, ou estratégias autorreguladas de aprendiza-
gem, pelo aluno. Em resumo, trata-se de sumarizar as evidén-
cias, traduzidas em achados cognitivos que possam amparar a
tomada de decisdes pedagdgicas pela escola, pelo professor ou
pelo aluno.

De modo abreviado, essa estrutura da devolutiva contempla os
quatro niveis do desenho proposto por Hattie (2017): a) nivel do
produto: especificacdo do referencial cognitivo da tarefa, o que era
esperado e o que fora observado na sua realiza¢do; b) nivel do pro-
cesso: especificacdo sobre as expectativas de como os conhecimen-
tos seriam mobilizados, o que foi observado, mesmo indiretamente,
e aslacunas entre objetivos e resultados realizados; ¢) e d) nivel de
autorregulacdo e nivel pessoal: sintese de resultados e comunicacdo
sobre aslacunasem a) e b) e suas provaveis razbes satisfazem a
esses aspectos da devolutiva.
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Exemplos de tarefas, rubricas e devolutivas

Atarefa que discutimos a seguir fez parte do teste aplicado a alunos
de quarto e quinto anos em escolas da rede municipal de Caucaia,
Ceard. A partir de um contexto comum, com as informacdes rele-
vantes para a execucdo da tarefa, é apresentada uma sequéncia de
questdes ao longo da qual, gradativamente, o aluno deve realizar
comparactes de medidas de distancia e tempo a partir das quais
deduz medidas de velocidade ou velocidade relativa e, na parte
final, aplica essas medidas para determinar tempos e distancias de
certos eventos nas trajetérias. Ndo sdo demandados conhecimen-
tos formais ou procedimentos técnicos (e.g., uso de férmulas ou
expressdes algébricas de velocidade), mas um esforco progressivo
de modelagem matemdtica da nogdo intuitiva de velocidade em um
contexto que envolve apenas operac8es aritméticas (adicdo iterada
ou multiplicacdo e divisdo exata) e o conceito de perimetro. Portan-
to, a demanda cognitiva é mais de compreensdo conceitual profunda
de fatos bdsicos de Aritmética do que de fluéncia procedimental. As-
pectos do raciocinio matematico relacionados a formulacdo, repre-
sentacdo e comunicacdo sdo explorados, uma vez que o aluno deve,
a partirdos fatos que vai obtendo na resolucdo das etapas, elaborar
um modelo de velocidade relativa e justificar os argumentos utiliza-
dos e a plausibilidade dos resultados. As habilidades da Matriz dos
Saberes diretamente mobilizadas nas questdes componentes da
tarefa sdo as descritas a seguir.

= S02.H22:efetuardivisdes exatas (restos nulos) de niimeros
naturais, relacionando essas divisdes a multiplicacdes e seus
diversos significados e representacdes.

= S02.H24: modelar e resolver problemas que envolvam multiplos
e divisores comuns a dois ou mais nlimeros inteiros.

= S02.H30:determinar parcelas desconhecidas em um cdlculo
aritmético a partir de parcelas e resultados dados, preservando
igualdade entre expressdes aritméticas.

= S04.H1:reconhecerrelacdes de proporcionalidade direta ou
inversa entre grandezas ou entre suas variacoes, em diferentes
contextos, aplicaces e problemas.

= S04.H8: modelar e resolver problemas, motivados por diferentes
contextos e aplicac8es, que envolvam a varia¢do proporcional
entre grandezas direta ou inversamente proporcionais.

= S04.H11:determinar termos desconhecidos em uma proporc¢do a
partir dos termos dados.

= S04.H14: modelareresolver problemas que envolvam grandezas
relativas, como velocidades, densidades, fluxos, vazdes e outras
taxas devariacdo entre grandezas, motivadas por diversos con-
textos e aplicacdes.

= S04.H16:identificar relacBes de proporcionalidade em contextos

e problemas que envolvam acréscimos simples ou, equivalente-
mente, progressdo aritmética de uma variavel.
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Habilidades/
Questdes

S02.H24

S02.H30
S04.H1

Modelagem
matematica da

nocdo intuitiva
de velocidade

= S07.H2:determinar o perimetro de figuras planas elementares,
como retangulos, a partir da definicdo de uma unidade de medida.

Arelacdo entre essas habilidades e as questdes que compdem a tare-
faestdo esquematicamente representadas na tabela a seguir.

Questdo | Questdo | Questdo | Questdo | Questdo | Questdo | Questdo

Afigura a seguir representa o grafo conectado das habilidades
mobilizadas na tarefa. Observamos gue habilidades no Saber 02 sdo
utilizadas no trabalho com raz8es e proporc¢8es e na modelagem de
grandezas relativas, presentes nas habilidades do Saber 04. Essa in-
terdependéncia é representada pelas conexdes entre as habilidades.

Saber 02. Mdltiplos e divisores
de niimeros naturais - repertoério:
fluéncia procedimental

Saber 04. Grandezas relativas
- modelagem/representacdo

— _
@ S02.H22
‘® S02.H24 ‘® S04H14
‘® S02.H30 '
©504.H28 7S04.H16
©504.H01 ®504.H11

Saber 04. Conceito de

proporcionalidade - repertério:

compreensdo conceitual
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Saber 04. Crescimento
aritmético - predicdo/aplicacdo
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No quadro 6, transcrevemos a tarefa com suas questdes compo-
nentes. Para cada etapa ou questdo, sdo fornecidos comentdrios
pedagdgicos, dirigidos aos professores, a respeito dos objetivos de
aprendizagem sobre os quais a tarefa pretende gerar evidéncias.
Além disso, sdo dados exemplos de rubricas que categorizam pa-
drbes de resposta observados: para cada rubrica, exibimos algumas
respostas representativas entre as coletadas na aplicacdo do teste.
E, ao fim da discussdo sobre um bloco de quest&es, escrevemos
algumas recomendacdes, também dirigidas aos professores, sobre
contelidos e abordagens que podem ser trabalhados com alunos
cujasrespostas, para as questfes nesse bloco, tenham sido categori-
zadas poruma dada rubrica.

QUADRO 6
Leia o seguinte texto para responder as questdes1a 7.

Mariana d& uma volta de bicicleta na praca da cidade em 4 minutos enquanto Teresa
consegue dar uma volta de bicicleta na mesma praca em 5 minutos.

A praca éretangular e tem lados medindo 300 metros e 100 metros. Em seu interior, hd
arvores e um lago, como mostra a seguinte figura da praca vista de cima.

ponto de partida
e —>

arvores

Mariana e Teresa saem, em um mesmo instante, do ponto de partida destacado na
figura e comecam a pedalar no sentido indicado pela seta por um tempo de 40 minutos.

Elas percorrem o contorno da praca, pedalando quase todo o tempo em linharetae

mantendo suas velocidades constantes, ou seja, ndo aumentam nem diminuem suas
velocidades.
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Questdo 1. Quantas voltas Mariana consegue dar na praca no tempo de 40 minutos? Expli-

que seu raciocinio.

Comentarios sobre a questdo

O objetivo é o de observar se 0 estudante isola, do contexto, as informacées relevantes, a
saber, o tempo gasto em cada volta (4 minutos) e o tempo total (40 minutos). A partir disso,
se pode modelar o problema aritmeticamente, seja em termos de adi¢des iteradas de 4
minutos, seja por uma divisdo exata.

O desejavel é que possa interpretar o resultado do cdlculo como uma medida de velocidade
(ainda expressa em voltas por minuto), o que serd explorado na sequéncia da tarefa. A questdo
3, a seguir, permite obter evidéncias sobre se o estudante elabora, ou ndo, essa interpretacgdo.

Padrées de desempenho

Insuficiente

O estudante ndoisola os
dados relevantes para o
problema, evidenciando
dificuldades na leitura e
interpretacdo do texto-base
e do préprio comando.

Parcialmente suficiente

O estudanteisola asinfor-
macdes relevantes, mas tem
dificuldade em modelar o
problema usando operacdes
aritméticas de adicdo ou de
divisdo. Por exemplo, consi-
dera que deve multiplicar 4
por 40 em vez de dividir.

Suficiente

O estudante isola as infor-
macodes, modela aritme-
ticamente o problema e
calcula, seja por adicdo ou
por divisdo, o quociente.

Exemplos de respostas

a) Elas s6é mudam de posicdo
b) ARVORES

a) Ela deu 16 voltas

b) 160 voltas pois 4x40=160
) 5 volta porque 40 divido
praSiguala40

d) 40 voltas porque um mi-
nuto da quarenta Voutas
e) Marina percorre 160 km

a) Eladaumavoltaem 4
minutos na légica ela duas
voltas em 8 minutos entdo
ela dadezvoltasem 40
minutos.

b) Vou somando 4+4 até
chegarem 40eem fim 10
voltas no parque

Questdo 2. Quantos metros, aproximadamente, Teresa percorre no tempo de 40 minutos?

Explique seu raciocinio.

Comentarios sobre a questdo

Inicialmente, o estudante deve recuperar o modelo que usou na questdo anterior para, desta
vez, calcular o nimero de voltas dadas por Teresa. Tendo em conta, pelo exercicio anterior,
que 40 minutos correspondem a 8 voltas, ademanda, desta vez, é determinar quantos metros

equivalema 1 volta.

Uma vez mais, 0s processos cognitivos envolvem: interpretar o comando e relacionar a de-
manda aos dados postos no enunciado; rememorar o resultado obtido na questdo anterior;
modelar o problema de conversdo de “volta” para “metros” em termos do cdlculo do perimetro
da praca; empregar a nogdo (intuitiva, nesse caso) de perimetro como soma das medidas dos
lados; efetuar a operacdo aritmética pertinente (adi¢do, simplesmente; ou adi¢cdo e multiplica-

cdo, combinadas).

Aresposta desejada expressa o resultado de 8 x (300 + 300 + 100 +100).

v
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A 4
Padrées de desempenho

Insuficiente

Os estudantes ndo
identificam, no enunciado,
os dados relevantes para ini-
ciar a modelagem aritmética
do problema. Ora tomam o
tempo total gasto (40 minu-
tos) como a distancia total
percorrida, ora consideram
como distancia as medidas
dadas na figura (300 e 100
metros).

Parcialmente suficiente

Os estudantes determinam
o ntimero de voltas, mas ndo
convertem essa informacdo
em metros, portanto, ndo
concluem com a deducdo da
distancia total percorrida;
ou, ainda, cometem erros
de cdlculo, geralmente por
considerarem a soma das
medidas informadas (300
+100) como o perimetro.
Em alguns casos, ocorrem
erros como em operacoes da
forma 4 x5=12.

Suficiente

O estudante retine as infor-
macoes relevantes (distan-
cias e tempos), calculao
nimero de voltas e conver-
te, corretamente, o resulta-
do em metros; além disso,
observa que cada volta
corresponde ao perimetro,
calculando-o como 2 x 300 +
2 x 100.

Exemplos de respostas

a) 3km pois uma dobra meio
kmeumaretae lkm

b) Ela consegui dar 10 voltas
c) Teresa saiu do porto de
partida

d) Ela percoreu 40 metros

e) 300 metros a 100 pois n
daria as mesma voltas

a) Ela percorre 3,200 metros.
No tempo de 40 minutos ela
d& 8 voltas na pracga, totali-
zando 3,200 metros.

b) Teresa da uma voltaem

5 minuto ela daduasem 10
minutos e em 40 minutos
ela da 8 voltas.

¢) Vou somando 5 mais 5 até
chegarno 40 e da 8 voltas no
parque

d) 300+100=400 5 min=1 vol-
ta 40 min=8 voltas 400x8=
3.200 metros

e) Ela percorre 3.200 metros,
multipliquem os 400 metros
da praca pela 8 voltar que
ela deu

f) 300+100=400%x5=1200 logo
Teresa percorre 1200 metros
em cinco minutos ou seja 1k
e 200m em 5 minutos
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a) 6.400 Se a Teresa pode
percorrer 800 metrosem 5
minutos para dar 40 minu-
tos ela deverd dar 8 voltas e
8x800=6.400



Questdo 3. De acordo com o enunciado do problema, sabemos que

Mariana e Teresa mantém velocidades constantes ao darem voltas na praca.
Quem da voltas na praca com maior velocidade: Mariana ou Teresa?

Comentarios sobre a questdo

Realizadas as etapas anteriores, nas questdes 1 e 2, 0 estudante deve ter informacdes sufi-
cientes para responder a esta pergunta sem a necessidade de cdlculos adicionais. O propésito,
de fato, é de que possa formular, matematicamente, ainda que de modo intuitivo, a no¢do de
velocidade: ndo cabe usar férmulas ou expressées previamente conhecidas, mas, antes, usar

os dados disponfveis para decidir qual das duas ciclistas percorre mais voltas em um mesmo in-
tervalo de tempo; ou, equivalentemente, gasta menor tempo para percorrer uma volta. A maior
complexidade da questdo diz respeito a essa demanda conceitual, mais do que procedimental.

Padrées de desempenho

Insuficiente

Os estudantesinterpretam
ainformacdo de que cada
uma das ciclistas mantém
velocidade constante como
a afirmacdo de que ambas
tém a mesma velocidade; em
outros casos, revelam dificul-
dade de usar asinformacdes
precedentes para tomar a
decisdo de indicar uma das
alternativas, Mariana ou
Teresa. Observa-se, ainda,
respostas sem relacdo algu-
ma com o comando.

Exemplos de respostas

a) Significa que as duas es-
tdo em velocidade diferen-
te. Teresa.

b) Significa mesma veloci-
dade ou seja ndo aumenta
enemdiminuie quem da
voltas na pragca com maior
velocidade e nenhuma delas.
c) Da drvoreseolago

d) Velocidade constante
significa: velocidade igual.
Nenhuma das duas meninas
pois elas estavam em veloci-
dadeigual.

e) ELA VAO MUITO RAPIDO

Parcialmente suficiente

O estudante elabora uma
tentativa de resposta,
baseada naintuicdo sobre o
conceito de velocidade, mas
ndo utiliza os dados numéri-
cos nem do texto-base nem
das respostas anteriores.

a) Quem da mais voutas
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Suficiente

As respostas indicam que os
estudantes usaram as infor-
macdes no enunciado e do
préprio trabalho que reali-
zaram para apontar a ciclis-
ta mais rdpida; em algumas
respostas, os estudantes
sintetizam argumentos que
ja usaram nos cdlculos an-
teriores, demonstrando que
conseguiram associar esses
resultados a nogcdo (mesmo

gue intuitiva) de velocidade.

a) Mariana porque eladaa
volta com 4 min e a Teresa
com 5min

b) Teresa pedala devagar
Mariana pedala rapido
conseguindo dar voltas
em 4 minutos Tereza em
Sminutos
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Recomendacdes relativas as questdes de 1 a 3

Padrées de "
Recomendacdes
desempenho
Insuficiente Alunos cujas respostas estdo nesse padrdo revelam dificuldades em ao

menos um dos seguintes aspectos: a) leitura e interpretacdo dos dados
(medidas de tempo e de distancia, figuras), condictes (hipéteses, por
exemplo) ou das incégnitas; b) repertério bdsico sobre operacdes aritmé-
ticas, ndo necessariamente com respeito a algoritmos e propriedades,
mas a como selecionar as que melhor modelam a situacdo apresentada
no problema; c) falta de familiaridade com problemas dessa nature-

za, que ndo sdo apenas procedimentais. Cabe ao professor investigar
essas hipdéteses, que encontram algum suporte nas respostas coligidas.
Recomendamos, verificadas essas suposicdes, que o professor trabalhe
problemas aritméticos, sugeridos por vdrios contextos, envolvendo
adicdo, multiplicacdo e divises (exatas, inicialmente), com o propdsito
de estimular o entendimento dos problemas e sua modelagem. Calculos
laboriosos e procedimentos algoritmicos ndo sdo a prioridade por ora.

Questdo 4. Quantas voltas na praga Mariana dd a mais que Teresa ap6s os 40 minutos?

Explique seu raciocinio.

Comentarios sobre as questdesde 4 a7

Na sequéncia formadas pelas questdes 4 a 7, usamos a medida de velocidade, explicita ou
implicitamente, para estabelecer conclus®es sobre as trajetdrias das duas ciclistas ao longo
dos 40 minutos de pedalada. Pretendemos observar, com isso, se 0 modelo de velocidades
deduzido nas 3 primeiras questdes pode ser aplicado, agora, para descrever/predizer as posi-
c6es em dados instantes ou, inversamente, os instantes em que as ciclistas estdo a uma dada
distancia relativa.

Novamente, o propésito ndo é o de utilizar conceitos, férmulas ou procedimentos que sejam

tipicos, por exemplo, da Cinemdtica vista nos anos finais do Ensino Fundamental: a intencdo,
aqui, é de constatar se a no¢do aritmética (intuitiva, mas mensurdvel e quantificavel) de velo-
cidade, inicialmente elaborada na questdo 3, pode ser mobilizada para modelar os problemas
que se seguem.

Padrées de desempenho

Insuficiente

Respostas que revelam erros de diferentes naturezas, como limita¢des na compreensdo do
conceito de velocidade (e.g., confusdes entre velocidade e intervalos de tempo ou de distancia):
por exemplo, ha alunos que calculam a diferenga 5 x 40 - 4 x 40 como uma medida de distancia
relativa; em outros casos, consideram que a diferenca de niimeros de voltas é a diferencga entre os
tempos gastos em uma volta; ha respostas, inversamente, em que os alunos tomaram a diferenca
entre os niimeros de voltas como sendo a diferenga entre os tempaos, em minutos, gastos para
uma volta; outros alunos responderam com o nlimero de voltas de uma ou de outra ciclista; ha
respostas com a diferenca entre as medidas dos lados da praca, assinalando 200 metros como
resposta; por fim, algumas respostas sugerem que os alunos calculam 40 -1 =39, subtraindo a
diferenca entre os tempos do tempo total da brincadeira.
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Parcialmente suficiente
Respostas corretas, mas sem a apresentacdo de argumentos que as justifiquem.
Suficiente

Respostas corretas, sustentadas por argumentos que retomam os raciocinios e os procedimentos
efetuados nas etapas anteriores.

Exemplos de respostas

a) 10 minutos a) Duas voltas a mais que a) 10-8=2 2 voltas a mais
b) Sé um Teresa b) 2 VOLTAS A MAIS POR-
¢) 11 voltas QUE 4X10=40 E 5X8= 40

d) 40

e) 39

) 160_200=40 ela da a mais
40 voltas404

g) 5x40=120 e o tanto de vol-
tasque Teresadae 160eo
tanto de voltas que Mariana
da entdo logo Mariana da 40
voltas a mais que teresa

h) S6 160 km

i) 10 voltas a mais
j)AMarianadard1lvoltaa
mais que teresa

k) 4 minutos 5 minutos

Questdo 5. Qual a diferenca entre o niimero de voltas dadas por Mariana e por Teresa vinte

minutos apé6s o comego da brincadeira? Explique seu raciocinio.

Comentdrios sobre a questdo

Avancamos nessa progressdo, observando o quanto os alunos percebem a relagdo de pro-
porcionalidade expressa nas velocidades, ja calculadas, das duas ciclistas. Espera-se que os
estudantes, de posse das informacdes, tanto apresentadas no texto-base quando originadas
naresolucdo das etapas anteriores, possam elaborar argumentos como 0s a seguir.

Dado que, em 40 minutos, Mariana percorre 2 voltas a mais gue Teresa, essa diferenca é de 1
volta, em 20 minutos.

(Solucdo que, implicitamente, usa a nocdo de velocidade como uma taxa de variacdo ou razdo
constante, nesse caso)

Como Mariana percorre uma volta em 4 minutos, percorre 20:4 = 5 voltas em 20 minutos. Da
mesma forma, dado que Teresa percorre uma volta em 5 minutos, em 20 minutos percorre 20:5
= 4 voltas. Sendo assim, a diferenca no niimero de voltas é 5-4 = 1 volta.

(Estratégia que usa, diretamente, as velocidades das ciclistas como raz8es, de modo que, nes-
sa abordagem, o estudante deve efetuar duas etapas: determinar as velocidades como voltas
por minuto; multiplicar o intervalo de tempo pela velocidade)

Observamos, no entanto, respostas como “Teresa da 15 voltas e Mariana da 16 voltas”, o que

parece indicar que o aluno entende a velocidade como subtracdo: 20-5=15e20-4=16¢
ndo como razdo.
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Padrées de desempenho

Insuficiente Parcialmente suficiente Suficiente

Respostas com erros concei- Respostas corretas, mas Respostas corretas, susten-
tuais que, em alguns casos, sem a apresentacdodeargu-  tadas porargumentos com

revelam dificuldades de mentos que as justifiquem. base no modelo matemdtico
compreensdo do comando e nas respostas anteriores.

ou dasinformacdes dadas
e de como utiliza-as; ou,
ainda, erros na modelagem
matematica do problema,
inclusive em como descre-
ver matematicamente a
nocdo de velocidade.

Exemplos de respostas

a) Que Mariana ja deu duas a) Uma volta a mais.
voltas, e a Teresa nenhuma. b) 5 voltas mariana e 4

b) 20 minutos tereza

c) Adiferenca é 20 c) EM VINTE MINUTOS

d) 500 e 400 MARIANA DEU 5 VOLTAS, E
e) Teresa da 15 voltase TERESA 4 VOLTAS

Mariana da 16 voltas.

f) 40-160=120-40=80 logo a
diferenca ainda é de 40

g) Teresa é 100 km e a Mari-
na é 80 km

h) UMAS 30 VOLTAS E OU-
TRO 28 VOLTAS

Questdo 6. Quantos minutos apés o comeco da brincadeira sdo suficientes para que Mariana

tenha percorrido meia volta a mais do que Teresa? Explique seu raciocinio.

Comentarios sobre a questdo

O encadeamento de questdes segue, agora, demandando que o estudante utilize o que elaborou
anteriormente a respeito da velocidade das ciclistas e da velocidade relativa entre elas. Apesar
de ndo envolver procedimentos tecnicamente exigentes ou novos cdlculos, a questdo revelou-se
como sendo de maior complexidade, do ponto de vista conceitual, do que as anteriores.

Espera-se, a esta altura da progressdo, que o estudante, dadas as informagdes que obteve nas
etapas anteriores, identifique um padrdo na distancia relativa entre as ciclistas: duas voltas
em quarenta minutos; uma volta, em vinte minutos; e, portanto, metade de uma volta, em
dez minutos. Esse seria um raciocinio direto, baseado na nocdo de proporcionalidade (ainda
que intuitivamente utilizada) que estd na base do conceito de velocidade como razdo ou taxa
de variacdo constante.

Um raciocinio inverso seria considerar que, se uma separacdo de duas voltas ocorre depois de
40 minutos, uma separacdo de Y2 volta (ou seja, em ¥ da separacdo final) ocorreria passado
s do tempo final, ou seja, em 10 minutos. Em qualquer uma das abordagens, o significado
das fracdes (mesmo fracdes com Y2 ou Y, mais familiares aos estudantes) presentes nesse
contexto pode representar dificuldades evidenciadas no trabalho do estudante.

De todo modo, a questdo conduz a uma ampliacdo do modelo (que permita aplicacées a

outros problemas) que habilite o estudante a lidar com distancias e velocidades relativas,
conceito cuja formulacdo matemética envolve razdo entre variacdes de grandezas.
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Padrdes de desempenho

Insuficiente Parcialmente suficiente Suficiente

Respostas que sugerem Respostas corretas, mas Respostas corretas, devi-
parco entendimento da sem a apresentacdo de damente fundamentadas
questdo (dados, contex- argumentos que evidenciem no uso correto de conceitos
to, perguntas); ou, ainda, aestratégia de resolucdo e técnicas apresentadas
erros conceituais graves empregada pelos alunos. pelos alunos, ainda que com
que desqualificam mesmo algumas eventuais falhas
as tentativas parciais de de argumentacdo.

argumentos e de cdlculos
apresentadas por alguns
estudantes (por exemplo,
associar adistanciarelativa
de meia volta a meia hora
ouaumminuto e meio; ou,
ainda, tomar 2,5 minutos,
metade do tempo de volta
de Marina, como resposta).

Exemplos de respostas

a) Exatamente meia hora. a) 10 minutos
b) 22 minutos b) 10

€) 2 minutos i meio

d) 9 mim e 30 sgd.

e) 60 voltas

f)1.30 minutos

g) Porque a praca e 300
metro

h) 2 Voltas

i) 45 min

j) Mais de uma vez

Questdo 7. Sabemos que as duas ciclistas partem do mesmo ponto. Elas voltam a se encon-

trar durante os 40 minutos da brincadeira? Justifique sua resposta.

Comentarios sobre a questdo

Esta etapa ndo requer modelos ou célculos, mas tdo-somente a interpretacdo do que é soli-
citado no comando e a constatacdo, pelo estudante, de que os resultados obtidos j& respon-
dem a pergunta. De fato, os encontros das duas ciclistas, depois do instante inicial, ocorrem
quando a mais veloz encontra a menos veloz apés um nimero inteiro de voltas.

Uma abordagem mais algébrica do problema envolveria, por exemplo, considerar as distan-
cias percorridas por Mariana e por Teresa, em termos de voltas por minuto (1/4 e 1/5, respec-
tivamente) ou de metros por minutos (800/4 e 800/5, respectivamente). Devemos, entdo,
buscar distancias percorridas cujas diferencas sejam multiplos de 300 + 300 + 100 + 100 = 800.
Para que essa diferenca seja um inteiro, deve ser multiplo de 4 e de 5; logo, deve ser multiplo
de 20.

Desdobramentos dessa questdo poderiam levar o professor a propor atividades sobre multi-
plos e divisares comuns, ou, ainda, que envolvam gréficos e tabelas.
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Padrées de desempenho

Insuficiente

As respostas indicam que os estudantes consideram dados do problema e mesmo informagdes
relevantes obtidas nas etapas anteriores; em muitos casos, no entanto, parecem ndo ter desen-
volvido uma representacdo geométrica ou cinematica do problema, como quando mencionam
que mesmo com uma ou duas voltas a mais dadas por Mariana em relacdo a Teresa, as duas
ciclistas ndo se encontram em nenhum ponto/instante do percurso; hd muitas outras respostas
que denotam incompreensdo do texto da questdo; finalmente, percebemos evidéncias de que
muitos alunos nesse padrdo de desempenho ndo isolam que elementos da aritmética seriam
relevantes para formular matematicamente o problema.

Parcialmente suficiente

Respostas (parcialmente) corretas, mas sem indicacdes explicitas de que os estudantes
tenham usado os resultados obtidos nas etapas anteriores, 0s quais, devidamente interpre-
tados, ja conteriam a resposta a esta questdo.

Suficiente

Respostas corretas, devidamente justificadas pela adequada interpretagdo das etapas ante-
riores ou por cdlculos aritméticos simples que modelem a condicdo de que as duas ciclistas
estdo em uma mesma posicdo a menos de um nimero inteiro de voltas.

Exemplos de respostas

a) Ndo, porque Mariana da a) 2 vezes

2 voltas a mais que Teresa, b) Sim, mais ndo tempo
entdo Mariana terminaria inteiro

primeiro. C)2

b) Sim, porque elas sé ddo d) Sim, mas com a quantida-
voltas diferentes mas elas de de voltas diferentes
voltam a se encontrar. e) Sim, pois como a Mariana
c) 40 minutos e 5 minutos 4 éveloz ela ainda consegue
minutos alcancar Teresa uma vez

d) Porque elas voltarem por
comeco da partida

e) Sim porque as duas vdo na
mesma ora

f) Ndo porque eles pedala
diferente

g)sim, cadavoltaéum
encontro.

h) Ndo porque correr a pé
ndo é muito rapido

i) Sim. Porque se elas come-
sardo a brincadeira ela tem
que serem contra no ponto
de pratida.

j) Para elas descancarem e
brinca dinovo

138



MAPAS DE PROGRESSO: GRAFOS DE
CONHECIMENTOS E HABILIDADES COM
TAREFAS EXEMPLARES

Na secdo “Complexidade das competéncias especificas na BNCCe
mapas de progressdo”, avancamos, a partir da discussdo de algumas
competéncias especificas e habilidades da BNCC do Ensino Médio em
Matemadtica, para a fronteira do curriculo escolar. Mostramos como
essas competéncias e habilidades da BNCC encerram objetivos de
aprendizagem de elevada demanda cognitiva que apontam para aplica-
cGes e transferéncias da Matematica Bdsica para o cotidiano e outros
dominios do conhecimento. Portanto, avaliacBes desses objetivos de
aprendizagem devem conter tarefas que requeiram os demais aspectos
da competéncia matematica além da fluéncia procedimental. Além
disso, para que gerem evidéncias validas sobre os objetivos de aprendi-
zagem expressos (por vezes implicitamente) na BNCC, as tarefas devem
envolver processos cognitivos de ordem superior, situados no dominio
do conhecimento profundo da Matemdtica e em acdes préprias de
dominios cognitivos de integracdo e de avaliacdo, conforme descritas
anteriormente.

Nadirecdoinversa, apresentamos, no quadro 7, 0 exemplo de um
mapa de progressdo que encadeia conhecimentos e habilidades
prévios, os quais formam o repertdrio basico nas etapas progressivas
de consolidacdo das competéncias especificas e habilidades da BNCC
enumeradas na tabela 1. Esse mapa representa uma trajetdria de
progressdo cognitiva e légica possivel, concatenando conhecimentos
e habilidades presentes na Matriz dos Saberes que se vdo constelan-
do em agrupamentos mais conectados e densos de usos e significados
a medida que avancamos na progressdo. Mostramos que as etapas
intermedidrias no mapa podem ser assinaladas por tarefas e por ru-
bricas que qualifiqguem padrdes de desempenho nessas tarefas. Esses
standards de resultados podem ser (iteis como descri¢cGes do alcance
total ou parcial das metas associadas a cada etapa na trajetéria.

Logo, 0 mapa ou trajetdria é pontuado por etapas progressivas, tare-
fas exemplares e rubricas qualificadoras de padrées de desempenho,
que devem ser detalhadamente especificadas e articuladas umas as

outras. Em termos de instrucdo, descricdes das etapas, tarefas e ru-

bricas podem ajudar o professor a especificar, monitorar e mensurar
objetivos de aprendizagem alinhados as competéncias matematicas
almejadas. Tarefas e rubricas desenhadas em respeito a esses objeti-
vos podem produzir evidéncias vdlidas sobre se o processo instrucio-
nal estd, de fato, consolidando o repertdrio prévio e articulando-o a

promocdo das competéncias complexas desejadas.

Um dos fundamentos conceituais na base das competéncias especi-
ficas e habilidades dispostas na tabela 1l é o conceito de relagdo pro-
porcional entre varidveis (ou entre variaces dessas varidveis). Como
vimos, a distin¢cdo entre comportamentos lineares e ndo lineares
comeca a serexplorado nesses pontos da BNCC, uma vez gue as fun-
cBes quadrdticas sdo consideradas como um modelo fundamental
derelacdondo linear entre varidveis. Outras habilidades acessardo
modelos de crescimento geométrico ou exponencial, ampliando a
gama de expresses matemdticas para as relacdes de dependéncias
entre pares de varidveis.
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QUADRO 7

Porsuavez, a proporcionalidade, que é uma nocdo estruturante da
BNCC ao longo do Ensino Fundamental, remonta a conceitos ainda
mais bdsicos, embora profundos, como é o caso da equivaléncia de
fragcBes. Portanto, expomos, a seguir, um dos possiveis mapas ou tra-
jetdrias aolongo dos quais, gradualmente, conhecimentos e habili-
dades possam ser adquiridos, retomados em contextos mais amplos
e profundos, conectados uns aos outros, utilizados em situacdes
que lhes revestem de novos significados e iluminam, em retrospecto,
etapas anteriores de progressdo.

Atrajetdria que esbocamos no quadro 7, a titulo de exemplo, é re-
comendada para estudantes sobre 0s quais reunimos evidéncias de
lacunas de aprendizagem relativas a aritmética de nimeros racio-
nais, ao entendimento da dlgebra de equac®es lineares e ao uso de
coordenadas cartesianas. Esse itinerdrio progressivo e espiralizado é
ilustrado, em seus principais marcos, por tarefas representativas. O
progresso nessarota curricular passa a ser explicitamente descrito
por padrdes de desempenho nessas tarefas.

Exemplo de mapa de progressdo: de conhecimentos prévios aos objetivos de

aprendizagem

Conhecimentos e habilidades no mapa de progressdo

Primeira camada na progressdo: conhecimentos e habilidades envolvendo a nocdo de
proporcionalidade e sua representacdo geométrica com o uso de coordenadas e retas no plano

Saber 03:

efetuar operacdes
e resolver proble-
mas envolvendo
numeros racionais
e suasrepresenta-
cOes fraciondrias e
decimais.

Saber S04:
reconhecere
utilizar relacdes de
proporcionalidade
entre grandezas
numericas.

S03.H4: compreender a nocdo de equivaléncia de fracdes e suas
interpretacdes aritméticas e geométricas.

S03.H6: utilizar, de modo correto e justificado, critérios aritméticos
e geométricos de equivaléncia de fragdes.

S03.H14: ordenar ou comparar nimeros racionais, em suas repre-
sentacdes fraciondrias ou decimais, em particular por meio de sua
localizacdo na reta numérica.

S04.H2: expressar proporcionalidade em termos de fractes equiva-
lentes.

S04.H3: relacionar néimeros racionais a razdes entre grandezas ou
entre suas variagdes, expressando, em particular, a taxa de variacdo
(percentual) entre essas grandezas.

S04.H4: reconhecer relagdes de proporcionalidade entre grandezas
ou entre variaces dessas grandezas em graficos, tabelas e outros
suportes.
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Saber 06: S06.H2: identificar varidveis e seus valores em diversos contextos e

modelar e resolver problemas, a partir de modelos, tabelas, graficos e outros conjuntos

problemas enval- de informacdes.

vendo relacées

||n¢a,1re§ entre S06.H5: reconhecer os elementos bdsicos do plano cartesiano, em

variavels. particular eixos coordenados e projecées ortogonais sobre esses
eix0s.

S06.H7: localizar pontos na reta numeérica e no plano cartesiano,
associando-os a coordenadas (cartesianas ou polares).

S06.H9: associar relacdes de proporcionalidade entre grandezas

ao alinhamento de pontos no plano, em particular identificando
razGes entre grandezas proporcionais a inclinacdo das retas corres-
pondentes.

S06.H12: reconhecer ou descrever relaces de proporcionalidade
(linearidade) entre varidveis ou suas variacdes a partir de modelos,
tabelas, graficos e outros conjuntos de informacgdes.

Conhecimentos: aproximacdo conceitual das no¢des de equivaléncia de nlimeros racionais
(em suas representacdes fraciondrias, especialmente) e o conceito de propor¢do e seme-
Ilhanca (articulagdo das unidades de Nimeros e de Geometria), antecipando, gradualmente,
alinguagem das equacdes lineares e fungdes afins.

O elemento crucial, neste trecho inicial do percurso, é garantir que os alunos tenham cla-
reza quanto a nocdo de nimero racional (em especial, quanto a representacdo de niimeros
racionais como fracdes), condicdo preliminar para que possam compreender os fundamen-
tos dos algoritmos e efetuar, de modo correto e justificado, operacdes aritméticas com
ndmeros racionais.

O conceito central é, portanto, o de equivaléncia de fracdes, que antecipa, de modo ainda

ndo completamente formal, a nocdo de nimero racional como uma classe de equivaléncia.
Essa nocdo é sutil e deve ser cuidadosamente retomada, fazendo uso de problemas envol-
vendo razdes e proporcées, taxas de variacdo e grandezas relativas (com impactos sobre o
desenvolvimento das habilidades EM13MAT104 e EM13MAT314, por exemplo).

Além disso, deve ser explorada a representacdo geométrica via, por exemplo, retas numé-
ricas ou barras do Método Cingapura; ou, ainda, pela plotagem de pontos representando
valores de pares de varidveis proporcionais uma a outra; ou, ainda, por meio de tabelas
com dados dessas varidveis (reverberando nas habilidades EM13MAT501 e EM13MAT510,
por exemplo) ilustrando tanto a proporcionalidade quanto a ndo proporcionalidade. Nessa
altura, o percurso contribui para a formacdo das habilidades EM13MAT101, EM13MAT104 e
EM13MAT401, todas também abrangidas no que segue neste percurso.

Na sequéncia, o percurso pode passar pela retomada dos conceitos bdsicos de coordena-
das naretaenoplano, associando niimeros e grandezas (uma varidvel ou duas varidveis)
apontos naretaenoplano. Incidentalmente, seriam trabalhadas a representacdo visual
de dados e a nocdo de dependéncia entre varidveis, que conduz, naturalmente, as nocdes
formais de relacdo e funcdo.
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Particular énfase pode ser dada as relac6es de proporcionalidade entre duas varidveis ou
entre suas variacdes. A um s6 tempo, retomamos o estudo da Aritmética, especialmente das
relacdes de equivaléncia entre fracdes, e reforcamos o estudo das representacdes geomé-
tricas dessa equivaléncia ou da proporcionalidade, na forma do conceito de declividade ou
taxa de variacdo.

Deste ponto intermedidrio, podemos avancar, com eventuais recuos programados. Esses
recuos, de tempos em tempos, ajudam a elucidar novos significados e usos para uma lin-
guagem ja trabalhada. O retrieval e a repeticdo espacada sdo Uteis tanto para consolidar a
memoaria de longo prazo quanto para firmar andaimes cognitivos, com apoio do professor,
para superacdo de dificuldades de aprendizagem evidenciadas por meio de um conjunto de
avaliacdes formativas.

Segunda camada da progressdo: representacdes algébricas e geométricas de relagdes de

proporcionalidade/linearidade entre variaveis

Saber S04: S04.H8: modelar e resolver problemas, motivados por diferentes
reconhecer e contextos e aplicactes, que envolvam a variagdo proporcional entre
utilizar relagdes de grandezas direta ou inversamente proporcionais.
proporcionalidade

entre{gyandezas S04.H14: modelar e resolver problemas que envolvam grandezas
numericas. relativas, como velocidades, densidades, fluxos, vazdes e outras

taxas de variacdo entre grandezas, motivadas por diversos contex-
tos e aplicacGes.

S04.H16: identificar relacBes de proporcionalidade em contextos e
problemas que envolvam acréscimos simples ou, equivalentemente,
progressdo aritmética de uma varidvel.

Saber 06: S06.H19: identificar, em diferentes contextos e via distintos supor-
modelar e resolver tes (gréficos, figuras, tabelas etc.), a dependéncia de uma varidvel
problemas envol- como funcdo afim de outra.

vendo relacdes

I|nga,re§ entre S06.H8: descrever movimentos e transformacdes geométricas do
variavels. plano em termos do efeito sobre as coordenadas de pontos e de

elementos de figuras geométricas.

S06.H10: expressar relactes lineares entre duas varidveis (ou suas
variacdes) em termos de equacdes lineares.

S06.H11: relacionar retas no plano ao lugar geométrico de solugdes
de uma equacdo linear.

S06.H15: reconhecer e utilizar representacdes geométricas de
(sistemas de) equactes lineares em termos de retas no plano e suas
interseccdes.

S06.H15: reconhecer e utilizar representacdes geométricas de
(sistemas de) equacdes lineares em termos de retas no plano e suas
intersecc@es.

S06.H23: relacionar fungdes afins e equacdes lineares a relagdes de
proporcionalidade (linearidade) entre varidveis ou suas variacdes e
suas representacdes gréficas em termos de retas no plano.
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Saber 06: S06.H24: identificar os parametros de uma equacdo linear ou fun-
modelar e resolver cdo afim a partir dareta que a representa graficamente.
problemas envol-

yendo relacBes S06.H25: associar a declividade e interceptos de uma reta aos pa-
||ne_a/res_ entre rametros de uma equacdo linear ou funcdo afim representada pela
variavels. reta, e vice-versa.

S06.H26: diferenciar, descrever ou expressar o efeito de translacdes
e rotacdes sobre a representacdo gréfica e a expressdo algébrica de
uma equacdo linear ou funcdo afim.

Saber 11:

utilizar modelos e

resolver problemas

envolvendo rela- S11.H1: distinguir e descrever padrées de crescimentos/decrescimen-
¢Bes exponenciais tos aritmético e geométrico em diversos contextos e aplicacoes.

(e outras relacdes

ndo polinomiais) en-

tre varidveis reais.

O préximo objetivo de aprendizagem pode ser a formalizagdo da nocdo de fungdo afim,
sem passar por toda a linguagem geral de Teoria Ingénua dos Conjuntos, relacées e fun-
¢Ges. As funcdes afins sdo abordadas como um exemplo simples e fundamental de relagdo
entre duas varidveis, que modela a proporcionalidade ou linearidade. (EM13MAT302,
EM13MAT501).

Neste ponto, cumpre fazer paralelos com a Cinematica e outros modelos cientificos ou coti-
dianos da linearidade, a exemplo de um valor financeiro corrigido no regime de acréscimos
simples, modelos discretos de crescimento aritmético.

Aversdo discretizada das funcdes afins deve ser apresentada via sequéncias de crescimen-
to aritmético, com énfase na ideia de que incrementos de uma unidade em uma varidvel
(o fndice natural, que pode ser interpretado como tempo, por exemplo) resultam em
incrementos de mesmo valor, isto é, por multiplos inteiros da razdo, da segunda varidvel
(EM13MAT507).

Recomendamos aprofundar o estudo das progressées aritméticas, com seus jargdes e pro-
cedimentos, apenas posteriormente. Neste ponto, essas progressdes servem para ilustrar
as caracteristicas fundamentais das funcées afins. Além disso, esse exemplo estabelece
anecessdria conexdo com a unidade temdtica de Probabilidade e Estatistica. De fato, a
plotagem de dados com valores de pares de varidveis em crescimento aritmético é um
primeiro ponto focal para as unidades teméaticas Geometria e Medidas, Ntimeros e Algebra e
Probabilidade e Estatistica (contribuices para as habilidades EM13MA101, EM13MAT203,
EM13MAT510).

Finalmente, introduzimos o estudo das retas e suas posicdes relativas no plano cartesia-
no, interpretando as condi¢des de paralelismo, transversalidade e perpendicularidade em
termos das fungdes afins associadas a essas retas e de seus parametros.

Relevo deve ser dado a conexdo entre interceptos, declividades e parametros, mostrando

como movimentos geométricos no plano estdo associados a mudanca dos parametros, e
vice-versa (vide EM13MAT105).
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Este estdgio do percurso é propicio para a retomada do estudo de equacdes e sistemas de
equacdes lineares a duas varidveis (vide EM13MAT301). O uso de movimentos geométricos,
como translacdes, reflexdes e rotagdes (ao menos, por miltiplos de angulos retos), sdo
representados, nesse contexto, pela possibilidade de escolha de sistemas de eixos cartesia-
nos adaptados aos problemas modeladas pelos sistemas de equacdes.

Caso os estudantes estejam progredindo satisfatoriamente, o(a) professor(a) pode mostrar

como equacdes lineares ax+by=c podem ser expressas em termos de funcdes afins, resol-
vendo-as em funcdo dey ou de x.

Terceira camada da progressdo: representacdes algébricas e geométricas de fungées linea-

res e quadrdticas; distin¢des entre linearidade e ndo-linearidade

Saber 06: modelare S06.H4: elaborar representaces graficas ou geométricas de va-

resolver problemas ridveis (e suas variacdes) expressas em informacdes contidas em
envolvendo rela- textos, tabelas, graficos ou outros conjuntos de dados.

¢Oes lineares entre

variavels. S06.H13: reconhecer ou descrever relacdes ndo lineares entre

varidveis ou suas variacdes, a partir de modelos, tabelas, graficos e
outros conjuntos de informacdes.

S06.H17: representar, como funcdo, uma relacdo entre varidveis em
que o valor de uma determina, de modo unfvoco, o valor da outra.

S06.H18: identificar e descrever, algébrica ou graficamente, relagdes
entre varidveis que sdo dadas por funcdes, a partir de modelos, ta-
belas, graficos e outras representacdes e modelos dessas relacdes.

S06.H20: distinguir fungdes lineares de ndo lineares a partir de
representacdes algébricas ou geométricas.

Saber S10: utilizar

modelos e resolver

problemasenvolven-  S10.H17:expressar, em diversos contextos e aplica¢des, a depen-
do relac6es quadra- déncia de uma varidvel como funcdo quadrdtica de outra.

ticas e polinomiais

entre variaveis.

Em suma, para este percurso, ndo propomos uma apresentacdo formal do conceito de
funcdo, o que requer uma construcdo laboriosa, mas geralmente imprecisa, do linguajar da
Teoria dos Conjuntos, passando pela nocdo de relacdo e outros conceitos. O tratamento,
pretensamente formal, desses conceitos, além de n&o ser executado com o devido rigor, aca-
ba desviando o foco dos aspectos essenciais do estudo das funcdes, cujo modelo ao mesmo
tempo mais simples e mais fundamental é o de funcdo afim.

O refinamento da linguagem, para a finalidade pedagdgica deste percurso, é desnecessario
e mesmo contraproducente. A terminologia de domfnio, contradominio, imagem e outros
elementos do jargdo deve ser adiada para o momento em que os aprendizes tenham um
repertério maior de exemplos de relacdes e funcées entre varidveis.

Aqui, cabe enfatizar a importancia de estudar tanto as expressdes da forma y=mx-+n e
y=ax?+bx+c quanto expressdes como ax+by=c e Ax2+2Bxy+Cy?=D, por exemplo. E de suma
importancia enfatizar a “grande ideia” de que relagdes entre varidveis descrevem lugares
geométricos no plano; curvas, nesses casos.
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N&o é absolutamente necessdrio aprofundar esse tema, mas, por meio de exemplos, evi-
denciar que relagdes lineares estdo associadas a retas, ao passo que relacdes quadréticas,
por exemplo, podem descrever curvas mais intricadas, embora bastante simétricas e com
potencial para descrever formas geométricas naturais. A pergunta natural a ser feita aos
estudantes, direcionando atividades de pesquisa, quizzes e rotinas de flipped classroom, é:
"quais sdo estas curvas?" Ou, ainda: "que propriedades tém?"

O percurso pode encerrar com uma discussdo geral sobre outras relagdes quadréticas entre
duas varidveis (por exemplo, motivadas pela descricdo de um movimento acelerado ou pela
relacdo entre drea e lado ou raio de polfgonos ou circulos - vide habilidade EM13MAT506).

Mais do que aprofundamento, cabe demonstrar ao estudante as diversas naturezas do

crescimento aritmético, geométrico e quadratico, via modelos algébricos ou geométricos
(EM13MAT303, EM13MAT401).

Quarta camada da progressdo: conceitos, representacgdes e aplicagdes das fungdes

quadraticas

Saber S10: utilizar S10.H1: identificar elementos estruturais da linguagem algébrica,
modelos e resolver como varidveis e expressdes algébricas.
problemas envol-

vendo relacgges S10.H4: efetuar soma, diferenca e produto de expressées algébricas.

quadrdticas e
polinomiais entre

Varidveis S10.H6: reescrever expressdes algébricas utilizando fatores comuns

e produtos notaveis.

S10.H10: compreender o conceito de zero ou raiz de uma equacdo
algébrica.

S10.H13: relacionar as rafzes de um polindmio quadrdtico a sua
decomposicdo em fatores lineares.

S10.H14: efetuar completamento de quadrados em expressées
quadraticas para determinacdo das rafzes.

S10.H17: expressar, em diversos contextos e aplicac@es, a depen-
déncia de uma varidvel como funcdo quadrética de outra.

S10.H18: reconhecer as representacdes algébricas ou geométricas
de fungdes quadrdticas.

S10.H20: determinar rafzes, madximos/minimos e outros elementos
algébricos e geométricos (convexidade, interceptos, vértice, eixo de
simetria) a partir da forma estendida ou da forma fatorada de uma
funcdo quadrética.

S10.H23: modelar e resolver problemas, em diversos contextos
(fisicos, geométricos, econdmicos, entre outros), que envolvam os
valores maximo ou minimo de uma funcdo quadratica.

145

DESENHO E IMPLEMENTACAO DE UM MODELO DE AVALIACAO PARA A APRENDIZAGEM EM MATEMATICA



Wondershare
EdrawMind

146



No exemplo especifico do mapa apresentado no quadro 7, enumera-
mos alguns marcos de conhecimentos e habilidades gradualmente
trabalhados nas etapas dessa trajetdria e que estdo explicitados na
Matriz dos Saberes. Nessa construcdo, atentamos para a formulacdo
de Pellegrino, segundo a qual:

The progression is stated in terms of a set of increasingly com-
plex performances that students would be expected to achieve,
which makes it especially useful for thinking about the nature
of the instruction that might support development of these
competencies as well as ways in which they might be assessed.
Not stated, however, are details of the knowledge represen-
tations and conceptual understanding that students would
develop along the way as their understanding grows, although
aspects of that understanding are implicit in the statements of
performance at each of the levels. (PELLEGRINO, 2010).

No exemplo de percurso esbocado anteriormente, abstraimos os
clusters de conhecimentos e habilidades que sdo marcos de progres-
sdo e prescrevemos as relagdes l6gico-cognitivas entre esses clusters.
Uma forma esquemdtica de representar essa geometria de intera-
¢Ges é por meio do uso de (hiper)grafos.

Nesses grafos, 0s nds sdo condensados de conhecimentos e habilida-
des, que indicam expectativas explicitas de aprendizagem naquela
etapa, cronoldgica ou cognitiva, do percurso e, ao mesmo tempo,
sugerem quais tarefas podem serilustrativas da plena consolidacdo
desses conhecimentos e de sua utilizacdo em situacdes relevantes
para o aprendizado significativo de fatos e procedimentos matema-
ticos constelados em cada né.

O préximo passo é representar as relacdes pressupostas entre essas
habilidades na execucdo de uma tarefa que as mobilize conjunta-
mente. Inspirados na linguagem da Teoria de Grafos e de redes com-
plexas, representamos essas relagdes, numa primeira aproximacao,
usando uma matriz de adjacéncia. Vejamos, a seguir, um bloco dessa
matrizem que consideramos parte das habilidades enumeradas
acima, que seriam mobilizadas em uma tarefailustrativa.

Na tabela, os algarismos 1 significam que uma habilidade na linha
depende da habilidade na coluna (e vice-versa, no caso de relacdes de
dependéncia bidirecionais) no contexto posto pela tarefa. Portanto, os
resultados da tarefa podem gerar evidéncias sobre as efetivas relacdes
cognitivas entre essas habilidades a serem trabalhadas no processo de
instrucdo. Os algarismos 0 informam que n&do hd conex&es légicas ou
cognitivas relevantes a serem utilizadas na resolucdo da tarefa.
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Definida essa matriz de incidéncia, podemos representd-la visual-
mente como um grafo ou arvore. Os links entre os nés sdo relacdes
condicionais dadas a priori a partir das crencas de matematicos,
educadores matematicos, professores de Matematica: tanto descre-
vem interdependéncias légicas e cognitivas na construcdo formal do
conhecimento matematico, quanto podem ser lidas como um mode-
lo de como os conhecimentos vdo sendo adquiridos, estruturados,
relacionados e utilizados em padrdes de complexidade (e abstracdo)
crescentes.

Observamos que alguns enlaces entre nds podem ser bidirecionais,
umavez que o percurso ndo é seguido linearmente. Conhecimen-
tos e habilidades podem reaparecer, em contextos mais amplos

ou profundos, em pontos diferentes da progressdo; novos usos e
significados podem ser dados a conhecimentos prévios, uma vez que
tornamos a mobiliza-los em situacBes mais complexas.

Situacdes e problemas provenientes de diversos contextos e formu-
lados matematicamente sdo instancias em que 0s nds sdo reorgani-
zados internamente e certos links sdo mais fortemente ativados, ao
passo que outros tém um papel menos predominante. Tarefas que
representem esses contextos e situagdes sdo meios cruciais de atua-
lizar as crencas expressas pelo modelo cognitivo-légico na constitui-
cdointernaem cadand e nosenlaces entre eles.

Esse sistema dinamico subjacente aos percursos e grafos, em que
links podem ser reforcados ou enfraquecidos, ou mesmo removidos
ou criados, é uma representacdo das atualizacdes do modelo cog-
nitivo na base de uma rede bayesiana, como descrita por Mislevy et
al (1996, 2015), conforme comentado anteriormente. Em suma, se
tarefasilustrativas de diferentes nds, ligados por links, gerarem evi-
déncias com base no modelo de mensuragdo (descricdo probabilisti-
cadarelacdo entre varidveis latentes, isto é, proficiéncia; e varidveis
observdveis, isto é, respostas as tarefas), entdo a atualizacdo do mo-
delo probabilistico que condiciona o acerto em uma tarefa relativa a
umnd ao acerto em uma tarefarelativaa um nd parental implica na
atualizacdo do préprio grafo de relagdes entre nés no percurso.

Em atividades correntes no CEnPE, que pretendemos desenvolver na
sequéncia natural do projeto, realizamos alguns ensaios iniciais no
sentido de validar o modelo a priori de relacGes entre nés ou entre
clusters de conhecimentos e habilidades da Matriz dos Saberes pre-
sentes em uma dada trajetdria de progressdo. Para tanto, partimos
das evidéncias geradas por tarefas que permeiam essa trajetéria,
pontuando os marcos que configuram etapas intermedidrias de con-
secucdo dos objetivos de aprendizagem de interesse na avaliacdo.

Exemplos de tarefas

Participaram da avaliacdo, em que os itens a seguir foram apresen-
tados, estudantes da rede publica estadual de Ensino Médio, cujas
proficiéncias foram estimadas segundo a Teoria da Resposta ao ltem
(TRI), em uma escala prépria do Sisedu (de 0 a 500 com média 250 e
desvio-padrdo 1), e distribuidas do modo apresentado a seguir.
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Percentuais

1a. Série
m 2a. Série
m 3a. Série

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

60
50
40
30
20
10

160-200

3,04

13,14
10,08

Distribuicdo de proficiéncias (escala 0-500)

200-240 240-280 280-320 320-360 360-400

49,86 25,64 14,88 5,77 0,74
40,7 25,46 15,39 4,8 1,13
38,33 28,03 17,22 5,76 0,61

Porexemplo, para os estudantes da terceira série, o intervalo de
proficiéncia observado foi de 184 a 369 pontos, com mediana igual

a 242 pontos. Além desses indicadores, as devolutivas dadas a rede,
em avalia¢des dessa natureza, discutem as interpretactes pedagdgi-
cas que podem nortear,como mencionado anteriormente, a¢des de
intervencdo dirigidas a grupos de alunos com dificuldade em deter-
minados conjuntos de conhecimentos e habilidades.

Para exemplificar a forma como a informacdo pedagdgica, com lastro
estatistico, é disseminada entre coordenadores pedagdgicos e pro-
fessores, enfocamos a andlise de dois dos itens desse teste, nume-
rados como 2124 e 2125. As curvas caracteristicas dos itens 2124 e
2125, cujos parametros de dificuldade sdo, respectivamente, iguais a
330 e 351, demonstram que ambos tém elevados parametros de dis-
criminacdo. Convém ressaltar que estdo posicionados a uma distan-
ciade 21 pontos no extremo direito da escala, sendo, portanto, itens
de elevada dificuldade: observamos que o terceiro quartil de alunos
corresponde a um intervalo de proficiéncia de 242 a 278 pontos. Os
percentuais de acertos para ositens 2124 e 2125 foram, respectiva-
mente, iguais 20,7% e 22,93%, diferenca menos expressiva do que a
evidenciada pela TRI.

ITEM_2124 ITEM_2125

1.0 4

09 <

08

07

06

05 o

04

03 o

100

200

300 400 500 0 100 200 300 400 500
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Osrelatdrios trabalhados com escolas e professores vdo além desse
tipode andlise quantitativa e incluem propostas de uso pedago-
gicodositens como parte de sequéncias didaticas que possam ser
trabalhadas a partir da comunicacdo dos boletins diagndsticos. Os
itens que enfatizamos se prestam a esse tipo de abordagem por
serem ambos referentes a um contexto comum, a saber, a modela-
gem de uma situacdo geométrica em termos de func8es quadrdticas,
mobilizando a compreensdo da nocdo de drea de figuras planas
elementares. Portanto, sdo questdes que envolvem algumas das
competéncias especificas e habilidades da BNCC enumeradas na
tabela 1.

Mostramos excertos desse trabalho sugerido as escolas no quadro
8. Apresentamos os dois itens e comentdrios dirigidos ao profes-
sorsobre o que seriam respostas esperadas a essas questdes. Em
seguida, é proposto um conjunto de questdes que complementam
ositens 2124 e 2125 e quedefinem uma tarefa a ser trabalhadaem
uma sequéncia didatica com alunos de segunda e terceira séries no
contexto de revisdo sobre modelos utilizando fungdes lineares e
quadraticas. Atarefa apresentada lida com as seguintes habilidades
da Matriz dos Saberes, escolhidas entre aguelas enumeradas no
mapa de progresso apresentado no quadro 7 (e relativas a algumas
das habilidades da BNCC na tabela 1): SO06.H5, S06.H13, S06.H18,
S10.H6,S510.H17,510.H18,S10.H23, além de algumas habilidades no
Saber 07 relativas ao conceito e cdlculo de area.

Associado a esse conjunto de quest@es, sugerimos, aos professores,
rubricas que especificam padrdes de desempenho em relacdo as
etapas cognitivas planejadas nessa tarefa. Aintencdo é de que os
professores possam basear-se nesse instrumento combinado de
tarefas, especificacGes de objetivos de aprendizagem e rubricas para
conduziruma avaliacdo formativa ao longo da sequéncia diddtica,
registrando os avancos e pontos de retencdo dos alunos nas diversas
etapas da progressdo planejada. Esse registro tem por finalidade
ajudar o professor a ajustar o planejamento diddtico e a comunicar
os resultados de forma explicita e legivel aos alunos em termos dos
objetivos de aprendizagem declarados para o trabalho com a tarefa,
bem como munir a gestdo do Sisedu (CEARA, 2023) com o desenho
das avaliaces diagndésticas seguintes. Cabe mencionar, ainda, que
os professores e escolas que participam dessas acdes tém acesso a
material estruturado de apoio as sequéncias diddticas sugeridas.
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QUADRO 8

Devolutivas sobre questdes apresentadas na avaliacdo diagndéstica de entrada Sisedu
2022-1

Questdo 2124 (S07.H8: calcular ou estimar a drea de figuras geométricas planas por
aproximacdo ou comparacdo com dreas de figuras elementares (e.g., quadrados e
retangulos), em diversos contextos, problemas e aplicacdes)

Na figura seguinte, o quadrado ABCD tem lados de comprimentos iguaisa 12 m:

Sabendo que E e F sdo os pontos médios dos lados CD e AD, respectivamente, qual a
drea daregido ABEF, destacada na figura?

A) 18 m?
B) 36 m?
C) 54 m?
D) 90 m?
E) 144 m?

Estratégia de resolucdo

Podemos tentar pelo menos duas abordagens, uma calculando a drea da figura, outra,
adofundo. O fundo consiste em um triangulo de lados medindo 6 metros e outro com
lados medindo 6 e 12 metros. Assim, a drea do fundo é igual a

6x6 12x6

+

=18+ 36 =54
2 2 *

metros quadrados. Subtraindo essa drea da area total do quadrado, que é igual a 144
metros quadrados, ficamos com 90 metros quadrados.

Seguindo outra abordagem e calculando diretamente a drea da figura, temos um trian-
gulo com base e altura medindo, ambos, 6 metros; e um triangulo com base e altura
medindo, ambos, 12 metros. Assim, a drea da figura é

6xXx6 12x12

+ =18+72 =90
2 6

metros quadrados, o que corresponde a alternativa D.
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Questdo 2125 (S10.H22: modelar e resolver problemas, motivados por diferentes con-
textos e aplicacdes, em termos de funcdes lineares ou quadrdticas)

Na figura seguinte, o quadrado ABCD tem lados de comprimentos iguaisa 12 m:

Sabendo que os segmentos DE e DF medem, ambos, x metros, qual a drea A da regido
ABEF, destacada na figura, em funcdo dex ?

A)A(x) = 72 +6x—%x2
B)A(x)= 72+6x +5x
O A()= 144 —3x?
D) A(x)= 144 + 2

F)A(x) = 144

Estratégia de resolucdo

Podemos calcular a drea do fundo, que consiste em um triangulo de lados medindo x
metros e outro com lados medindo 12 - x e 12 metros. Assim, a drea do fundo é igual a

x? N (12 —x)x 12 x? ex(12

P - = X —

2 2 y tox(1z2-x)
metros quadrados. Subtraindo essa drea da adrea total do quadrado, que é igual a 144
metros quadrados, ficamos com

2 2

x x
144—72+6x—7=7 2+ 6x—7

metros quadrados, o que corresponde a alternativa A.
Mais do que a aplicacdo de férmulas predefinidas para o calculo de dreas de figuras
elementares “tabeladas”, como retangulos, circulos e outras formas, trata-se de enten-

derainvariancia da drea por movimentos rigidos no plano, o que permite decompor
figuras mais complexas em partes mais simples.
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Observe que, neste item, progredimos, em relacdo ao item 2124, para uma descricdo al-
gébrica da drea. Sugerimos o seguinte percurso didatico para trabalho, em sala de aula,
em uma sequéncia didatica a partir do contexto das questdes 2124 e 2125.

Sugestdo de tarefa para avaliacdo formativa em sequéncia didatica sobre funcées
quadraticas

Atarefa a seguir trabalha as habilidades S06.H5, S06.H13, S06.H18, S10.H6, S10.H17,
S10.H18,S10.H23, apresentadas no mapa de progressdo relativa as habilidades da
BNCC na tabela 1 (vide quadro 7), além de algumas habilidades no Saber 07 relativas ao
conceito e cdlculo de drea.

Recomendacdes aos professores

No trabalho com sequéncias desse tipo, devemos:

= explicitarrepertdrio e habilidades que se almeja mobilizar;

= identificarlacunas de aprendizagem, especialmente em conhecimentos prévios;

= observarerros e falhas conceituais e procedimentais;

= darsuporteeorientacdo as diversas abordagens e tentativas dos alunos;

= sugerir progressdo gradual na aquisicdo/resgate do repertério e no dominio das
habilidades mapeadas.

Tarefa para a sequéncia didatica

Questdo 1 (decompondo e expandindo a questdo 2124)

Na figura seguinte, o quadrado ABCD tem lados de comprimentos iguaisa 12 m:

= Emque figuras vocé decomporia o quadrilatero ABEF para calcular sua drea?

= Quaisasareasdas figurasem que vocé decompds o quadrilatero ABEF? Justifique
suaresposta.

= Asomadasdreas dessas figuras é igual a drea do quadrilatero ABEF? Justifique sua
resposta.
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Questdo 2

Na figura seguinte, o quadrado ABCD tem lados de comprimentos iguaisa 12 m.

No casoem que o ponto E e o ponto F coincidem ambos com o ponto D, o poligono
ABEF torna-se um triangulo (nesse caso, o triangulo ABD), com &rea igual a 72 m2. Exis-
tem outras posicées do ponto E e do ponto F para os quais isso também ocorre?

Questdo 3
Considere a figura na questdo 2 e leia a seguinte afirmacdo.

Movendo o ponto E ao longo do segmento CD e o ponto F ao longo do segmento AD, de
modo que DE = DF =, existem duas posices dos pontos E e F tais que o quadrildtero
ABEF tem dreaigual a 82 m2.

= Represente geometricamente a situacdo descrita na afirmacdo.

» Useumargumento geométrico para justificar essa afirmacdo.

» Useumargumento algébrico para justificar essa afirmacdo. Dica: modele o proble-
ma usando uma equacdo quadrdtica em x.

= Paraquaisvalores, além de 82 m?, essa afirmacdo seria também verdadeira? Exis-
tem valores para os quais essa afirmacdo ndo seria verdadeira?

Questdo 4 (decompondo e expandindo a questdo 2125)

Lembre-se que, na figura seguinte, o quadrado ABCD tem lados de comprimentos
iguaisal2m.
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« Mostreque 72 + 6x—%x2 = 90—%(x—6)2.

= Movendo o ponto E aolongo dosegmento CD e o ponto Fao longo do segmento
AD, de modo que DE = DF =x, encontre os valores da drea do quadrildtero ABEF em
funcdo de x. Organize os dados em uma tabela e em um grafico no plano cartesiano.

= Mostreque adrea Adaregido ABEF é dada pela funcdo quadratica
A(x) =72 + 6x- %xz, emquexéumnimeroentre0e12.

= Quaisosvaloresde Aquandox=0,x=6ex=12? Ha algo de especial em relacdo a
esses valores especificos?

= Conclua, a partirdas letras a) ed) que a drea maxima é atingida quando x = 6.

Questdo 5

= Combase nos dados que vocé obteve nas questdes 3 e 4, esboce o grafico da funcdo
quadraticaA(x),emquexéumnimerodeOal2.

= Qualovalorminimo dessa funcdo, considerando que x é um nimero no intervalo de
0al2?Interprete esse valor mfnimo geometricamente. Localize-o no gréfico.

= Qualovalorméaximo dessa funcdo, considerando que x ¢ um nimero no intervalo de
0al2?Interprete esse valor mdximo geometricamente. Localize-o no grafico.

= Oquadrildtero de drea maxima tem alguma simetria?

Etapas/objetivos de aprendizagem

Etapas na progressdo e objetivos de aprendizagem

Compreensdo da invariancia da drea por movimentos rigidos - SO7.H8. 1

Deducdo, com base nesses movimentos, de relagdes entre a drea e medidas linea-

res de figuras planas: quadrados, retangulos, triangulos, trapézios - S07.H8. Ly 2555

Registro de padrdes numéricos, relacionando drea e medidas lineares: indugdo
sobre diferentes relagdes funcionais para drea e perimetro (investigacdo cientifi- 4
ca)-S06.H18.

Reconhecimento de formas elementares em que a figura no item 2124 possa ser
decomposta: multiplas abordagens, inclusive de figura e fundo (decomposicdo em
triangulos, em triangulo e trapézio, contagem via malha quadriculada, a depender
dainteracdo com o aluno) - S07.H8.

Cdlculos aritméticos relativos as dreas da decomposicdo - S02.H12. 1,2,3,4

Generalizacdo, disparada pela pergunta sobre escolhas arbitrarias de pontos 34
sobre os lados (item 2125) - S10.H6. ’

Modelagem em termos de funcdes lineares e fun¢des quadréticas - S10.H17. 3,4
Experimentos para estudo do comportamento da funcdo quadrdtica-S10.H18 4,5

RelacBes entre o comportamento da funcdo (visto geometricamente) e seus coefi-
cientes (via forma fatorada, por exemplo) - S10.H17, S10.H18, S10.H23.

Investigacdo sobre a existéncia de uma “melhor” escolha: maximo da funcdo e as pro-
priedades geométricas da melhor configuragdo (otimizagdo e simetria) - S10.H23.
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Rubricas associadas a tarefa

Dominios
cognitivos/

Aspectos da
competéncia
matemadtica

Modelar/
Competéncia
estratégica

Compreender/
Compreensdo
conceitual

Efetuar/
Fluéncia
procedimental

Analisar/
Raciocinio
adaptativo

Modelar/
Competéncia
estratégica

Aplicar/
Compreensdo
conceitual &
Fluéncia proce-
dimental

Integrar/
Raciocinio
matemadtico &
Comunicacdo

Objetivos de
aprendizagem
(G EHLE]
trajetéria de
progressao)

Decompor figura/
fundo em partes
elementares
(triangulos,
paralelogramos,
trapézios, entre
outros).

Recuperar fatos
sobre dreas de
figuras elemen-
tares (triangulos,
paralelogramos,
trapézios etc.).

Efetuar cdlculos

aritméticos rela-

tivos as dreas da

decomposicdo da
figura/fundo.

Reconhecer pa-
drdes numéricos
lineares/quadra-
ticos no contexto
emqueadreaé
varidvel.

Modelar medidas
geométricas em

termos de expres-
stes quadraticas.

Descrever geo-
metricamente o
comportamento
da funcdo.

Relacionar as
escolhas no caso
geral e o com-
portamento da
funcdo a seus
coeficientes.

Padrdes de desempenho

O alunorevela
dificuldades em
reconhecer figu-
ras elementares
para decompor a
figura/fundo.

O aluno desco-
nhece expressdes
para dreas de
figuras elemen-
tares.

Oalunorevela
desconhecer fa-
tos bdsicos sobre
multiplicacdes e
divisges.

O aluno tem
dificuldades no
registro numérico
dos dados do
experimento.

0 aluno percebe
que existe relacdo
funcional, mas
ndo elabora dis-
tin¢Bes entre 0s
possiveis mode-
los dessa relacdo.

O alunoreve-
lalimitacdes
quanto aintuicdo
geométrica sobre
avariacdo da
funcdo drea.

O aluno desco-
nhece proprieda-
des das funcdes
quadraticas
associadas a seus
coeficientes.
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Parcialmente
suficiente

O alunoindica
algumas aborda-
gens, mas tem
dividas sobre a
aditividade ou
invariancia da
area.

O aluno recupera,
abstratamen-

te, fatos sobre
areas de figuras
elementares, mas
ndo identifica
como aplica-los.

O aluno demons-
tra dificuldades
nos cdlculos
aritméticos,
cometendo erros
procedimentais.

Oaluno realiza

0S experimentos,
registra os dados,
mas ndo percebe
0s padrges e ndo
formula hipdteses.

O aluno argumen-
ta adequadamen-
te sobre arelacdo
quadrdtica entre

area e dimensdes
lineares.

0 aluno, com base
nos experimen-
tos, relata alguns
exemplos, mas
ndo descreve a
variacdo continua
da funcdo drea.

O aluno recupera,
abstratamente,
fatos sobre rela-
cOes entre coefi-
cientes, raizes e
eixos de simetria,
mas ndo os aplica
ao modelo.

O aluno propte
uma ou mais pos-
siveis decomposi-
¢deseargumenta
sobre a aditivida-
de/invariancia da
area.

0 aluno define como
aplicar os fatos
necessdrios sobre
areas de figuras
planas as partesem
que decompds a
figura/fundo.

O aluno executa
corretamente os
procedimentos
aritméticos.

O alunoregistra
os resultados do
experimento e
elabora inducdes
sobre relacdes
funcionais.

O aluno exibe,
explicitamente, a
relacdo funcional
entre drea e dimen-
sdes lineares.

O aluno argumenta
que, movendo a
configuracdo, a
funcdo dreavaria
entre extremos,
por exemplo.

O aluno associa a
variacdo da funcdo
a sua forma “fato-
rada”, determinan-
do, por exemplo,
seu valor maximo.



8. MODELO DE EVIDENCIAS: USO
DE METODOS DIAGNOSTICO-
COGNITIVOS

Nesta sec¢do, descrevemos alguns resultados da avaliacdo diagndstica
realizada em maio de 2022 com os alunos da rede publica municipal

de Sobral, por meio de cooperacdo entre a Secretaria da Educacdo de
Sobral (Seduc-Sobral), a Casa da Avaliacdo Externa de Sobral, a Coorde-
nadoria Estadual de Formacdo Docente e Educacdo a Distancia (Coded/
CED) da Secretaria da Educacdo do Estado do Ceard (Seduc-CE) e o Cen-
tro de Exceléncia em Politicas Educacionais (CEnPE) da Universidade
Federal do Ceard. Os testes contaram com a participacdo de 2.244 alu-
nos, ou seja, 91,63% das turmas de nono ano do Ensino Fundamental.

O propdsito da avaliagdo foi identificar as lacunas de aprendizagem,
em Lingua Portuguesa e Matemdtica, observados ao fim do Ensino
Fundamental, com base nos objetivos de aprendizagem explicitamen-
te fixados no curriculo de Sobral para esses componentes curriculares.

Além do propdsito de trazer evidéncias diagndsticas, a avaliacdo
permitiu estabelecer comparabilidade aos resultados do municipio
na série histdrica do Saeb, possibilitando supririnformacdes que re-
tratassem a dindmica dos indicadores de aprendizagem em compa-
racdo a 2019 e as demais avaliacdes de larga escala anteriores. Desse
modo, gestores, comunidades de aprendizagem e pesquisadores
passaram acontar com evidéncias adicionais a respeito do impac-
to educacional das medidas sanitdrias de restricdo as atividades
presenciais durante as fases criticas da pandemia de SARS-Covid-19,
em 2020 e 2021. Esses dados, portanto, contribufram para o planeja-
mento pedagdgico e curricular das escolas no segundo semestre de
2022, dada a preméncia de estruturar politicas publicas de recom-
posicdo de aprendizagens em adicdo as iniciativas jd existentes, de
reconhecido éxito, no Ensino Fundamental de Sobral.

No que segue, detalhamos alguns dos resultados da avaliacdo perti-
nentes aos temas deste relatdrio. Para analisar quantitativamente
einterpretar pedagogicamente esses resultados, usamos tanto a
TRI'quanto modelos diagndstico-cognitivos. Pretendemos, com isso,
exemplificar alguns dos pontos conceituais e metodoldégicos que
discutimos na parte inicial deste documento.

Os testes em Lingua Portuguesa e Matematica foram elaborados
pela equipe do CEnPE. Cada um deles teve 25 itens de multipla esco-
Ilha, com quatro alternativas cada, alguns dos quais previamente pa-
rametrizados em edicBes anteriores do Saeb. Na elaboracdo desses
testes, foram considerados, do ponto de vista pedagdgico:
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= conhecimentos e habilidades prévios, estruturantes de metas de
aprendizagem do curriculo de Sobral e progressivamente elabo-
rados, segundo expectativas bem definidas, ao longo dos anos
finais do Ensino Fundamental;

= conhecimentos e habilidades especificos do nono ano, usual-
mente trabalhados nos meses iniciais, que, de um lado, depen-
dem da aquisicdo de conhecimentos prévios e, de outro, estdo
na base de objetos de conhecimento essenciais no decorrer do
nono ano e do Ensino Médio.

Em termos de demandas cognitivas, os itens foram pensados de

modo a acessar processos cognitivos em diferentes niveis de com-
plexidade, incluindo desde tarefas mais corriqueiras, similares as
usualmente empregadas em avaliacdes de larga escala (geralmente
relativas a habilidades procedimentais especificadas nas matrizes
de referéncias dessas avaliacdes), até tarefas que envolvessem con-
textualizactes, mobilizaces e combinac¢des, ndo necessariamente
imediatas, de conhecimentos bdsicos.

Na tabela a seguir, associamos algumas habilidades na Matriz dos
Saberes mobilizadas nos itens a objetivos de aprendizagem, em
termos de conhecimentos e habilidades em Matematica Bdsica espe-
cificados no curriculo de Sobral. Mais precisamente, os objetivos de
aprendizagem na segunda coluna sdo aqueles expressos na tabela
de progressdo das expectativas em habilidades exposta no curriculo
do municipio na drea de Matematica.

Habilidades demandadas no
teste (Matriz dos Saberes)

S03.H23: efetuar aproxima-
¢Bes, estimativas e arre-
dondamentos de niimeros
racionais e dos resultados
de operacdes aritméticas
(somas, produtos, diferen-
¢as, quocientes e poténcias)
entre esses nimeros.

S04.H14: modelar e resolver
problemas que envolvam
grandezas relativas, como
velocidades, densidades,
fluxos, vazBes e outras taxas
de variacdo entre grande-
zas, motivadas por diversos
contextos e aplicagges.

Objetivos de aprendizagem (curriculo de Sobral)

1.1.1. Representar o sistema de numeracdo decimal a partir de

suas caracteristicas, b) reconhecendo ordens e classes em geral; d)
determinando o valor posicional dos algarismos em nimeros de
qualquer ordem; g) realizando a composicdo ou decomposicdo de
ndmeros naturais, conforme o principio aditivo e o multiplicativo; h)
identificando diferentes decomposicdes de um niimero; i) realizando
arredondamentos de ntimeros (6° ano).

1.2.1. Representar nimeros naturais, a) realizando célculos, a partir
de estratégias como uso de contagem, calculo mental, estimati-

va, arredondamento de nimeros, composicdo e decomposicdo; b)
calculando adicdo sem ou com reserva; c) calculando subtracdo

sem ou com reagrupamento; d) reconhecendo adi¢do e subtracdo
como operagdes inversas; e) utilizando a prova real para comprovar
resultados de adicdo e subtracdo; f) resolvendo problemas de adicdo
ou de subtracdo, inclusive os que envolvam as duas operacées ao
mesmo tempo;g) calculando multiplicacdes com ou sem reserva;h)
calculando divisdes exatas e ndo exatas (6° ano).

1.4.1. Aplicar conceitos de razdo e proporcdo, a) reconhecendo razdo
como a divisdo entre dois niimeros; b) reconhecendo o significado
de grandeza; ¢) interpretando a razdo entre grandezas de naturezas
diferentes; d) identificando algumas raz8es especiais como escala,
velocidade média e densidade (7° ano).
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O grdfico a seguir representa os percentuais dos alunos participan-
tes nos niveis de proficiéncia da escala do Saeb em Matematica.

Os niveis identificados no gréfico sdo descritos, na escala de profi-
ciéncia do Saeb, em termos de habilidades mobilizadas pelos itens
cujos parametros de dificuldades variam dentro de cada um dos
intervalos. Os dados obtidos em nossa avaliacdo (percentuais 2022)
sdo comparados com os resultados observados tanto no Saeb 2019
quanto naedicdo de 2021.
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Algumas medidas dessa distribuicdo de proficiéncia estdo resumidas
na tabela a seguir,em que informamos os intervalos de proficiéncia
em cada quartil de alunos, além dos valores médio e mediano das
proficiéncias em Matemdtica.

Observamos que as médias estimadas na avaliacdo diagndstica

e no Saeb 2021 estdo bem préximas. No entanto, a distribuicdo

de proficiéncias observada no teste diagndstico exibe proporcdo
consideravelmente maior de alunos em estratos de proficiéncia
abaixo de 175 pontos, percentuais maiores no intervalo de 200

a 250, percentuais menores no intervalo de 250 e 350 e uma
expressdo significativa de alunos com elevada proficiéncia, acima
de 400 pontos, um achado que julgamos relevante. Estimando as
proficiéncias sem equalizacdo a escala do Saeb, encontramos a
distribuicdo a seguir, bem mais simétrica, deslocada para a direita,
revelando, ainda assim, a presenca de alunos em ambos o0s extremos
da escala de proficiéncia.
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O grdfico a seguir mostra uma versdo continua da distribuicdo de
proficiéncias em Matemadtica, na escala do Saeb, em que, no eixo ho-
rizontal, estdo identificados os itens do teste, ordenados de acordo
com os parametros de dificuldade, modelados e estimados com o
uso da Teoria de Resposta ao Item a trés parametros. No grafico, os
itens conhecidos, ou seja, exibidos em edicdes anteriores do Saeb

e cujos parametros de dificuldade j4 sdo dados, estdo identificados
por triangulos na cor verde ao longo do eixo horizontal. Os demais
itens, representados por circulos pretos ao longo do eixo horizontal,
sdoitens novos, elaborados pela equipe.

Observamos que os itens do Saeb, em sua maioria, estdo em um in-
tervalo de dificuldade menor que 350 pontos, ao passo que 0s itens
novos estdo majoritariamente difundidos no intervalo de dificulda-
de maior que 350 pontos. Os dez itens com maiores percentuais de
erros pertencem todos ao conjunto de treze itens cujos parametros
dedificuldade estdo acima de 361 pontos na escala do Saeb. Portan-
to, as probabilidades de que alunos situados até o terceiro quartil de
proficiéncia acertem um desses itens é menor que 50%.
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Em suma, a engenharia do teste permitiu combinar itens novos e
conhecidos de modo a percorrer diferentes espectros de dificuldade.
A analise via métodos diagndéstico-cognitivos sugere que também
atingimos o objetivo de acessar diversos niveis de complexidade com
respeito as demandas cognitivas postas pelos itens. Cabe ressaltar
gque mesmo as tarefas com maiores parametros de dificuldade envol-
viam um repertério predominantemente limitado a conhecimentos
bdsicos essenciais, trabalhados, sobretudo, do quarto ao sexto ano
e, portanto, prescindindo de elementos conceituais ou técnicos mais
elaborados. Dito de outro modo, a dificuldade dos itens novos pode
ser explicada mais em termos de complexidade cognitiva do que de
dificuldade propriamente técnica.

Os modelos diagndstico-cognitivos utilizados na producdo das
evidéncias sdo baseados em uma matriz que descreve 0s processos
cognitivos hipoteticamente acionados na realizacdo das tarefas.
Mais concretamente, essa descricdo é feita associando cada tarefa
do teste (nesse caso, 0s itens) aos processos cognitivos predominan-
temente demandados pela tarefa. Essa correspondéncia é represen-
tada na chamada Matriz Q, parte da qual é informada na tabela a
seguir,em que O significa a auséncia do processo cognitivoe 1sua
presenca no trabalho comoitem.

Processos cognitivos Item 02 | Item 03

Al. Utilizar diretamente conceitos, fatos ou procedimentos basicos. 1 1

A2. Combinar elementos basicos do repertério, aplicando-os a um 0 1
dado contexto.

A3. Modelar matematicamente um problema, usando repertériode 0 0
um dado dominio.

A4. Modelar matematicamente um problema, usando repertériode 0 0
mais de um dominio.

Os atributos cognitivos (rotulados por A1, A2, A3 e A4) que definem a
Matriz Q, aos quais associamos os diversos itens do teste, estdo dis-
postos na tabela em ordem crescente de complexidade, de cima para
baixo. Para analisar de que modo esse modelo cognitivo foi associado
aositens do teste, veremos, no quadro 9, um exame mais detalhado
de alguns exemplos desses itens e de suas caracteristicas estatisticas
e cognitivas. Tipicamente, cada um dos itens do Saeb apresentados no
teste envolvia apenas um atributo cognitivo por vez.

Dados os atributos presentes na Matriz Q, caracterizamos dois mo-
delos matematicos para a probabilidade de acerto, por um candida-
to#,em um dado item j,condicionada a informacdo Mje de que esse
candidato detém (ou ndo detém) os atributos cognitivos demanda-
dos peloitem (DE LATORRE, 2008).
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= O modelo DINA (acronimo da expressdo, em inglés, deterministic
input, noisy “and” gate model), em que, para cada item J,0
aluno deve deter todos os atributos a;j associados ao item.
Tecnicamente,

o A dj2 qj3 dja
Nje = Qpy X Apy X Apg XAy,

ouseja, seq;, = 1(oatributok forrequerido para o item j),

entdoay, = 1,isto é,0aluno deve deter esse atributo para que
T]j{ =1.

= O modelo DINO (acrénimo da expressdo, em inglés, deterministic
input, noisy “or” gate model), em que, para cadaitem, o0 aluno
deve deter ao menos um dos atributos associados ao item. Tecni-
camente,

Nje=1—(1—ap)P X (1 —ap)V X (1—ap)V X (1—ap).

Ou seja, dados os atributos k requeridos para o item j,isto é,
para osquaisqj, = 1(oatributo forrequerido paraoitem j),

entdo ao menos um dos ayy, deve serigual a1l (ou seja, o aluno

deve deter ao menos um dos atributos associados ao item) para
quenje = 1.

Tendo em conta o modelo com os quatro atributos A1, A2, A3 e A4
acima, podemos definir2 x 2 x 2 x 2 =16 classes latentes, correspon-
dentes as diferentes possibilidades de que um aluno detenha ou ndo
cada um desses atributos. Por exemplo, a classe rotulada como 1001 é
formada pelos alunos daamostra que detém os atributos Al e A4.

O objetivo da andlise dos dados, nos modelos diagnésticos cogniti-
vos, é o de estimar:

= aspropor¢des de alunos em cada um dessas 16 classes;
= asproporcdes de alunos que detém cada um dos quatro atributos.

Para determinarmos essas proporcdes, partimos das respostas da-
das pelos alunos aos diferentes itens e dos modelos estatisticos que
definem a probabilidade de acerto para um dado item, condicionada
ainformacdo de quais atributos sdo relevantes para sua resolucdo.
Esses modelos embutem dois parametros, um de guessing (que,
grosso modo, corresponde a probabilidade de acerto casual) e um de
slip, que indica a probabilidade de que um aluno erre um dado item
mesmo que detenha todos os atributos necessarios.

Uma vez que esses aspectos mais técnicos da metodologia ndo sdo
do escopo deste relatério, passamos diretamente a uma discussdo,
ainda simplificada, de alguns achados resultantes de sua aplicacdo
ao teste de Matemadtica. Exporemos parte dos resultados obtidos
via metodologia DINO, em que modelamos o dominio, por parte dos
alunos, de ao menos um dos atributos cognitivos requeridos para a
resolucdo de um dado item do teste.

Para a devidainterpretacdo pedagdgica dos resultados obtidos com
essa metodologia, cabe observar que os quatro atributos corres-
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pondem, grosso modo, aos dominios de processos cognitivos em
sistemas de avaliacdo como o TIMSS e 0 Pisa. Sendo assim, a corres-
pondéncia, de modo mais simplificado, é dada no quadro 9, a seguir.

QUADRO 9

Item 02. As populacdes, em 2021, dos municipios de Cratels, Eusébio, Jucds e Sobral foram esti-
madas em, aproximadamente, 75.241; 55.035; 24.949 e 212.437 habitantes, respectivamente.

Fonte: IBGE. Disponivel em: https://www.ibge.gov.br. Acesso em: 10 de abril de 2022.

Comparando essas populac¢des, conclui-se corretamente que:

= Apopulacdo de Sobral é mais de quatro vezes a populacdo de Eusébio.
= Apopulacdo de Sobral é menos de trés vezes a populacdo de CratelUs.
= Apopulagdode Cratels é menos de trés vezes a populacdo de Jucas.

= Apopulagdo de Eusébio é mais de quatro vezes a populacdo de Jucds

Dificuldade Atributos cognitivos (DINA): utilizar diretamente
450 (escala Saeb) conceitos, fatos ou procedimentos basicos (Al).

Habilidade na Matriz dos Saberes

S03.H23: efetuar aproximacdes, estimativas e arredondamentos de nlimeros racionais e dos
resultados de operacgBes aritméticas (somas, produtos, diferencas, quocientes e poténcias)
entre esses nimeros.

Objetivos de aprendizagem (curriculo de Sobral)

Representar niimeros naturais, c) realizando cdlculos, a partir de estratégias como uso de conta-
gem, cdlculo mental, estimativa e arredondamento de niimeros; k) relacionando a divisdo a ideia
de distribuicdo em partes iguais; 1) aplicando os fatos fundamentais da multiplicacdo e divisdo;
m) calculando multiplicacdes com ou sem reserva, em que o multiplicador é um ntéimero de até
dois algarismos; s) resolvendo problemas que envolvam multiplicacdo ou divisdo (4° ano).

Comentarios

O objetivo da questdo ndo é que o aluno efetue procedimentos de cdlculo com o emprego de algo-
ritmos de divisdo ou multiplicacdo. De fato, a habilidade demandada é relativa a senso numérico,
mais precisamente ao manuseio de aproximacdes e arredondamentos que permitam produzir
estimativas razodveis dos resultados de operacdes matemdticas. Para enfatizar esse aspecto, uti-
lizamos, no contexto da questdo, dados que pudessem ser aproximados por multiplos de 25.000,
por exemplo, de forma a facilitar as estimativas. No entanto, o item tem elevado parametro de di-
ficuldade e o percentual de acertos foi de 32%, com 42% de respostas assinalando a alternativa A).
Por fim, cabe apontar que os elementos de repertério demandados neste item estdo associados a
objetivos de aprendizagem do quarto ano do Ensino Fundamental no curriculo de Sobral.

Observamos que, na escala de proficiéncia do Pisa, o nfvel 2 é descrito como segue.

Os alunos podem interpretar e reconhecer situacdes em contextos que ndo requerem mais do
que uma inferéncia direta. Podem extrair informacdo relevante de uma Unica fonte e fazer uso
de um tinico modo de representacdo. Os alunos deste nivel podem utilizar algoritmos bdsicos,
férmulas, procedimentos ou convencdes para resolver problemas que envolvam niimeros intei-
ros. Sdo capazes de fazer interpretacdes literais dos resultados.

Podemos afirmar que o item acima, cuja dificuldade corresponde ao nfvel 8 para o nono ano do Ensi-
no Fundamental, explora habilidades matemdticas caracteristicas da descricdo do nfvel 2 do Pisa.

164



Item 03. A tabela indica valores aproximados das populacGes estimadas e das dreas dos munici-
pios de Cratels, Eusébio, Jucds e Sobral, de acordo com dados do IBGE.

| Crateds | Eusébio [ Jucas | Sobral |
Populagdo (habitantes) 75.000 55.000 25.000 210.000
Area (quilémetros quadrados) 3.000 100 1.000 2.100

Fonte: IBGE. Disponivel em: https://www.ibge.gov.br. Acesso em: 10 de abril de 2022.

Com base nessas aproximacdes, o municipio que tem mais habitantes por quilémetro quadrado é

A) Cratels.
B) Eusébio.
®)

Dificuldade Atributos cognitivos (DINA): combinar elementos bdsicos
387 (escala Saeb) do repertério, aplicando-os a um dado contexto (A2).

Habilidade na Matriz dos Saberes

S04.H14: modelar e resolver problemas que envolvam grandezas relativas, como velocidades,
densidades, fluxos, vazdes e outras taxas de variacdo entre grandezas, motivadas por diversos
contextos e aplicacées.

Objetivos de aprendizagem (curriculo de Sobral)

Aplicar conceitos de razdo e proporcdo, a) reconhecendo razdo como a divisdo entre dois nu-
meros; b) reconhecendo proporcdo; c) utilizando o raciocinio proporcional; d) descrevendo uma
relacdo de proporcdo entre duas quantidades (6° ano).

Comentarios

Esteitem é uma sequéncia do anterior: desta vez, as informacées estdo expressas em uma tabe-
la e dizem respeito a duas varidveis em vez de uma apenas, o que demanda mais da compreen-
sdo leitora do aluno. Um dos pontos cruciais é formular matematicamente a expressdo “mais
habitantes por quildémetro quadrado” em termos da razdo entre os valores correspondentes
dessas varidveis. A énfase, uma vez mais, ndo é no procedimento aritmético, mas na represen-
tacdo matemdtica da nocdo (intuitiva) de densidade demografica. A dificuldade técnica de
comparacdo das razées é diminuida pelo fato de que aproximamos os dados por multiplos de
100: 0o mais relevante é a compreensdo conceitual de que a resposta ndo depende de conside-
rar uma ou outra varidvel independentemente, mas uma dada relacdo entre elas. O item tem
elevado parametro de dificuldade e o percentual de acertos foi de 33%, com 38% de respostas
assinalando a alternativa A) e 23% a alternativa D). Na progressdo curricular, os conhecimentos
e habilidades demandados neste item estdo associados a objetivos de aprendizagem do sexto
ano do Ensino Fundamental no curriculo de Sobral.
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Afigura seguinte mostra as proporc@es estimadas de alunos em
cada umadas 16 classes latentes definidas de acordo com a metodo-
logia DINA.

Proporgdes nas classes latentes
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Mais precisamente, no eixo horizontal, as expressdes p(a;@,a3a,)
indicam as dezesseis classes latentes em que foram agrupados os
alunos participantes do teste. Por exemplo, p(0110)indica a classe
de alunos que dominam os atributos A2 e A3 e ndo dominam os
atributos Al e A4. De acordo com as observac@es realizadas no teste,
cerca de 31% dos alunos avaliados tém dificuldades relacionadas a
todos os atributos, ao passo que 38% mobilizaram os quatro atribu-
tos quando demandados no teste.
Afigura a seguir mostra as propor¢des de alunos que efetivamente
mobilizaram/ndo mobilizaram cada um dos atributos cognitivos
descritos na Matriz Q durante o teste.
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De acordo com a correspondéncia entre os atributos, os dominios

de processos cognitivos, as tarefas e as habilidades mobilizadas

em cada uma, encontramos evidéncias de uma maior expressdo

de alunos que ndo detém o conjunto de habilidades aritméticas e
geomeétricas baseadas, no teste, na mobilizacdo de conhecimentos
elementares, exploradas em contextos menos usuais e mais elabora-
dos do que em avaliacGes de larga escala, que exigiam do aluno apli-
car esses conhecimentos na modelagem aritmética ou geométrica
dos problemas, a despeito de ndo envolverem dificuldades técnicas
consideraveis (para além do que se trabalha até o sétimo ano, em
termos de contelidos) ou a necessidade de um repertério mais denso
ou mais amplo.

Uma das possibilidades metodoldgicas que vislumbramos para a
continuidade do projeto é o uso de modelos diagndstico-cognitivos
(CDMs), como realizado nesse experimento pioneiro em Sobral:: esses
modelos tanto dialogam com os pressupostos tedricos definidos por
Pellegrino e no ECD quanto parecem adequados ao modelo de tarefas
e derubricas daplataforma. De modo geral, o CDM ndo gera, como
resultado quantitativo, uma escala ordinal de proficiéncias a exemplo
da TRI, usualmente utilizada nas avaliagcbes somativas. Conquanto
possam ser estabelecidos paralelismos entre alguns modelos diagnds-
tico-cognitivos e a TRI, o objetivo precipuo, em nosso sistema, é o de
permitir agrupar os alunos em classes latentes definidas de acordo
com o dominio/ndo dominio dos atributos cognitivos requeridos pelas
tarefas apresentadas no teste e que sdo representativas de expectati-
vas de aprendizagem fixadas em cada ano escolar.

Em resumo, a aplicacdo de CDMs devolve, como dados quantitati-
v0S, 0 mapeamento, em uma dada turma ou escola, de quantos ou
quais alunosdominam ou ndo dominam um ou mais dos atributos
exigidos tarefa a tarefa. Uma vez mais, a engenharia das tarefas
deve sertal que se tenha clareza sobre quais atributos espera-se
que o aluno manifeste no esforco de respondé-las. Modelos dessa
natureza permitem determinar probabilidades de créditos parciais,
conhecidos os atributos. Além disso, tarefas pré-testadas podem
ser (iteis,em combinacdo com as probabilidades conhecidas, para
validar ou atualizar o modelo cognitivo, isto é, 0s pressupostos dos
especialistas sobre quais processos cognitivos sdo efetivamente
postosem acdo no trabalho com as tarefas. Essa dindmica é um dos
elementos que define a rede bayesiana subjacente a organizacdo
das tarefas quanto as habilidades e niveis de complexidades a que
correspondem.
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9. CONCLUSOES E PROXIMAS
ETAPAS: FORMACAO PROFISSIONAL

Os esforgos preliminares de andlise e modelagem do domfnio da
Matemadtica B&sica aquirelatados sdo respostas ainda parciais ao
desafio de especificar expectativas relevantes de aprendizagem de
modo a esclarecer, qualificar e monitorar os vinculos entre a plane-
jamento e gestdo do curriculo, os microprocessos no cotidiano da
instrucdo e a prdtica da avaliacdo, seja de larga escala, seja interna,
associada ao acompanhamento dos marcos, explicitos e precisos, na
progressdo cognitiva dos aprendizes.

Para tanto, segundo Pellegrino (2010, p. 24), professores e outros
gestores pedagogicos que lidam com o trindmio curriculo-avaliagdo-
-instrucdo devem definir objetivos intermedidrios que sirvam como
trajetdrias efetivas para atingir os objetivos finais e, ao trabalhar
com essas especificacdes, devem ter um profundo entendimento de
como os estudantes representam o conhecimento e desenvolvem
competéncias nodominio da Matemadtica Béasica.

Nossa construgdo, em torno dos mapas de progressdo dentro da
estrutura da Matriz dos Saberes, foi proposta para apoiar professo-
res e escolas no sentido dessa especificacdo de objetivos graduais de
aprendizagem no caminho da consolidagdo das competéncias que
definem a proficiéncia matemadtica. Pellegrino (2010) ainda afirma,
nesse contexto, que:

Whereas this kind of epistemological and conceptual analysis
of the subject domain is an essential basis for guiding assess-
ment, deeper cognitive analysis of how people learn the subject
matter is also needed. Formative assessment should be based
in cognitive theories about how people learn particular subject
matter to ensure that instruction centers on what is most im-
portant for the next stage of learning, given a learner’s current
state of understanding. (PELLEGRINO, 2010, p. 24).

De fato, essas sdo premissas de uma instrucdo cognitivamente con-
duzida (cognitively guided instruction) e amparada, em todas as suas
escalas, pela avaliacdo (CARPENTER et al., 2000). Por sua vez, o tra-
balho docente para efetivar essa simbiose curricular-avaliativa-ins-
trucional requer o desenvolvimento de competéncias profissionais
que podem ser correlacionadas a alguns dominios do conhecimento
pedagdgico do contelido.
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Sendo assim, entendemos como continuacdo necessdria dos es-
forcos relatados a concepcdo e a oferta de formacgdes continuadas
bastante planejadas e focadas no trabalho pratico e no embasamen-
to tedrico a respeito do uso pedagdgico de avaliacdes formativas

(e seus pressupostos e métodos vindos da Psicologia Cognitiva, a
teoria da avaliacdo, por exemplo).

As acBes do CEnPE einstituicdes parceiras, como desdobramento do
projeto atual, dirdo respeito a esse esforco formativo. De fato, con-
tamos, para tanto, com as funcionalidades disponiveis na platafor-
ma do CEnPE, as quais permitem aprimorar o trabalho do professor
aootimizarotempo e a qualidade do acompanhamento das apren-
dizagens de seus estudantes por meio dos recursos para tarefas,
rubricas, devolutivas e indicadores de aprendizagem.

O professor, em sua pratica cotidiana, pode manejar produtos jd
elaborados e catalogados por metas e habilidades ou utilizar os mé-
dulos descritos anteriormente para: editar tarefas e testesem uma
sequéncia didatica; coletar e categorizar respostas; definir rubricas
e, por conseguinte, padrdes de desempenho esperados; elaborar
devolutivas sobre os desempenhos observados; e, por fim, recomen-
dar roteiros de estudos aos alunos e rever seu préprio planejamento
pedagdgico a luz de evidéncias que ele, professor, constréi, com-
preende e utiliza, tempestivamente, em sala de aula.

No sentido reverso, a plataforma deve funcionar também como
ambiente de formacdo profissional sobre o uso pedagdgico de ava-
liacdes formativas. Planejamos a oferta de varios processos formati-
vos, desde oficinas a cursos de pés-graduacdo lato sensu, em que 0s
professores em formagdo sdo supervisionados por nossas equipes e,
eventualmente, por colegas que jd tenham adquirido experiéncia no
conceito e na pratica do modelo de avaliac8es formativas.

Essas formacGes devem abranger etapas que vdo desde o estudo do
arcabouco conceitual, passando pelo desenho de um processo de
avaliacdo formativa na escola ou turma, até culminar no acompa-
nhamento de umaintervencdo pedagdgica pautada nos achados da
avaliacdo e nas devolutivas produzidas.

Além dos objetivos diretamente associados ao papel das avaliacGes
formativas nainstrucdo, as formacgdes de professores tém o efeito
de desenvolver algumas habilidades docentes relativas ao conheci-
mento pedagdgico do contelido que sdo aderentes a competéncias
especificas e habilidades previstas na Base Nacional de Formacéo
Continuada, que mencionamaos a seguir.

= Nadimensdo do conhecimento profissional
Demonstrar conhecimento sobre as diferentes formas diagndstica,
formativa e somativa de avaliar a aprendizagem dos estudantes,
utilizando o resultado das avaliacGes para: (a) dar devolutivas que
apoiem o estudante na constru¢do de sua autonomia como apren-
dente; (b) replanejar as prdticas de ensino para assegurar que as difi-
culdades identificadas nas avaliacdes sejam solucionadas nas aulas.
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Na dimensdo da pratica profissional

2.3.2 Aplicar os diferentes instrumentos e estratégias de avaliacdo
da aprendizagem, de maneira justa e compardvel, devendo ser
considerada a heterogeneidade dos estudantes.

2.3.3 Dar devolutiva em tempo hdbil e apropriada, tornando visivel
para o estudante seu processo de aprendizagem e desenvolvimento.

2.3.4 Aplicar os métodos de avaliacdo para analisar o processo
de aprendizagem dos estudantes e utilizar esses resultados para
retroalimentar a prdtica pedagdgica.

2.3.5 Fazer uso de sistemas de monitoramento, registro e acompa-
nhamento das aprendizagens utilizando os recursos tecnolégicos
disponiveis.

2.4.3 Ajustar o planejamento com base no progresso e nas necessi-
dades de aprendizagem e desenvolvimento integral dos estudantes.
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