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Resumo

Neste trabalho propomos o uso do software GeoGebra, com a aplica¢do de
atividades para visualizacdo de graficos de fun¢des elementares. Esperamos
que o trabalho possa ser utilizado para motivar os professores do ensino médio
a implementar no processo do ensino-aprendizagem de fungdes, o Geogebra.
Eventuais conjecturas que surgem na sala de aula podem ser investigadas com
0 apoio computacional.

Palavras-chave: Ensino médio, fun¢des elementares, GeoGebra.



Abstract

In this work we propose the use of GeoGebra software, by applying activi-
ties for viewing graphs of elementary functions. We hope the work can be used
to motivate secondary school teachers to implement in the teaching-learning
process functions, Geogebra. Possible conjectures that arise in the classroom

can be investigated with computational support.

Keywords: Secondary school, elementary functions, GeoGebra.
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Capitulo 1

Introducao

Para determinar resultados por meios de leis ! que tem como caracteristicas
arelacdo entre varidveis de fendmeno da natureza, podemos utilizar o conceito
de funcdo. Este conceito estd relacionado as varia¢es quantitativas de gran-
dezas que podem ser de fendmenos naturais, consumo de energia, transagoes
financeiras, etc. Como exemplo pode-se estudar a relagdo existente entre as
grandezas espago e tempo em movimento uniformemente acelerado de uma
particula. Neste movimento podemos ter uma fun¢do quadratica.

Na édrea de Ciéncias e Exatas, geralmente encontramos alunos que tem
bastante dificuldade de aprendizagem no que se refere a disciplina de Célculo
Diferencial e Integral que exige inicialmente o entendimento do conceito de
fungdo real e de suas representagdes em gréficos bem como propriedades e,
por exemplo, o dominio e imagem.

Rezende (1994) ressalta que para os alunos de Calculo dificuldades na apren-
dizagem que tem relagdo com limites e fung¢des estdo associadas muito mais as
dificuldades em manipulacdo algébricas (relagdes trigonométricas, fatoracdo
de polinémios, produtos notéaveis, etc) do que a interpretacdo analitica.

Na busca das causas de altos indices de reprovacdo nessa disciplina, Barufi
(1999), citado por Rezende(2003, p.1) revela que o indice de ndo — aprovacao

em cursos de Célculo Diferencial e Integral oferecidos, por exemplo, aos alunos

Relagdes mateméticas que relacionam gradezas escalares ou vetoriais. Surgem em pesqui-
sas nas mais diversas areas: Fisica, Economia, Agronomia, Ecologia , Meteorologia, Genética,

Engenharia, entre outras.



da Escola Politécnica da USP, no periodo de 1990 a 1995, varia de 20% a 75%,
enquanto que no universo dos alunos do Instituto de Matematica e Estatistica
o menor indice ndo é inferior a 45%, isto é, ndo se aprova mais do que 55% em
uma turma de Calculo.

Para identificar as causas destes altos indices de reprovacdo na disciplina de
célculo e de vérios problemas no ensino-aprendizagem de assuntos tais como
limite e continuidade, derivadas e integrais de fun¢des, nos depararamos com
um conceito bésico: O conceito de funcéo. E um pré-requisito fundamental e
af ocorrem varias dificuldades dos alunos.

Bianchini e Puga (2004), ao aplicarem teste de diagnostico com os alunos do
Curso de Ciéncia da Computac¢do da PUC/SP na disciplina de Célculo, observa-
ram que eles forneciam defini¢des por meio de exemplos, relacionavam fungdo
com equagdo. Além disso, apresentavam dificuldades nas representagoes
gréficas.

De fato, no ensino de fungdes reais no ensino médio, parece nao ficar claro
qual é o comportamento de uma funcdo quando tracado seu grafico. Pou-
cos alunos conseguem observar o que acontece com uma grandeza quando
variamos outra.

Motivado pela existéncia dessa situagdo, este trabalho tem como objetivo

principal o uso de programas computacionais de geometria dindmica >

, em
particular o Geogebra para que tenhamos uma evolugdo qualitativa de forma
que diminuam as dificuldades nas interpretagdes gréficas das fungdes. A
importancia do uso de softwares matematicos é destacada em Campos (1994,
p-12). Abordaremos, além do conceito de fungao, outros elementos presentes

no estudo de fungdes reais.

1.1 Organizacao dos capitulos

O presente trabalho constitui-se de cinco capitulos. No Capitulo 2, des-

crevemos o conceito de fung¢des e gréficos das fungdes reais. No Capitulo 3,

ZA expressdo “geometria dindmica ” refere-se a permicdo da elabroragdo de construgdes

eletrénicas nos quais os elmentos bédsicos podem ser movimentados na tela do computador.



descrevemos as fungdes reais elementares. No Capitulo 4, apresentamos uma
proposta para a introducdo e exploracdo dos primeiros conceitos de funcéo.
O Geogebra é utilizado para construcdo de graficos de fungbes elementares.
O Capitulo 5 trata das consideraces finais e algumas sugestdes que possam

complementar e contribuir para o ensino—aprendizagem de fungdes.



Capitulo 2

Conceito de Funcao

Em diversas situagdes, préticas, o valor de uma certa quantidade depende
do valor de uma outra. Por exemplo, o saldrio de um funciondrio pode depen-
der do total de horas trabalhadas; a distancia percorrida por uma bicicleta pode
ser escrita em fun¢do do nimero de pedaladas; em chamadas telefénicas, pode-
mos relacionar o tempo de conversa a quantidades de pulsos a serem cobrados;
na geometria podemos relacionar a drea de um quadrado com a medida do
lado, e assim por diante. A relagdo de tais quantidades é dada frequentemente
por uma fungdo. Para nossos propositos, iremos restringir as quantidades de

interesse no conjunto dos ntimeros reais.

Definic¢do 2.1 Leithold (1994). Uma fungdo é um conjunto de pares ordenados de
niimeros (x,y), sendo que dados dois pares ordenados distintos, nenhum deles terd o
mesmo primeiro niimero. O conjuntos de todos os valores admissiveis de x é chamado
de dominio da fungio e o conjunto de todos os valores resultantes de y é chamado de

imagem da funcio.

A Defini¢do 2.1 estabelece que dois pares ordenados distintos ndo tem o
mesmo primeiro nimero. Significa que y deve ser tinico para valores es-
pecificos de x. Para os valores atribuidos a x e como os valores de y independem
dos valores de x, tem—se que x serd a varidvel independente e y, a variavel
dependente.

As fung¢bes normalmente sdo conceitualizadas como um tipo especial de

relacdo (Chazan 6 Yerushalmy, 2003). De fato, toda a equacdo linear do tipo



ax +by =c,coma,b # 0, pode ser escrita através de uma equagao equivalente

ax c ) ) L . .
y=——+ —, que é, também, uma funcdo afim numa varidvel. Para construir

b b

uma representacdo grafica de uma equacao linear com duas varidveis podera

ser util escrevé-la como uma fungdo linear com uma variavel.

Definic¢do 2.2 IEZZI (2004). Dados dois conjunto A e B, subconjutos de R ndo
vazios, uma fungio f de A em B recebe o nome de aplicacio de A em B ou fungio

definida de A em B com imagem em B se , somente se, para todo x € A existe um sé

y € B tal que (x,y) € f.
f éaplicaciode AemB & Vxe A,y e B/(x,y) € f

Exemplo 2.1 A fungio f : X > Yparax € X CRey €Y C Ry com f(x) = x* é tal

que o valor y = f(x) € Y é atribuido o valor x* com x € X.

A Tabela 2.1 fornece o valor de y para alguns valores fixados de x.

Tabela 2.1: Valores de y = x* para alguns valores de x

x | y=x?
1 1
12 | 1/4
1/4 | 1/16
0 0
/4| 1716
a2 | 1/4
-1 1

Usamos simbolos tipos f, ¢ e h para denotar fun¢des e no Exemplo 2.1 o
conjunto X de ntimeros reais é denominado de dominio da fungdo, o conjunto
Y de niimeros ndo-negativos de contradominio e o subconjunto de Y formado

pelos elementos y atribuidos a x* em X é o conjunto imagem da fungdo.

Exemplo 2.2 A Tabela 2.2, a sequir, que mostra a vazdo semanal de dgua de uma

represa.



Tabela 2.2: Vazio por dia

Dia 1 2

3 1 5

m3/seg | 360 | 510

870 | 870 | 950

497 | 510

Esta tabela 2.2 representa uma fungdo, pois a cada dia fica associada uma
tnica quantidade de vazdo. Note que, possivelmente, ndo existe uma férmula

matematica para expressar esta func¢do, mas a defini¢do de fungéo é satisfeita.

Exemplo 2.3 A Tabela 2.3 apresenta os precos (em R$) de produtos da cesta bdsica em

trés supermercados:

Tabela 2.3: Prego de produtos em R$ em trés supermercados.

Produto | supermercado A | supermercado B | supermercado C
1 2,60 2,90 3,00
2 0,96 0,94 1,00
3 1,80 1,90 2,00
4 1,00 2,60 2,00
5 1,23 1,50 1,70
6 2,40 2,50 2,15
7 4,60 4,00 4,55

Esta tabela ndo representa uma funcao, pois a cada produto corresponde

mais de um prego.

Exemplo 2.4 Um tanque para estocagem de oxigénio liquido num hospital deve ter

a forma de um cilindro circular reto de 8m de altura, com um hemisfério em cada

extremidade. O volume do tanque é descrito em fungio do raio .

- . ) ) 4r'm
O volume do cilindro é 87>t m® e dos dois hemisférios é o Tm3 ; logo o

volume total é

V() = 4r3(r + 6)7zm3

3

3




Figura 2.1: Tanque de raio r

2
%

Por exemplo, se o raio for r = 1, o volume é V(1) = . Temos também

que para cada valor de r teremos um volume V(7).

Uma funcéo caracterizada por uma correspondéncia entre dois conjuntos
(o de partida e o de chegada), onde a cada elemento do conjunto de partida
(objetos) corresponde um e um s6 elemento do conjunto de chegada (imagens),

sendo, desta forma, um conjunto de pares ordenados.

2.0.1 Dominio e Imagem

Podemos imaginar uma fungdo como uma mdquina que utiliza uma certa-
matéria prima (input) para elaborar algum produto final (output) e o conjunto
dos ntimeros reais como um depdsito de matérias primas. Fica evidente que é
fundamental determinar, exatamente, neste depdsito, qual matéria prima faz

funcionar nossa mdquina; caso contrdrio, com certeza, a estragaremos.

b. ¢ f(x)

Figura 2.2: Dominio para Imagem da fungdo
Nesta analogia temos a seguinte definicao:

Definicdo 2.3 O conjunto de todos os x € R que satisfazem a defini¢cdo de fungdo é

chamado dominio de funcgdo f e é denotado por Dom(f).



Definicdo 2.4 O conjunto de todos os y € R tais que y = f(x), onde x € Dom(f) é
chamado de imagem de d func¢do f e é denotado por Im(f)

E obvio que Dom(f) C R, Im(f) C R, e que Dom(f) é o conjunto dos valores
da variavel independente para os quais f é definida; Im(f) é o conjunto dos

valores da varidvel dependente calculados a partir dos elementos do dominio.

Definic¢ao 2.5 Duas funcgoes f e g sdo ditas idénticas se tem o mesmo dominio D e:
flx) = g(x), ¥x € D

Como exemplo temos as fungdes f(x) = x%,x > 0 e g(x) = x>, x € R sdo

diferentes, pois seus dominios sdo diferentes.

Exemplo 2.5 A drea de um circulo de raio r é A(r) = mt.r* ; v sendo o raio, temos:

r > 0; logo,
Dom(A) = Im(A) = (0, +c0).

Exemplo 2.6 Para a fungdo f(x) = \x, uma raiz quadrada existe somente se x > 0;

entdo:
Dom(f) = [0, +0).
Para uma funcéo real de varidvel real temos os seguintes conceitos:

e f diz-se injetora se para todos os pontos do dominio x; # x; se tem
f(x1) # f(x2). Reconhecemos, graficamente, uma funcédo injetora, quando,
uma reta horizontal, qualquer que seja, interceptar o grafico da funcao

uma unica vez.

e f diz-se sobrejetora quando todos os elementos do contra-dominio fo-
rem imagens de pelo menos um elemento do dominio.Reconhecemos,
graficamente, uma funcdo sobrejetora quando, qualquer que seja a reta
horizontal que interceptar o eixo do contra—dominio, interceptar, também,

pelo menos uma vez o grafico da funcao.

o f diz-se bijetora quando ela for sobrejetora e injetora simultaneamente.



f diz-se crescente se para todos os pontos do dominio x; < x; tivermos

fa) < f(x2).

f diz-se estritamente crescente se para todos os pontos do dominiox; < x;

tivermos f(x1) < f(x2).

f diz-se decrescente se para todos os pontos do dominio x; < x; tivermos

f) 2 f(xa).

f diz-se estritamente decrescente se para todos os pontos do dominio

X1 < Xy tivermos f(x1) > f(xo).

f diz-se monétona se é crescente ou decrescente no seu dominio.

f diz-se estritamente monétona se é estritamente crescente ou estrita-

mente decrescente no seu dominio

Exemplo 2.7 Uma fungdo estritamente mondtona é injetora, mas uma fungdo injetora

ndo é necessariamente monotona.

: Y A | Y B
! | |
I I I
| | |
I I I
| | |
I r r,
| | |
| | |
| | |
I I I
[ [ [
I I I
Lo o o ______ Lol ______ |

Y & Y D

o
Comll

Figura 2.3: Alguns tipos de fungdes.

e A: f é estritamente decrescente em R, logo é injetora em IR;
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e B: f é estritamente crescente R, logo € injetora em RR;
o C: f é crescente em R, mas nao estritamente;

e D: f é injetora em R, mas ndo é (estritamente) monétona em RR.

2.0.2 Graficos das Fun¢oes Reais

As representagdes sdo a chave para a aprendizagem conceitual e determi-
nam muitas vezes o que é aprendido. A capacidade de representar e identificar
o mesmo conceito em diferentes representacdes permite aos alunos observar
relacdes importantes e desenvolver uma compreensdo profunda do conceito.
No estudo das fungdes, é necessario promover a distingdo entre o conceito de
funcéo e os seus diferentes tipos de representagdo (numérica/tabular; algébrica;
gréfica; linguagem natural). O uso da representagdo grafica tem um papel fun-
damental na compreensdo de tal distingdo. As conexdes entre as representagoes
graficas e as expressdes algébricas trazem beneficios para a sua compreensao.

Em Elon (2006), R* = R x R é o exemplo mais importante de produto
cartesiano pois, afinal de contas, trata—se do caso particular que deu origem a
ideia geral. Em R? o elementos (x, y) sdo os pares ordenados de nimero reais
e eles surgem como as coordenadas cartesianas de um ponto do plano [] (x =
abcissa, y = ordenadas) quando se fixa nesse plano um par de eixos ortogonais
OX e OY, que se interceptam no ponto O, chamado de origem do sistema de

coordenadas.

Figura 2.4: Plano Cartesiano
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O conceito de uma fun¢do é um conjunto de pares ordenados que nos

permite dar a defing¢do a seguir do grifico de uma funcdo.

Definicdo 2.6 Se f for uma fungdo, entdo o grdfico de f serd o conjunto dos pontos

(x, y) em R? para os quais (x, y) é um par ordenado de f.

Segue da Defini¢do 2.6 que o grafico de uma fung¢do f é o mesmo que o
grafico da equagdo y = f(x).

Pode-se entender por gréfico de uma fungdo f o conjunto de todos os pares
ordenados (x,y) , em que x pertence ao dominio da fungdo e y é a imagem
correspondente, tal que a cada x s6 corresponde um e um sé y , ou seja, o
gréfico de uma fungdo pertence ao produto cartesiano Dy x CDy.Entende —
se por representagdo grafica a representagdo geométrica, num referencial, do
grafico da funcdo.

De acordo com Elon (2006), é enfatizado que a fim de que um subconjunto
G C X X Y seja o grafico de alguma fungdo f : X — Y é necessdrio e suficiente

que G cumpra as seguntes condicoes:

e Para todo x € X existe um par ordenado (x, y) € G cuja primeira coorde-

nada é x.

e Sep = (xy) ep = (x,y) sdo pares pertencentes a G como a mesma

primeira coordenada x entdo y = y’ (isto é, p = p’)

Fica evidente que tais condi¢des podem ser resumidas a ideia que para cada
x € X existe um e, somente um, y € Y tal que (x, y) € G.

Em Elon (2006), o gréfico de uma fungado f : X — Y é o subconjunto G(f) do
produto cartesiano X X Y formado por todos os pares ordenados (x, v), onde x

é um ponto qualquer de X e y = f(x). Assim:
G(f) =l y) € XX Y,y = f(0)} = {(x, f(¥)); x € X}
Exemplo 2.8 Grifico da fungio f(x) = x°. Notemos que Dom(f) = Im(f) = R.

A Tabela 2.4 fornece o valor de y para alguns valores fixados de x.
Sex >0,entdoy > 0esex <0, entdo y < 0. Logo, o gréfico estd situado no

primeiro e terceiro quadrantes.
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Tabela 2.4: Valores de y = x° para alguns valores de x.

x |y=x°
-1 1
12| -1/8
/4 | 1/64
0 0
1/4 | 1/64
1/2 1/8
1 1

Observando a Tabela 2.4, vemos que quando x > 0 e x cresce, os valores
correspondentes da ordenada y também crescem e mais rapidamente. Quando
x < 0 e x decresce, os valores correspondentes da ordenada y decrescem e mais
rapidamente. O gréfico de f estd representado na Figura 2.5.

A
3+

Figura 2.5: Gréfico da fungdo y = x°.

Geometricamente G(f) é, em geral, uma curva no plano.

No Exemplo 2.9, G(f) ndo é uma curva. Nos casos em que G(f) é uma curva,
intuitivamente podemos pensar que os conjuntos Dom(f) e Im(f) representam
a "largura” e “altura” mdaxima da curva, respectivamente. Este processo é
demorado e ineficiente e serd abandonado nos capitulos seguintes, quando
serdo dadas técnicas mais eficientes para fazer o grafico. E importante ndo

confundir a fun¢do com seu grafico, pois o grafico é um subconjunto do plano.
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Exemplo 2.9 O grifico da fungio dada pela sequinte tabela, mostra a vazio semanal

de dgua de uma represa em funcio do dia.

Tabela de valores da vazdo de 4gua de uma represa.

Dia | m3/seg
1 360
2 510
3 870
4 870
5 950
6 497
7 510

10

606

40

Figura 2.6: Gréfico do exemplo (2.9)

Os gréficos de f(x) + ¢, f(x +c), cf(x) e f(cx), (c € R) podem ser obtidos
diretamente do gréfico de f(x). De fato:

1. O grafico de g(x) = f(x + c) pode ser obtido a partir do gréfico de f
transladando-o ao longo do eixo dos x em c unidades para a esquerda se
c > 0, ou transladando-o ao longo do eixo dos x em ¢ unidades para a

direita se ¢ < 0.

2. O gréfico de g(x) = f(x) + ¢, ¢ € R pode ser obtido do gréfico de f
transladando-o ao longo do eixo dos y em ¢ unidades para cima se ¢ > 0

ou c unidades para baixo se ¢ < 0.

3. O gréfico de g(x) = c.f(x), c > 1 pode ser obtido “esticando-se” o gréfico

de f verticalmente pelo fator c.
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4. O grafico de g(x) = f(cx), ¢ > 1 pode ser obtido “comprimindo-se” o

grafico de f horizontalmente pelo fator c.

5. O gréfico de g(x) = cf(x), 0 < ¢ <1 pode ser obtido “comprimindo-se” o

grafico de f verticalmente pelo fator c.

6. O grafico de g(x) = f(cx), 0 < ¢ < 1 pode ser obtido "“esticando-se”o

grafico de f horizontalmente pelo fator c.

7. O grafico de g(x) = —f(x) pode ser obtido pela reflexdo do gréfico de f

em torno do eixo dos x.

8. O grafico de g(x) = f(—x) pode ser obtido pela reflexdo do grafico de f em
torno do eixo dos y. Em cada caso é conveniente especificar os dominios

e imagens.

Exemplo 2.10 Grificos de f(x) = x (azul), de g(x) = f(—2x) = —2x (vermelho) e
2f(x + 1) = 2(x + 1) (verde).

\

Figura 2.7: Gréfico do Exemplo 2.10

Exemplo 2.11 Grificosde y = f(x) = x* (azul), de y = f(x+1) = (x+1)? (vermelho)
ey =2f(x+1) =2(x+ 1)* (verde):

Exemplo 2.12 Grificos de f(x) = x° (azul), de f(x + 1) = (x + 1)* (vermelho) e
f(=3x) = =27x3 (verde).
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Figura 2.8: Gréfico do Exemplo 2.11

Figura 2.9: Gréfico do Exemplo 2.12



Capitulo 3

Func¢des Reais Elementares

3.1 Funcao Polinomial do Primeiro Grau ou Afim

Definic¢do 3.1 A fungdo real é polinomial do primeiro grau ou afim quando pode ser

escrita na forma:

y=f(x)=mx+b (3.1)
onde m, b € R. Note que Dom(f) = ReIm(f) =R

O grafico de f(x) = mx + b é uma reta de coeficiente angular m passando
por (0,b). Reciprocamente, dados dois pontos que determinem uma reta ndo
vertical existe uma fungdo afim cujo grafico é a reta.

Observe que:

f©-f@ _mc+b-—md—b _mfc—d) _

c—d c—d c—d (3.2)

paratodoc,d € R,c #d. Logo, f(0) = b, f(1) = m+b, f(2) =2m+b = f(1)+m.

Em geral:

fk+1) = f(k) +m, (3.3)

para todo k € IN. Logo, f(0), f(1), f(2).., f(n),.. formam uma progressao

aritmética de razdo m.

16
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Fazendo h = ¢ — d, temos:

SCLLRIIO -

A propriedade que caracteriza as funcdes polinomiais de primeiro grau é
que f(x + h) — f(x) depende apenas de h, isto é a acréscimos iguais dados a
x correspondem acréscimos iguais para f. E esta caracteristica que deve ser

utilizada nas aplicagdes.

3.1.1 Valor de uma Func¢ao Afim

O valor que pode ser obtido de uma fungdo f(x) = ax + b para x = x, é dado
por f(x,) = ax, + b. Como exemplo, na fun¢do afim f(x) = 5x + 1, podemos

determinar:

Tabela 3.1: Valores de f(x) = 5x + 1 para alguns valores de x.
X, f(x)=5x+1

1 f(1)=51+1=6

2 f(2)=52+1=11
1] f(-1)=5(-1)+1=-4

3.1.2 Taxa de Variacdao da Funciao Afim f(x) =ax+b

Segundo Dante (2007), temos que na funcdo afim f(x) = ax + b considera-
se como taxa de variacdo ( ou taxa de crescimento) o valor de a. Obtem-se
esse valor, a partir de dois pontos quaisquer, porém distintos , (x1, f(x1)) e

(x2, f(x2)), da fungdo considerada. Assim, fazendo f(x1) — f(x2) = a.(x; — x2) =
. fx) = f(x2)
X1 — X2
A taxa de variacdo da fungdo afim é sempre constante. Isto é uma ca-

racteristica importante das fun¢des afins onde o valor de a é a tangente de

inclina¢do da reta com o eixo x. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1 Grificos de f(x) = x (negro), g(x) = x + 1 (azul), e h(x) = x + 2

(vermelho), respectivamente, temos:
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Figura 3.1: Taxa de inclinacdo da reta.
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Figura 3.2: Gréfico do Exemplo 3.1 .

Observamos neste exemplo que as retas tém todas a mesma inclinagdo
(a = 1) onde as retas sdo paralelas e que f(x) passa na origem , g(x) passa pelo

ponto (0,1) e a fungdo h(x) passa pelo ponto (0, 2).

Exemplo 3.2 Os grificos de f(x) = x+1 (negro), e f(x) = 2x+1 (azul) e f(x) = 3x+1

(vermelho), respectivamente:

Neste exemplo a reta de maior inclinagdo estd mais vertical do que a reta
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£ GeoGebra = | G |
Arquivo Editar Exinir Opgdes Ferramentas Janela Aluda

2

Enirada: Ec)

Bil-0 © o/ E@Ec bR

Figura 3.3: Gréfico do Exemplo 3.2.

que tem menor inclinagdo e como as fungdes f(x), g(x) e h(x) tem o mesmo
coeficiente linear todas elas passam no ponto (0, 1).
Parab = 0em y = f(x) = mx + b, obtemos um tipo importante de funcao,

chamada funcdo linear. Portanto, a fungédo linear é definida por:

f(x) =mx,meR. (3.5)

Este ¢ modelo matemdtico para resolver problemas que envolvem propor-
cionalidade. Seu grafico é uma reta de coeficiente angular m passando pela

origem.

Figura 3.4: Gréfico da fungdo linear y = mx, variando o valor de m.
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3.1.3 Funcao Linear

Definic¢do 3.2 IEZZI (2004). Um fungdo de R em R recebe o nome de fungdo linear
quando a cada elemento x € R associa-se o elemento ax € R onde a # 0 é um niimero

real dado.

O gréfico da fungdo linear é um reta que passa pela origem do plano carte-
siano visto que f(0) = 4.0 = 0. O conjunto imagem é IR.

De fato, qualquer que seja y € R, existe sempre x = % € R,a # 0, tal que

) = f&)=aZ =y,

~ =
3.1.4 Grafico da Fun¢dao Afim

O gréfico da fungdo f(x) = ax + b é uma reta. Podemos demonstra isto da
seguinte forma;

Consideremos trés ponto A, B e C pontos disitintos pertencente ao grafico de

f(x) =ax+b,a # 0e(x1, 1), (X2, ¥2) e (x3, y3) suas coordenadas respectivamente.

Figura 3.5: Alinhamento dos pontos A, B e C.

Para provarmos que os trés pontos estdo na mesma reta devemos demostra

que os tridngulos ABD e BCE sdo semelhantes. De fato :
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(X1,y1)€f:>y1 :ax1+b
(X2, ¥2) Ef = yp=axy+b

(x3,y3) € f = ys=ax3+b
Fazendo subtragdes membro a membro, temos:

Y3 — Y2 = a.(x3 — Xxp)

Yo — Y1 =a.(xa — x1)

Isolando o valor de a temos:

a_y3—y2 _Y2=
X3—X2 X2—X1

(3.6)

Os triangulos ABD e BCE sao retangulos e tém lados proporcionais, entdo
sdo semelhantes e, portanto, a« = . Segue-se que os pontos A , B e C estdo

alinhados.
Proposicao 3.1 Seja f uma fungdo linear. Entdo:

1. Para todo x1, x, € R, temos

flx1 +x2) = a(x; + x2) = axy +axy = f(x1) + f(x2) (3.7)

2. Sendo f(x) =m, f(n.x) = f(x) + f(x) + ... + f(x) = nm em geral

f(nx) = nf(x), (3.8)

paratodox € Ren € Z.

3. Quando m = 1, temos:

f) =x,

que é chamada fungdo identidade. Seu grifico é uma reta de coeficiente angular

1.
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Figura 3.6: Gréfico da fungdo f(x) =

3.1.5 Funcao Afim Crescente ou Decerescente

Teorema 3.1 IEZZI (2004). A fungdo afim é crescente (decescente) se, somente se, 0

coeficiente angular for positivo ( negativo).

Este teorema pode ser demonstrado partindo do fato que em:

- +b) — +b
f(x):ax+b<:)f(1 Sl >O(x¢ 2) © (@x +b) = @x; )>O<:>
X1 — X2 X1 — X2
M >0ea>0
X1 — Xp
Neste caso a fungdo afim serd crescente quando a > 0.
Para fungdo afim decrescente devemos ter:
- +b) — +b
f(x):ax+b(:>f(1 fxz <0(x¢ 2) © (ax +b) = (@x; )<O<:>
X1 — X2 X1 — X2
al - %) <0ea<0
X1 — Xp

Assim a funcdo afim é decescente para a < 0.

[

{1, 3)

Figura 3.7: Graficode y = 2x + 1.
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- aa.

Figura 3.8: Gréfico de y = —x + 3.

Na Figura 3.7 a fungéo f(x) = ax + b, tema =2 > 0 e a reta é crecente e na

Figura 3.8 tema = —1 < 0 e a reta é decresente.

Exemplo 3.3 Sabe-se que 100g (§=gramas) de soja contem 35g de proteinas e 100g de
lentilhas contem 26g de proteinas. Um adulto médio, num clima moderado, necessita
de 70¢ de proteinas didrias em sua alimentagdo. Uma pessoa deseja prover estas 70g de
proteinas somente com soja efou lentilhas. Se x é a quantidade de soja e y a quantidade

de lentilhas didrias (x e y medidas em unidades de 100g), qual é a relagdo entre x e y?

A quantidade de proteina na soja é 35x e a quantidade de proteina nas lentilhas
é 26y por dia (ambas medida em gramas). O total de proteinas didrio é 70;

logo, temos a equagédo de primeiro grau:

S
26 26

35x +26y =70 = f(x) = —
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3.2 Func¢ao Quadratica

Definic¢do 3.3 LIMA(2006). Uma fungio f : R — R chama-se quadritica quando

existem niimeros reais a, beccomoa # 0, e f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € R.

Tem-se que para todo h € R, f(x + h) — f(x) é uma funcédo afim em x, pois

sendo:

fx+h)=a(x+h)?*+b(x+h)+c=ax>+bx+c+2ah+b)x+ah*+c = f(x)+mx+n
fx+h)—f(x)=mx+n

A Im(f) e o gréfico de f dependem essencialmente do discriminante A da
equagdo do 22 grau ax® + bx + ¢ = 0 e do coeficiente a do termo principal. O
fato de a # 0 garante que exemplos na forma f(x) = Ox + bx + ¢ ndo sejam
consideradas como func¢do quadratica, do contrdrio terfamos a fun¢do afim
como um caso particular da fun¢do quadratica.

Um dos problemas procurados nas fun¢des quadréticas sdo a suas raizes ou
zeros que sdo valores de x que tem imagem igual a 0. Os numeros procurados

sdo as raizes da equagdo do segundo grau:

X —sx+p=0 (3.9)
com efeito, se um dos nliimeros é x, o outro é s — x e seu produto é

p=2x(s—x) =sx—x?

x> —sx+p=0

Segundo LIMA(2006), a regra para achar dois niimeros cuja soma e cujo
produto sdo dados era assim enuciada pelos babilonios:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz quadrada
da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dard o maior dos niimeros
procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro niimero.

Na notacgdo atual, esta regra fornece as raizes

+4[E)r-p (3.10)
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s—xz%— (%)Z—p (3.11)

3.2.1 Forma Candnica do Trinomio

Considerando o trindmio

ax>+bx+c=a x2+gx+§] (3.12)
completando os quadrados temos:
b b
ax> +bx+c=a x2+2.5.x+@—@+£]

ou

ax*+bx+c=a x+£2+4ac—_b2
B 2a 4a?

Podemos assim, rescrever a lei de formacdo da fun¢do quadratica f(x) =

ax* = bx + ¢ da seguinte forma:

2
b dac — b?
24+ b = — 1
ax- +bx +c a(x+2a)1+ " (3.13)
De forma equivalente:
ax® + bx +c = a(x — x,)* + v, (3.14)

ondex—_—be —M
0T 9tV T T,

Esta é a chamada forma canodnica da funcdo quadratica e a partir da qual,

obteremos propriedades importantes de f.
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3.2.2 Valor maximo e valor minimo

Definic¢do 3.4 Dado m € R, dizemos que f(m) é o valor maximo da funcdo f se

f(x) < f(m), Vx € R e dizemos que f(m) é o valor minimo se f(x) > f(m), Vx € R.

Da forma canonica de (3.2) da fun¢do quadrética f é composta de duas

5 , 4ac — b?
parcelas: a parcela a(x — x,)” que varia com x e a parcela y, = PR formada
a

apenas por valores constantes.
Sea > 0, entdo a(x —x,)> >0 =>a(x—x0)2+yo >0+,

Assim :

f(x) =ax* +bx+c >y, paraa>0

4ac — b?
4q

ou seja, f atinge o valor minimo y, = quando x — x, = 0, ou ainda,
em X = X,.
Sea <0, entdo a(x — x,)> <0 :>a(x—xo)2+yo <0+,

Assim :

f(x)=ax*+bx+c<y,paraa<0

4ac — b?
4q

ou seja, f atinge o valor méximo y, = quando x — x, = 0, ou ainda,

em Xx = Xx,.

Desta forma o ponto do dominio x, = b7 ¢ o ponto que maximiza ou
a

minimiza a fun¢do, dependendo do sinal de 4. Resumindo:
e Sea > 0 a funcdo admite um valor minimo;

e Sea < 0 a funcdao admite um valor maximo.

3.2.3 Zeros da Fun¢ao Quadratica

Os zeros da func¢do quadrética ou raizes da funcdo f sdo os valores de
x para os quais f(x) = 0 ou de forma equivalente sdo as raizes da equagdo
ax 2 + bx + ¢ = 0. Pela forma canonica 3.14 fazendo f(x) = 0 ,temos:

2 2
ax* +bx+c=a x+£ +4ac b =0
2a 4q
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cuja a solucdo é a férmula de Baskara:

_ 2 _
yo % Z“Z dac (3.15)

O termo b? — 4ac é representado pela letra grega A ( delta )
A = b* — 4ac (3.16)

A existéncia de raizes reais para equacao 3.15 fica condicionado ao fato de
3.16 ser real. Portanto, temos trés casos a considerar:

Pode-se ter as seguintes configuragdes de pardbola dependendo do sinal de

Aedea:

1. A >0, equagdo 3.15 apresenta duas raizes reais e distintas que sao:

b+ VA

17
X1 o (3.17)
-b—- VA
= — 1
X2 o (3.18)
2. A = 0aequagdo 3.15 apresentard duas raizes iguais, que sdo:
-b
= — .1
X1 X2 2 (3 9)

3. A < 0, sabendo que nesse caso VA ¢ R na equacao 3.15, diremos que ela

ndo apresenta raizes reais.

3.2.4 Grafico da Fun¢ao Quadratica

Definic¢do 3.5 LIMA(2001). O grifico da fungio quadritica f : R — R dada por
f(x) = ax> +bx+c,a # 0, e x € R é o subconjunto G C R formados pelos pontos
(x,ax* + bx + ¢), cuja abscissa é um niimero real arbitdrio x e cuja ordenada é o valor

def(x) que a fungdo assume no ponto x.
Para mostrar que G é uma parabola consideremos a definicao.

Definic¢do 3.6 A pardbla de foco F e diretriz d é um conjunto dos pontos do plano que

sdo equidistantes do ponto F e a reta d (Figura 3.10).
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parabola

Reta diretriz

Entrada {3

gl -5 e ol elE a0 oA REREEOEC e

Figura 3.10: Parabola.

A reta que contém o ponto F ( foco) e é perpendicular a diretriz é chamada
de eixo da pardbola. Denomina-se vértice da pardbola ao ponto dessa curva
que estd mais proximo da reta diretriz. Ele é o ponto médio do segmento cujas
extremidades sdo o foco e a interseccdo do eixo da diretriz.

Ellon (2001) ressalta que, se o ponto P pertencer a pardbola e P’ é o seu
simétrico em relagdo ao eixo, entdo d(P’,F) = d(P,F) e d(P’,d) = d(P,d), logo P’
também pertence a parabola.

O gréfico da fun¢do quadrética é uma pardbola onde temos um vértice que

é um ponto da parédbola que intersecta seu eixo de simetria. A coordenada do

vertice é v = —E'—A
“\ 24" 4af

Mostremos inicialemente que o grafico da fungdo quadratica f(x) = ax* é

1
uma parébola em IR? cujo foco é o ponto F(0, E) e cuja diretriz é a reta horizontal

-1
V=1 Verificando incialmente que para todo x € R, vale a igualdade

1V 1Yy
x>+ (ax2 - E) = (ax2 + E) (3.20)

oonde no primeiro membro temos o quadrado da distancia do ponto P(x, ax?)

1
do gréfio de f(x) = ax* ao foco F(0, E) e no segundo membro temos o quadrado

1
da distancia de F(0, E) aretay = o Isto mostra que todo ponto do grafico

de f pertence a pardbola em questdo. Nisto, se P(x, y) for um ponto qualquer
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dessa pardbola, o ponto P = (x,ax?) também pertence a parabola. Portanto
y = ax?, pois esta curva ndo contém dois pontos distintos com mesma abscissa.

Logo todo ponto da pardbola pertence ao gréfico de f.

Figura 3.11: Pardbolas paraa > 0, A > 0, A =0, A <0, respectivamente.

\WWaVal

Figura 3.12: Pardbolas paraa <0, A > 0, A =0, A <0, respectivamente.

Examinado o gréafico da fungdo quadrética f(x) = a(x — m)? temos que ele é
uma pardbola, cujo foco é o ponto F(m,1/4a) e cuja diretriz é a reta y = —1/4a

(Figura 3.13)

y = a(x—m)?

Figura 3.13: Parébola y = a(x — m)>.

Para chegramos a esta conclusao, temos

(x —m)* + [a (x —m)* — —]2 = [a (x —m)* + l]z (3.21)
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Observa-se que o grafico de f(x) = a(x — m)? resulta daquele de g(x) = ax?
pela translagdo horizontal (x,y) — (x + m,y) que leva o eixo vertical x = 0
na vertical Em LIMA(2001), o grafico da fun¢do quadratica f(x) = a(x — 2)* + k
€ uma pardbola cujo foco é o ponto F(m, k + 1/4a) e cuja a diretriz é a reta

horizontal y = k — 1/4a (Figura 3.14)

Y
y=a(x—m)’ +k

y :al(xfm)2

N

Figura 3.14: Parabola f(x) = a(x — 2)* + k.

O gréfico de y = a(x—m)*+k resulta daquele de y = a(x—m)? pela translagdo
vertical (x, y) = (x,x + k), que leva o eixo OXnaretay =kearetay = -1/4a

aretay=k—1/4a
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3.2.5 Vértice da Parabola

. -b ) . [-b [-b
LIMA(2001) resalta que a reta vertical x = > contém o vértice ( L f ( > ))
da pardbola y = ax®> + bx + ¢. Logo o eixo de simetria dessa curva é esta
reta vertical. Portanto dois pontos (x',y) e (x”,y) da pardbola tem a mesma
ordenada, ou seja, f(x') = f(x”) se, e somente se, —b/2a é o ponto médio do

intervalo cujos extremos sdo o x’ e x””. Noutras palavras,

AN 7 _b_x/+x” ’ 7 _ b
f(x)-f(x)(z:»z— o’ —x' +x =-- (3.22)

De fato usando a forma canonica f(x) = (x—m)*+k, onde m = ;—: ek = f(m)

temos:

f@X)=f(x") = & -my+k="-—m)y+k
= (¥ —m)* = (x" —m)*
= x' —m=x(x"—m)

Vemos que x’ —m = x”" —m equivale a x’ = x”, enquanto x’ —m = —(x" — m)
x'+x”

2
. _=b 3 ) _dac-bv* -A
Assim temos que x, = 5, eque fxy) = a.(xy)” +b.(xy) +c = 1w -1

equivaleam =

Exemplo 3.4 MELLO (2005, p.112). O lucro de uma empresa é dado pela lei L(x) =
—x* + 8x — 7, em que x é a quantidade vendida ( em milhares de unidades) e L é o lucro

(em reais).
a) Determine os valores de x para os quais o lucro é positivo.
b) Determine a quantidade que se deve vender para obter lucro madximo.

Resolucgao

a) Quando queremos L(x) > 0 entdo vamos resolvera inequagdo —x*>+8x—7 > 0
onde teremos 1 < x < 7 (Figura 3.15). Logo, o lucro sera positivo para x

entre 1 milhar e 7 milhares de unidades vendidas.
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b) Basta determinarmos o valor de x, da pardbola 3.15 associada a fungdo L(x).

_b:__8:4

T T 20D

Ou seja, para obter o lucro méximo devem ser vendidas 4 milhares de

unidades.

¢) Basta determinarmos o valor de y de pardbola 3.15 assiciado a fungado L(x).

—A _ [#-4(-1(-7] _36

=9

Y=gy T 4.(-1) 4

Figura 3.15: Fungdo L(x) = —x* +8x—-7,1<x < 7.
Logo o lucro maximo serd de R$ 9,00.
Exemplo 3.5 MELLO (2005, p.101) Durante uma situagdo de emergéncia, o capitio

de um barco dispara um sinalizador para avisar a gurada costeira. A trajetoria que o

sinal luminoso descreve é de um arco de pardbola.
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A fungdo que descreve o movimento do sinal luminoso é dado por h(t) = 80t — 5¢2,

sendo h a altura do sinal, em metros, e t, o tempo decorrido apés o disparo, em segundos.

a) Qual a altura mdxima que esse sinal luminoso pode atingir?

b) Quantos segundos se passaram, apés o disparo, até o sinal luminoso atingir a altura

mdxima?
Solucao

a) Para determinarmos a altura méxima que esse sinal pode atingir precisamos

encontrar o valor méximo da funcéo.

CSA —[802-4(-5)0] -6400
ST T 4.(-5) =0 2%

Logo a altura maxima que o sinal luminoso pode atingir é de 320m.

b) Otempo que osinalluminoso leva para atingir a altura maxima corresponde

ao x, da pardbola. Utilizando a férmula da abscissa do vértice, temos:

o oTh_ 80 80
21 2(=5) -10

Logo, o sinal luminoso atingira a altura méxima 8 ap6s o disparo.

Exemplo 3.6 A trajetéria de um corpo langado obliqguamente, desprezando a resiténcia
do ar, é dada por uma fungdo polinomial do sequndo grau. A partir de seu deslocamento
horizontal (ao longo do eixo dos x), obtemos sua altura y. Por exemplo, um objeto
é langado no ar. Se sua altura, em metros, t sequndos apds o langcamento é dada
pory = f(t) = 20t +10#?, qual é a altura mdxima atingida pelo objeto e em que instante

ele a atinge?

Determinemos o vértice da pardbola y = 20t — 102, A = 400,a = -10 < 0O e
b =20;v = (1,10). Logo, a altura maxima é de 10m, atingida 1 segundo ap6s o

lancamento.



Figura 3.16: Pardbola do Exemplo 3.5

34

Exemplo 3.7 Mello (2001, p 111) Represente em um mesmo plano cartesiano as

pardbolas correspondentes ds funcoes a seguir.

a) y=5x?
b) y = —5x
o y= jIxz
d y= —%xz

BOWENEED

L)

Entrada:

Figura 3.17: Gréfico solugdo do Exercicio 3.7 no Geogebra.

= NI AisIE ] S RS ae
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Exemplo 3.8 Mello (2001, p. 656) Um grupo de amigos alugou um onibus com 40
lugares para uma excursdo. Foi combinado com o dono do 6nibus que cada participante
pagaria R$ 60,00 pelo seu lugar e mais uma taxa de R$ 3,00 para cada lugar nio

ocupado. O dono do 6nibus receberd, no maximo. quanto?

Solucao

Seja x a quantidade de passageiros e f(x) a fun¢do que expressa o quanto o
dono do 6nibus receberd, temos:

f(x) = 60x + 3x(40 — x)

f(x) = =3x% + 180x

O valor maximo que o dono do 6nibus recebera serd o maior valor que a

fungdo f(x) assume:

_—A —[180% - 4.(-3).0]

= TA L =27
Y= 4 4.(-3) 00

Logo, o dono do 6nibus recebera R$ 2700,00 no maximo.

3.3 Funcao Exponencial

A funcdo exponencial estd associada a fendmenos de crescimento ou de-
crescimento, como por exemplo, crescimento populacional e desintegragdo

radioativa.

Definicao 3.7 LIMA(2006). A fun¢do exponencial de base a, sendo a um niimero
real positivo diferente de zero, f : R — R indicada pela notagio f(x) = a*, deve ser

definida de modo a ter as sequintes propriedades, para quaisquer x,y € R:

1. a*.a¥ = a™ty;

3. x<y=a*<a¥quandoa>1;

4. x<y=a*>a¥quando0 <a <1
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Pelas propriedades anteriores, cada vez que a abscissa aumenta uma uni-
dade a ordenada é multiplicada por a e cada vez que a abscissa diminui uma
. i 1
unidade a ordenada é multiplicada por —.
a
Se a > 1, entdo, a distancia da curva ao eixo dos x cresce quando x cresce e

decresce quando x decresce. Se 0 < a < 1 ocorre o contrario.

Figura 3.19: Gréficos paraa > 1: a = 2 (verde) e a = 3 (azul).
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Exemplo 3.9 Um fabricante de certos componentes eletronicos fez um estudo es-
tatistico da confiabilidade do seu produto. O estudo indicou que a fracdo dos compo-
nentes que apds t anos de uso, ainda estido em condigdes de funcionamento é, aproxi-

madamente, f(t) = e %%, sendo e um nitmero Neperiano.
1. Que fragdo dos componentes deve funcionar pelo menos por trés anos?

2. Que fragdo dos componentes deve parar de funcionar durante o terceiro ano de

uso?

Resolugao

1. Devemos calcular: f(3) = ¢7% = 0.54, isto é, podemos esperar que apro-

ximadamente 55% dos componentes funcione pelo menos trés anos.

2. Para determinar a fracdo dos componentes que deve parar de funcionar

durante o terceiro ano de uso, basta calcular:
f(3) — f(4) = e — 798 = 0,099

Portanto, podemos esperar que, aproximadamente, 10% dos componen-

tes parem de funcionar durante o terceiro ano de uso.

Figura 3.20: Grafico de f(t) = e 0*

Exemplo 3.10 Projeta-se que em t anos, a populagio de um estado serd de P(t) =
10e%%% milhoes de habitantes. Qual é a populagio atual? Qual serd a populagdo em 20

anos, se a populagdo continuar crescendo nesta propor¢io?

A populagéo atual é P(0) = 10 milhdes e P(20) = 10’4 = 14.918 milhdes.
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Figura 3.21: Grafico do Exemplo 3.8
3.4 Funcdo Logaritmica

Como qualquer reta paralela ao eixo dos x intersecta o grafico da funcao
exponencial y = a*, sendo a # 0, ela possui uma inversa denominada fungéo

logaritmica de base a, que é denotada por:
f(x) = logax
e definida por:
y=log, (x) e a’=x,

ondea € Re0 <a # 1. Note que Dom(f) = (0, +), Im(f) = R, f(1) =0,

f(a) =1 e seu grafico depende desera >1ou0 <a<1.

2.0

Figura 3.22: Gréficode 0 <a < 1;a =1/5 (verde) ea = 1/3 (azul).
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Figura 3.23: Gréfico dea > 1;a =2 (verde) ea = 1/2 (azul).

Usandoofatode y = log, (x ) ser ainversa da exponencial temos as seguintes

identidades: log, (4* ) = x, para todo x € R e a8 ) = x para todo x € (0, +c0).
Proposicao 3.2 Sejay =1log, (x ), a € Retal que0 <a # 1:

1. f (x1.x2) = f(x1) + f(x2), para todo x1, x; € (0, +00 ), isto é:
log,(x1.x2) = loga(x1) + loga(x2), para todo x;, x, € (0, +00).

2. log,(xb) = b.log,(x).

3. log, (i—:) =10g,(x1) — loga(x2).

1
logy(a)

5. a* = brioss(@),

4. log,(b) =

A mudanca de base da funcdo logaritmica é dada por:

_ logy(x)

log.(x) = )

3.5 Fung¢oes Seno e Cosseno

3.5.1 Funcao Seno e Func¢ao Cosseno

Definic¢do 3.8 Uma fungdo f é periddica de periodo t, t > 0, quando para todo x €
Dom(f), x +t € Dom(f) e f(x) = f(x + 1).
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O gréfico de uma func¢ao periddica de periodo t se repete em cada intervalo de
comprimento t.

As fungdes periodicas cos : R — R e sen : R — R, chamadas de fungdo
cosseno e funcdo seno respectivamente, sdo definidas pondo-se, para cada

xelR:
E(x) = (cos(x); sen(x))

Sendo E(x) pontos de uma circunferéncia centrada na origem do plano
cartesiano e raio unitdrio.

Noutras palavras:
Definigio 3.9 Fungio Seno é a ordenada de E(t):
£(x) = sen(x)
Defini¢iao 3.10 Fungio Co-seno é a abscissa de E(t):
g(x)=cos(x)
Imediamente desta defini¢do vale, para todo x € IR, a relagdo fundamental:
cos?x + sen’x = 1

Temos tambem que x € R:

E(x) = (cos(x); sen(x))

E(—x) = (cos(—x); sen(—x))

Sendo cos(—x) = cos(x) e sen(—x) = —sen(x) para todo x € R temos que
cosseno é uma fungdo par e seno é uma fungdo impar.

Temos também que sen(2003) indica que estamos calculando o seno de 2003
radianos. Nas duas fung¢des temos que Dom(f) = Re Im(f) = [1,1]; seno é uma
funcdo impar e co-seno é uma funcdo par; ambas sdo periddicas de periodo 27

27

A funcdo y = a + bsen(cx) e y = a + bcos(cx) tem periodo iguala P = T
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E(x) = (cos{x), sen(x))

Figura 3.24: Circulo trigonométrico.

Prova 3.1 Se P > Qe f(x) = f(x + P) entdo o menor valor positivo de P é o periodo da
fungdo f. Utilizando essa defini¢do temos:
f(x) = a+ b.sen(cx)
f(x+P) =a+b.sen[c.(x + P)]
fazendo f(x) = f(x + P) temos:

a + bsen(cx) = a + bsen|[c.(x + P)] = sen(cx) = sen(cx + cP)

Se 0s senos sdo iguais 0s arcos podem ser congruos, entdo:
cx+cP=cx+2Km;Ke Z

27 . o
cP=2kn=P= o como p é o menor valor positivo fazemos K =1 e |c|
c

Conclusio :P = 2|T7|T (c.q.d)

A mesma demonstracdo vale para y = a + bcos(cx).

Para montagen dos gréficos de y = sen(x) e y = cos(x) podemos pelas tabelas:



x | sen(x)
0 0
/2 1
T 0
3mt/2 -1
27 0

x | cos(x)
0 1
/2 0
T -1
3m/2 0
27 1
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Figura 3.25: Gréfico de y = sen(x).

Figura 3.26: Grafico de y = cos(x).

T
2m



Capitulo 4

Construcao do Grafico de Funcoes

Elementares com uso do Geogebra

Ao tratar do uso das tecnologias para o ensino-aprendizagem das ideias
de funcdo ou familia de fungdes, Régo (2000) aponta que as principais vanta-
gens dos recursos tecnolégicos, em particular o uso de computadores, para o
desenvolvimento do conceito de fun¢des seriam, além do impacto positivo
na motivagdo dos alunos, sua eficiéncia como ferramenta de manipulagdo
simbélica, no tracado de graficos e como instrumento facilitador nas tarefas
de resolugdo de problemas.

Branddo (2013) relata que o uso das novas tecnologias de forma planejada
desperta nos estudantes a curiosidade e favorece a investigacado, e consequen-
temente, a aprendizagem de conceitos matematicos. De fato ao usarmos novas
tecnologias na sala de aula, além de potencializarmos o processo ensino -
aprendizagem motivamos o aluno para aprender e realizar investigagdes nos
coceitos de matematica a partir dos recursos computacionais.

Com o Geogebra podemos ilustrar facilmente as propriedades das funcées,
como por exemplo, as que se referem aos coeficientes angular e linear de uma
Funcdo Afim. Ao representar uma funcdo afim no Geogebra, podemos ao
mesmo tempo, observar o comportamento do gréfico a partir da variagdo dos
coeficientes da mesma. Os gréficos dos elementos da familia de fun¢des podem
ser identificados a partir de movimentos geométricos aplicados no grafico de

uma fungao bésica.

43
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Na familia dos polindmios de grau 1, por exemplo, na fungdo bésica y = ax
e na familia constituida pelas fung¢ées y = ax + b o aluno, no Geogebra, faz
variacdes dos pardmetros a e b e investiga o efeito geométrico da funcdo
basica. Nao dependendo de uma tabela numérica mas, somente dos movi-
mentos geométricos o aluno passo a passo vai construindo as relagdes que
podem permiti-lo entender as propriedades do gréafico de quaquer elemento
da familia de fungdes.

Neste capitulo apresentamos uma proposta para introdugdo e exploragdo
dos principais conceitos de fungdo presentes nos estudos das fungdes elemen-
tares através de atividades que serdo exploradas a partir de problemas reais.
Com o software GeoGebra como ferramenta de ensino e conceitos envolvidos
nos contetidos de fungdo afim, fun¢do quadratica , trigonométricas, exponen-
ciais e logaritmicas visamos expor um roteiro com algumas atividades a serem

realizadas.

4.1 O Geogebra

O Geogebra é um software de matematica dindmica ! livre de multiplata-
forma 2 que pode ser usado em todos os niveis de ensino combinando geome-
tria, 4lgebra, tabelas , gréficos, estatistica e cdlculo em um s6 sistema. Ele foi
criado em m 2001 como tese de Markus Hohenwarter e a sua popularidade
tem crescido e desde entdo recebeu diversos prémios de software educacional
na Europa e nos EUA e foi instalado em milh&es de laptops em vérios paises
ao redor do mundo. Segundo PETLA (2008), o Geogebra por ser um software
livre, os colaboradores podem fazer altera¢des em seus c6digos fontes da ma-
neira que necessitarem, melhorando e aprimorando atualizando ferramentas

nele disponivel.

'A expressdo "Matemética Dindmica” é utilizada por Markus Hohenwarter, cirador do
Geogebra, ao explicar as fun¢des dos mesmo. Seria uma extensdo da definicdo de “Geometria
Dindmica ” que permite a elabroracdo de construgdes eletrdnicas nos quais os elmentos bésicos

podem ser movimentados na tela do computador.
2Segundo o diciondrio online Michaelis, multi+plataforma refere-se ao programa que pode

funcionar em varias plataformas (equipamentos) diferentes.
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No Geogebra pode-se realizar constru¢des usando pontos, vetores, retas,
segmentos, seces conicas, fung¢des e ainda alterar todos esses objetos dinami-

camente ap6s a cosntrugdo ser finalizada.

4.2 Instalacdao do geogebra

Ainstalagdo do Geogebra pode ser feita no site http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/.

ERSEN [ www.geogebra.org/cms/pt BR/
| ] [ ] &,
G G | Portuguese (Brazil) ¥
: Sobre  Download  Ajuda  Materiais  Community
Inicio  Blog Informagdes  Histéria Equipe ToS
. Ultimas Novidades
GeoGebra G, 5 GeoGebra 4.4
Dynamic mathematics & science for learning and teaching Try GeoGebra 4.4 with
faster and better CAS view!
Institutes

} You' () °8
= From elementary school to university level ‘ [ruve) \LJ b
= Interactive geometry, algebra, statistics, and calculus software 4 T O \ SR

—

= Tens of thousands of free materials

Figura 4.1: Site do Geogebra

Ao clicar no link de download escolhemos em qual sistema operacional serd
instalado o software. No ambiente Windows podemos salvar e depois executa—
lo, ou apenas executar. Porém uma vez salvo o arquivo executavel, é possivel

transportar o instalador em um pendrive e instalar em outros computadores.
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GeoGebra Desktop
@ GeoGebra Chrome App

I"?"J’ Windows

2 Mac 08 X App Store
' Mac 0S X Portable

A Ubuntu, Debian {.deb
oW, openSUSE, Fedora (.rpm

=3 lava Applet

Mass Installation

IMass installation of GeoGebra on multiple computers

Figura 4.2: Op¢des de instalagdes do Geogebra
4.3 Elementos e Comandos do Geogebra

Acessando o programa encontramos uma janela indicada na Figura (4.3):

Ficheiro Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda <4— Barrade Menus

‘ ' A 5 P 2 Y Mover: Arraste um objecto
L /'; e I>’v @v e/ '4.7 N —‘iv ‘-I_’ seleccionado (Esc) =2

e— ard

. Objectos livres x ? A
. Objectos dependentes

Barra de Ferramentas

Zona
Algébrica

Zona Grafica

W~ ||| &M=

5

a
2

1™

® Entrada de Comandos [ ~la ~|[comando

Figura 4.3: Tela inicial do Geogebra
Na janela do Geogebra temos as regides:

a) Zona Algébrica: Para ativar esta regido devemos ir em no menu Exibir
e clicar em “Janela de Algebra”. Nesta regido qualquer objeto criado irad
apracer como um item e a relacdo entre eles que podem ser alterados nas

saus configuragdes gerais ou isoladas
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b) Zona Graéfica: Regido onde sdo exibidos os objetos tipos pontos, fungoes,
poligonos, vetores segmentos , etc. Usando os recursos disponiveis na
barra de ferramentas, podemos realizar constru¢des geométricas na Zona
Grafica com a utilizacdo do mouse, sem necessariamente partir da Entrada

de Comando.

c¢) Folha de Calculo: E uma tabela de valores nimeriocs, onde cada célula
tem um nome especifico que permite identific-la diretamente. A Folha

de Célculo tem funcionamento analogo ao de uma planilha eletronica.

d) Barra de Ferramentas:. Nesta barra temos todas ferramentas disponiveis

no software que tém as seguintes aplicagdes:

Permitir a construgdo intuitiva de pontos, retas, planos, tridngulos,

circulos e outros objetos bésicos;

— Translada, amplia, reduz e gira os objetos geométricos em relacdo
ao seu centro geométricos e centros especificos, além de possibilitar

simetria axial e central, além de realizar a inversao de objetos;
— Constréi e mede figuras;
— Utiliza coordenada cartesiana e polar;

— Proporciona a apresentacdo das equagdes dos objetos geométricos,

retas, circunferéncias, elipses e coordenadas de pontos;

— Oculta objetos utilizados na construc¢do para melhor organizagdo na

tela;

— Permite diferenciar os objetos mediante o uso de cores e linhas vari-

adas;

Ilustra as figuras mediante a animagdo;

Permite guardar arquivos e macros em disco.

Imediatamente, mostraremos algumas ferramentas deste software e seus

pormenores, de forma a esclarecer sua estrutura.

a) Arquivo: contém as opc¢des Nova Janela, Novo, Abrir, Gravar, Gravar

como, Visualizacdo da Impressdo, Exportar e Fechar, conforme figura.
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% GeoGebra
Arquivo | Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
[ NovaJanela Ctrl+N P &
¢ =2
Novo .7 ®v I\e"/v év xv ABCV = | ‘-I-’v
& abrr... Ctri+0
[&  abrir Pagina WEB ..
Abrir Arquivo Recente r
& Gravar Ctrl+5
Gravar Como ...
;{} Compartilhar...
Exportar 4 E‘L Planilha Dindmica comao Pagina WEB (html) ... Ctrl+Shift+WW
e ) . = @ Janela de Visualizacio como Imagem (png, eps) ... Cirl+Shift+P
(&8 VisualizarImpress3o Cirl+P A
Janela de Visualizacao como GIF Animado ...
[ Fechar Alt+F4 | 7] Copiar para Area de Transferéncia Cirl+Shift+C
Janela de Visualizacio como PSTricks ... Ctrl+Shift+T
Janela de Visualizagdo como PGFITIKZ ...
Janela de Visualizacdo como Asymptote ...
0
4 5 2 i o 1 E 3 4 5 & 7 &

Figura 4.4: Menu Arquivo do Geogebra.

b) Editar: D4 acesso as ferramentas: Desfazer, Refazer, Apagar, Selecionar

Arquivo Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda

tudo e Propriedade.
“% GeoGebra
Desfazer

[}" | # Refazer
L. Copiar
Funcio
0 f(x) Colar
@ g(x]
Mamerg Inserir Imagem de
'@ b=|4% Propriedades ..
‘D eo

Selecionar Tudo

ABC a=2
7|

7

[+

Ctrl+Z k
Cirl+Y * N
Cirl+C

Cirl+V

Copiar para Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C

3

Cirl+E

Cirl+A

\

Figura 4.5: Menu Editar do Geogebra.

c) Exibir: habilita as opc¢des de Eixo, Malha, Janela de algebra, Objetos

auxiliares, Divisdo horizontal, Campo de entrada, Lista de comandos,

Protocolo de construcdo, Barra de navegacado para passos da construcgdo

e Atualizar Janelas.
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7 GeoGebra
Arguivo  Editar Opges Ferramentas Janela Ajuda

Janela de Algebra CHrl+Shift+A
7 V|

: Planilha Cirl+Shift+5
b Janela de Al

Cimci Janela CAS Cirl+Shift+K

O f(x) = 1% (@] Janela de Visualizaio Cirl+Shift+-1
W) = 4 Janela de Visualizagio 2 Cirl+Shifte2
MNumero
-@ a=1 Protocolo de Construgio Ctri+Shift+L
-3 b=0
“@ =15 Teclado
Campo de Entrada
:  Layout...
£ Atalizar Janelas Ctri+F
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R

Figura 4.6: Menu Exibir do Geogebra.

<~ (M0

%

]

d) Opgdes: habilita as opgdes Pontos sobre a malha, Unidades de angulo,
Casas decimais, Continuidade, Estilo do Ponto, Estilo de angulo reto,
Coordenadas, Rotular, Tamanho da fonte, Idioma, Janela de visualizacgao,

Salvar configuragOes e Restaurar a configuragdo padrao.

€7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Ferramentas Janela Ajuda

Descriches Algébricas ' @ Valor
% |l o L] et 2 [l <
Sl ® 4 - = Pontos Sobre a Malha L Definicao L
¥ Janela de Algebra Arredondamento L Comando
Funcio

-0 f(x) = 1x An Rotular

3
2
~@ gle) =1x"+0 Tamanho da Fonte
Nidmero E Idioma
~@ a=1
=@ b=0 ¢ Avancado ...
~@ c=15
@ Gravar Configuractes
Restaurar Configuracio Padriao

Figura 4.7: Menu Opg¢des do Geogebra.

- v

e) Ferramentas: habilita as opgdes Criar uma nova ferramenta, Ferramentas

de controle e Configurar a caixa de ferramenta.
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7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir OpcBes [Ferramentas| Janela Ajuda
] Configurar Barra de Ferramentas ...
‘ % A /./ ill g ﬂ =
® L1 el
v v v D\ ¢  Criar uma Mova Ferramenta ... v v

. sanefade g [&] Gerenciar Ferramentas ...
Funcio

-0 fi(x) = 1x e

D g(x) =1x*+0x+1.5 a=t
- g

Nimero

~@ a=1 b=0

~@ b=0 e

-3 c=15 c=156
e

Figura 4.8: Menu Ferramentas do Geogebra.

f) Janela: habilita a opcdo Nova Janela que permite ao usudrio abrir uma

nova janela.

% GeoGebra

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas [Janela| Ajuda

D Mova Janela Ctrl+N
DR Y S oesns D B B
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio
Fungdo
-0 flx) = 1x

~@ g(x) =1x*+0x+1.5 a=1
[

Nimero

-@ a=1 =0

~@ b=0 ——

-@ c=15 c=15
.

Figura 4.9: Menu Janela do Geogebra.
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g) Ajuda: disponibiliza enderecos de paginas web para consulta ao tutorial

e féruns de discussdo de usudrios do software. Contém as opgdes Ajuda,

www.geogebra.org, GeoGebra Tube, Reporta Erro e Sobre/Licenca.

9 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela [Ajuda)

.*. ,(—‘\ ¥ Ajuda F1 - .
‘ %7 /_v, L I’\"v @7 ‘e /] Tutoriais a—'—v ‘%’

» Janela de Algebra ~ Janela de Visuali] &

Funi?ao i Reportar Erro
-0 f(x) = 1x

-2 g(x) =1x*+0x+1.5 3% § Sobre/Licenca
. —®
MNiumero
-@ a=1 h=0
-@ b=0 —_—
-@ c=15 =15
<1

Figura 4.10: Menu Ajuda do Geogebra.
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-

GeoGebraTube
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4.4 Personalizar a Interface do Utilizador

A interface do utilizador do GeoGebra é personalizada usando o menu
Exibir. Por exemplo, podemos esconder diferentes partes da interface ( Zona
Algébrica, Folha de Célculo, Barra de Comandos) desmarcando o correspon-

dente item no menu Exibir.

4.4.1 Exibir e Esconder Objetos

Podemos exibir ou esconder objetos na Zona Grafica de varias maneiras.

e Pode-se usar a ferramenta Exibir/Esconder objetos para exibir ou esconder

objectos.

e Abra o Menu de Contexto e seleccione o item Exibir objeto para alterar o

estado de visibilidade do objeto seleccionado.

e Na Zona Algébrica, o icone a esquerda de cada objeto mostra o seu
estado de visibilidade corrente ( “visivel” ou “escondido”). Podemos
clicar diretamente no pequeno icone para alterar o estado de visibilidade

do respective objeto.

e Também podemos usar a ferramenta Caixa para exibir/esconder objetos

para exibir ou esconder um ou mais objetos.

4.4.2 Personalizar os Eixos Coordenados e o Quadriculado

Podemos nos eixos coordenados e o quadriculado personaliza-los usando o
Dialogo de Propriedades da Zona Gréfica. Depois de clicar com o botao direito
do mouse no fundo da Zona Gréfica, pode-se abrir esta janela de didlogo

seleccionando “Propriedades” no Menu de Contexto da Zona Gréfica.

e No separador "Eixos coordenados”, podemos, por exemplo, alterar o es-
tilo da linha e as unidades dos eixos coordenados, e estabelecer a distadncia
das graduagdes para um certo valor. Note que podemos personalizar

cada um dos eixos individualmente, clicando no separador “EixoX” ou
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"EixoY”. Além disso, podemos também alterar a razdo entre os eixos e

exibir ou esconder cada eixo individualmente.

e No separador “Quadriculado”, pode-se, por exemplo, alterar a cor e o
estilo das linhas do quadriculado, e estabelecer a distdncia entre estas

linhas. Também pode-se escolher o quadriculado “Isométrico”.

4.4.3 Personalizar a Barra de Ferramentas

A barra de ferramentas pode ser personalizada seleccionando “Personalizar
a barra de ferramentas” no menu ”Ferramentas”. Seleccione a ferramenta ou a
caixa de ferramentas que pretende remover da barra de ferramentas, na lista do

lado esquerdo da janela de didlogo que aparece, e clique no botdo "Remover”.

4.4.4 Funcgdes e Operacdes Pré-definidas

Para inserir ntiimeros, coordenadas ou equagdes, (veja a seccdo Entrada
Direta) também pode usar as fun¢des e operagdes pré-definidas constantes
na tabela seguinte. As fung¢des pré-definidas tém que ser inseridas usando

parénteses curvos.Nao pode deixar espacos entre a fun¢do e os parénteses.

4.5 Graficos de funcdes com Geogebra

Nesta secdo, cada atividade é apresentada com uma sequéncia de instrugdes
mediante o grafico em que se deseja chegar, de maneira a permitir aos partici-
pantes que tém facilidade a continuidade na construcdo das atividades. Para
aqueles que tém maior dificuldade pode ser necessdrio um atendimento indi-

vidual.

4.5.1 Construcao da funcao afim no geogebra

Considerando a fung¢do afim f(x) = ax + b, de acordo com a Secdo 3.1,
um procedimento para construir o gréfico desta funcdo é dado pela seguinte

atividade.
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o Atividade 1: Construir um gréfico de uma fungdo afim f(x) = ax + b com

a utilizagdo do software geogebra com pardmetros a e b varidveis.

a) Construa dois seletores a e b.

Bl-o e o R ERIECa

Figura 4.11: Janela para criacdo de seletores no Geogebra.

b) Usando aentrada algébricano campo de entrada digite a fungdo f(x) =

ax*x+betecle ENTER.

Entrada: fix)=a*x+b|

R = = e ] 21

Figura 4.12: Campo de entrada.

€7 GeoGebra o
Arquivo_Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda

AL INEE @e
Al ele] 4N =] +] 90
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio
= Fungdo g

9 f(x) = 1x+1
= Nimero a=1
0 a=1 —_—

3 b=1 b=1

- EIEEEAL JEL =k e

Figura 4.13: Fungédo afim y = x + 1 no Geogebra.
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¢) Deslizando os parametros a e b da fungdo f(x) = ax + b e verifique o

efeito no grafico.

{7 GeoGebra =
Arquivo_ Editar Exibir Opcdes Femamentas Janela Ajuda
B
A A
0B EFENEZEE =
» Janela de Aigebra ~ Janela de Visualizagio
= Fungo L@

Entrada:|

[ EAGAREET IELLIEIEE

Figura 4.14: Funcdo afim variando o valor de a em f(x) = ax + b no Geogebra.
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4.5.2 Construcao da funcao quadratica no geogebra

Considerando a fun¢do quadratica f(x) = ax®> + bx + ¢, de acordo com a
secdo (3.2), um procedimento para construir o gréfico desta fungdo é dado pela

seguinte atividade.

e Atividade 2: Construir um grafico de uma fungdo quadratica f(x) =
ax* + bx + ¢ com a utilizacdo o software geogebra com pardmetrosa, b e ¢

variaveis.

a) Construa trés seletoresa, b e c.

aaaaa o]

s AN I IIEIEAR -

Figura 4.15: Janela para criacdo de seletores no Geogebra.

b) Usando aentrada algébricano campo de entrada digite a fungdo g(x) =

a*x%+b=x+cetecle ENTER.

Sntrada; g(xX)=a‘®kA2+h*'K+c
T | — - [

Figura 4.16: Campo de entrada.

¢) Movimente o seletor a e verifique o comportamento da parabola.
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Figura 4.17: Grafico da fun¢do quadrética y = x* + x + 1 no geogebra.
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Figura 4.18: Fungdo quadratica y = ax* no Geogebra variando o 4.
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Visualzagao
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BE-o(elels]m=]R[HE] O]

Figura 4.19: Fungdo quadratica y = x* + bx no Geogebra variando o b.

d) Movimente o seletor b e verifique o comportamento da parédbola.

e) Movimente o seletor c e verifique o comportamento da parabola.
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Figura 4.20: Fungdo quadrética y = x> + ¢ no Geogebra variando o c.

4.5.3 Construcao da fun¢ao exponencial no geogebra
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Considerando a fungao exponencial y = b+c+a*, de acordo com a secao (3.3),

um procedimento para construir o grafico desta fun¢do é dado pela seguinte

atividade.

e Atividade 3: Construir um grafico da fungdo exponencial com a utilizagdo

o software geogebra com parametros a, b e c varidveis.

a) Construa trés seletoresa, b e c.

b) Usando a entrada algébrica no campo de entrada digite a fungdo y =

b + ca* e tecle ENTER.
— e
EHAER: 5
%fu o e o J(meEo] O . EEe0a e es00m : EH

Figura 4.21: Gréfico da fungdo y = b + ca* paraa = ¢;b = 0;c = 1 no geogebra.

¢) Movimente o seletor b e verifique a curva exponencial.
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€ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda

[ AR -] OfO] €N+ oa
» Janela de Aigebra ~ Janela de Visualizagio

= Fu

< |

Er

BEo 0 © o mEo

Figura 4.22: Gréfico da fungdo y = b + a* no geogebra variando o b.

d) Movimente o seletor c e verifique a curva exponencial.

=N

7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
B!
A 3 % s a2
D= SN E oo
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagéo
= Funcio I
9 f(x) = 05.2.4° M
@ a=24
9 b=0 o g
@ c=05 oy
i ks
—
=
R F—m—
Entrada:

EBil-o e cl|m[Bfo]

Figura 4.23: Fungdo exponencial y = ca* no geogebra variando o c.

4.54 Construcao da funcdo seno no geogebra

Considerando a fungdo seno y = a + bsen(cx), de acordo com a subsecdo
(3.5.1), um procedimento para construir o grafico desta fungdo é dado pela

seguinte atividade.

e Atividade4: Construir um graficoa fungdo y = a+bsen(cx) com pardmetros

a, b e ¢ variaveis.
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a) Construa trés seletores a , b e c adotando os valoresa = 0;b = 1;c = 1.

b) Usando a entrada algébrica no campo de entrada digite a fungdo y =

a+ b =sin(c = x) e tecle ENTER.

€3 GeoGebra
Atquivo_Editar Exbir Opghes Ferramentas Janela Auda _

(A OJO] 4N+ L
» Janeia de Algebra () | ~ Janela de Visualizagao Bl

= Fungio

1 sen(1x)

Entrada:

BE-0 © o[J[m[BE[o]a]

Figura 4.24: Grafico da funcdo y = sen(x).

¢) Movimente o seletor a e verifique a senoide.

oo i

@
9%

HE cade

- NG RONCAEAN 1L 1Py

Figura 4.25: Gréfico da fungdo v = a + sen(x) no geogebra variando o a.

d) Movimente o seletor c e verifique a senoide.
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Figura 4.26: Gréfico da fungdo y = sen(c * x) no geogebra variando o c.

4.5.5 Construcao da func¢ao cosseno no geogebra

Considerando a fungdo cosseno y = a + bcos(cx), de acordo com a subsecdo
(3.5.1), um procedimento para construir o gréfico desta fungdo é dado pela

seguinte atividade.

e Atividade 5: Construir um gréaficoa fun¢do y = a+bcos(cx) com parametros

a, b e ¢ variaveis.

a) Construa trés seletores a , b e c adotando os valoresa = 0;b = 1;¢c = 1.

b) Usando a entrada algébrica no campo de entrada digite a fungéo y =

a+ b+ cos(c * x) e tecle ENTER.

€ GeoGebra = | |
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
»
A . Al N\ o @)
Ry '7/7 |®7 O A Il i )
» Janela de Aigebra ela de Visualizagio
= Fungéo
1 cos(1:
Namero s
% a-o0 s
5 b-1
@ c=1 b=1
S -
c=1
G

Entrada:

BE.clelc v

i =
=1 -3 oL e e

Figura 4.27: Gréfico da funcédo y = cos(x).
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¢) Movimente o seletor a e verifique a cossenoide.

€7 GeoGebra o D

Arquivo Editar Exibir Opges F Janela Ajuda

IIIDIIIIIEII e
Q9 &

+ Janela de Algebra ]

= Fungio

@f(x)=—-1+1¢c
= Nimero
@ a=4

1
1

@ b=
@ g=

Ll

Entrada;|

mml@\o

Figura 4.28: Grafico da funcdo y = a + cos(x) no geogebra variando o a.

e) Movimente o seletor c para ver o comportamento da curva cossenoide.

€7 GeoGebra o D
Arquwu Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
B
ABC & I_/;
3| Q9 &
» Janelanemgema. - Janelade i
= Fun;an
-@ f(x) = 1 cos (D.
= Ndmero a=0
9 a=0 -
9 b=1 2
9 c=05 b=1
L g
c=05 15
T
154
2]
“ L8
Entrada:|

mliﬂel@\[ IL1k=3

Figura 4.29: Grafico da fungdo y = cos(c * x) no geogebra variando o c.

f) Movimente o seletor b para ver o comportamento da curva cossenoide.
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2 GeoGebra E=Alcl™ >

Arquiva Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

IE 0%

» Janela de Algebra =) | = Janelade i
= Fungio
@ fx) = 2 oo (14
= Ndmero a0 4
~@ a=0 .
@ b=2
@ c=1 b=2

« (I r

Entrada: L

BE-celcly mB]O]

Figura 4.30: Gréfico da funcdo y = b * cos(*x) no geogebra variando o b.



Capitulo 5

Considerac¢oes Finais

Neste trabalho propusemos o uso do software GeoGebra para melhorar o
ensino e aprendizagem de fun¢des no Ensino Médio. Esperamos que isso possa
ser feito, com a aplicagdo de uma sequéncia apropriada do desenvolvimento
da teoria, como mostramos nos Capitulos 2 e 3, além das atividades propostas
no Capitulo 4.

O uso de recursos computacionais no ensino de matematica é considerado
inevitavel. A sua utiliza¢do, sem dtvida, melhora o desempenho dos alunos.

No processo de ensino-aprendizagem o conceito de func¢do deve ser levado
em considera¢do no aspecto qualitativo de modo que o aluno compreenda as
nog¢des de correspondéncia, citadas no Capitulo 2.

Ao propormos o uso do Geogebra temos uma contribui¢do no sentido de
permitir aos professores de Matematica do Ensino Médio e alunos uma anélise

prética do comportamento das principais fun¢des reais elementares.
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