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RESUMO

Ao elaborar este estudo, objetivamos uma abordagem do assunto de maneira nao trivial.
Seguindo esta tendéncia, partimos de definigoes simples mas necessérias e atingimos niveis
de complexidade que sao proprios do tema em questao, haja visto que o assunto probabili-
dade possui ligagao muito estreita com a teoria dos conjuntos e a anélise combinatoria, o que
lhe confere para um pleno entendimento, raciocinios l6gicos bem estruturados e consistentes.
Este rigor mateméatico aplicado ao trabalho se propoe sobretudo a enriquecer os conheci-
mentos de profissionais ligados a docéncia no ensino médio, como também a universitarios
que tem projetos de pesquisa nesta area assim como a estudantes do ensino médio voltados
para o estudo de matemaética. Abrangendo um universo tao vasto de pessoas, esperamos
que esta pesquisa possa contribuir positivamente para a elevagao do nivel de ensino e apren-
dizagem em relacao ao ensino médio e que seus efeitos possam ser sentidos quantitativa e

qualitativamente.

Palavras-chave: Matematica-estudo e ensino, Probabilidades, Teoria dos conjuntos,

Analise combinatoria.
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ABSTRACT

In preparing this study, we aimed to look into this matter approach of non-trivial way.
Following this trend, we start with simple but necessary settings, and reached levels of com-
plexity that are subject’s own in question, given the fact that it likely has very close links
with set theory and combinatorics, which gives it for a full understanding, well-structured
and consistent logical reasoning. This mathematical rigor applied to the study aims pri-
marily to enhance the professional knowledge related to teaching in high school, as well as
students who have research projects in this area as well as high school students facing study
of mathematics. Covering such a vast number of people, we hope that this research will
contribute positively to raising the level of education and learning in relation to the high

school and its effects can be quantitative and qualitative way.

Key words: Mathematics-Study and teaching, Probability, set theory, combinatorics
Analysis.
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Introducao

A palavra probabilidade, deriva do latim Probare (Provar ou testar). Informal-
mente, provavel é uma das muitas palavras utilizadas para eventos incertos ou
desconhecidos, sendo substituido por algumas palavras como, “sorte”; “risco”,
"azar", "incerteza", "duvidoso", dependendo do contexto.

O estudo cientifico da probabilidade ¢ um desenvolvimento moderno. Os jogos
de azar mostram que o interesse em quantificar as ideias da probabilidade tem
existido por milénios, mas as constru¢oes matematicas de uso nestes problemas
s6 apareceram muito mais tarde.

Cardano, foi um dos primeiros a tratar do assunto. No livro Liber de Ludo Aleae,
estudou as probabilidades associadas ao arremesso de dados, concluindo que a
distribuicao de 2 dados deve ser obtida, dos 36 pares ordenados de resultados e
nao apenas dos 21 pares (ndo ordenados).

A correspondéncia entre Pierre de Fermat e Blaise Pascal, em que ambos chegam
a uma solugao correta do célebre problema da divisao das apostas, representou
um significativo passo a frente no dominio das probabilidades.

Também Leibniz (1646 — 1716) nao deixou de se ocupar das probabilidades.
Publicou duas obras, uma sobre a "arte combinatoria'e outra sobre aplicacoes
do célculo das probabilidades a questoes financeiras. Orientado por Leibniz,
Jacques Bernoulle também se dedicou ao aperfeicoamento desta teoria. Sua
obra "Ars Conjectande", foi publicada oito anos depois da sua morte e nela o
primeiro teorema limite da teoria das probabilidades é rigorosamente provado.
Podemos afirmar que gragas as contribuigoes de Bernoulli que o calculo de prob-
abilidades atingiu o status de ciéncia.

Também sao notaveis as contribuicoes de Gauss e Laplace. Laplace projetou um
sistema matemaético de raciocinio indutivo baseado em probabilidades, que hoje
coincide com as ideias Bayesianas. Estas ideias consistem numa critica aquilo
que chamamos modelo empirista do conhecimento cientifico. Como explicar
isto?. Todo conhecimento cientifico é baseado em causas previamente verificadas,

contudo nao na sua totalidade. Da mesma forma o numero de experimentos que



vai validar o referido conhecimento é finito, podendo com novas causas mudar o
resultado num experimento posterior, o que invalidaria a suposta teoria cienti-
fica. Em outras palavras, com recursos limitados somos induzidos a conclusoes
que podem ser precipitadas. Thomas Bayes, aplicou a teoria das probabilidades
para constatar o grau de confiabilidade de uma teoria cientifica. Como pode-
mos observar a teoria das probabilidades, além de ser desenvolvida por grandes
matematicos, possui uma aplicagao muito vasta no mundo moderno e principal-
mente no campo do conhecimento cientifico. Quem nao se lembra da frase de
Albert Einstein: "Deus nao joga dados". Nesta, ele critica a mecanica proba-
bilistica, importantissimo ramo da mecanica quantica que nao seria possivel seus
modelos e teorizagoes sem o desenvolvimento da teoria das probabilidades.
John Forbes Nash Jr. (Bluefield, 13 de junho de 1928) ¢ um matematico norte-
americano que trabalhou com teoria dos jogos, geometria diferencial e equagoes
diferenciais parciais. Em 1994, como resultado de seu trabalho com a teoria
dos jogos, que desenvolveu quando estudante de Princeton, recebeu o Prémio de
Ciéncias Economicas em Memoria de Alfred Nobel.

No que se refere a Gauss, este fez uma série de suposigoes gerais sobre as obser-
vagoes e 0s erros observéveis e complementou-os com uma suposi¢ao puramente
matematica. A equacao da curva de Gauss corresponde a resultados empiricos.
Vejamos a equagao,

f(l') _ ﬁf(xuyﬂaz (1)

onde,

u é a média para esta fungao;

o ¢ o desvio padrao;

x é uma variavel aleatoria, e f(z) é a fungao densidade de probabilidade.

Com isto Gauss demonstra matematicamente a probabilidade da ocorréncia de
um evento especificando o intervalo da variavel aleatéria em torno da média.Dado

o exposto, facamos a abordagem dos conceitos, teoremas e desenvolvimento desta

teoria.
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Capitulo 1

Conceltos Fundamentais

1.1 FenOomenos aleatorios

Sao aqueles que ao serem produzidos sob as mesmas condigoes, nao se é possivel determinar
exatamente o seu resultado, ou seja, nao se tem certeza do que realmente vai ocorrer. No
cotidiano estamos sempre em contato com este tipo de fendmeno. Podemos citar, por
exemplo:

1 Escolher num grupo de 100 pessoas entre 40 e 50 anos, quantas tem pressao alta ou nao.
2 A quantidade de pessoas que ganharao na megassena no proximo sorteio.

3 No proximo ENEM, a média de pontos dos alunos que irao se inscrever no curso de

mateméatica licenciatura.

1.2 Espacgo Amostral

Em um fenémeno aleatorio, também chamado experimento aleatério, definimos Espaco
amostral, e para ele usaremos como notagao a letra grega émega(£2), ao total de resultados

que podem ser extraidos do experimento aleatorio.

Exemplo 1

Dois dados sao lancados simultaneamente. qual o espaco amostral deste experimento?

Solugao: Como os dados serao langados simultaneamente, os resultados deste experimento



serao pares ordenados (z,v).

Sendo assim, 2 = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}.

Devemos também notar que, sera muito importante determinar o niimero de elementos do
espaco amostral, pois o mesmo sera imprescindivel no célculo de probabilidades. Em muitas
situagoes, como nesta do exemplo anterior recorreremos com muita frequéncia aos métodos
de contagem estudados em analise combinatéria. Também recorreremos a estes métodos
para calcular o nimero de elementos de um evento. Vamos definir entao o que vem a ser

um evento.

1.3 Evento

Dado um experimento aleatério, o evento sera um conjunto contido no espago amostral,
cujos elementos esperamos que ocorra ao realizarmos o experimento. Também os elementos
do evento muitas vezes sdo chamados casos favoraveis. E muito comum nos problemas de
probabilidade citar o conjunto correspondente ao evento através de uma propriedade do
mesmo. Vejamos o exemplo em que precisamos calcular o namero de casos favoraveis de

um evento dado por uma propriedade:

Exemplo 2

Joana tem 10 calcas das quais 3 s@o jeans e as outras sao de linho. Se ela quer escolher
uma calga jeans, o conjunto evento sera constituido por todos os elementos que satisfazem
a escolha de Joana. Seja F este conjunto. Entdo, F = {Ji,Js, J3}, onde estes J; com

1 <17 < 3 representam as opgoes desejadas.

observacao

Seja um conjunto A com n elementos todos distintos. Queremos saber de quantas maneiras
¢é possivel montar grupos de m elementos também distintos, com esses n elementos, com

n > m. Definimos esta quantidade de escolhas como:

R — (1.1)



Exemplo 3

No método Braille, temos uma matriz Ms,o de tal forma que cada simbolo (letra, nimero,
sinal ortografico ou matematico) sao representados por pelo menos um ressalto na matriz.
Qual a quantidade de simbolos representados na matriz cuja configuragao represente a pelo
menos uma linha ou coluna completamente preenchida?

Solugao:

Neste problema queremos contabilizar o total de possibilidades de o simbolo ser representado
por linhas ou colunas completamente preenchidas por ressaltos e pelo menos uma ou outra.
Esta é a propriedade do evento considerado. Para tanto vamos particionar o problema. Com
um ressalto nao podemos preencher qualquer linha, logo essas possibilidades sao descartadas.
Com dois ressaltos, s6 teremos linhas preenchidas horizontalmente. A quantidade dessas
possibilidades ¢ trés, pois neste caso preencheremos a 1, a 2 ou a 3, ou seja, C3;. Com
trés ressaltos o raciocinio ¢ um pouco mais longo. Vamos determinar que a primeira linha
foi preenchida. Entao temos quatro possibilidades de preencher as outras posi¢oes com
ressaltos, ou seja, Cy1. O mesmo raciocinio é vélido se supormos a segunda ou a terceira
linhas preenchidas. Como, para termos uma linha horizontal preenchida, pois com trés
ressaltos s6 podemos preencher uma, temos um total de 3.Cy4; possibilidades. Além destas,
restam as situagoes das colunas preenchidas, que no caso ¢ uma ou outra, ou seja, Ca ;.
Assim para trés ressaltos na matriz temos um total de 3.Cy; + C5; linhas ou colunas
preenchidas. Para quatro ressaltos, qualquer configuracao nos dara pelo menos uma linha
ou coluna preenchida, ou seja, o total de maneiras para esta situacao ¢ Cg 4. O mesmo ocorre
para cinco ressaltos, ou seja, neste caso o total ¢ Cs 5. Para seis ressaltos temos apenas uma

possibilidade. A contagem geral nos daré:
Cs1+3.C1y +Cy1 +Cos+Cos+1=3+34+2+15+6+1=38

Desta maneira, a quantidade de elementos do evento em questao é 38. Vimos, portanto
que muitas vezes pode ser trabalhoso encontra o numero de elementos de um evento. Para
finalizar esta parte do nosso trabalho, enfatizaremos o conceito de evento elementar. E evi-
dente, como visto ainda a pouco, que os elementos de qualquer evento de um experimento,
também sao elemento do espaco amostral. Qualquer elemento do espago amostral, consid-

erado isoladamente constitui um evento elementar. Para ilustrar a situacao, consideremos
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o exemplo anterior e calculemos dele a quantidade de elementos do espago amostral, rela-
tivo a situacao ja exposta, ou seja, a quantidade de simbolos que podem ser extraidos do
codigo Braille. Primeiramente, consideremos quantos simbolos podem ser computados com
um ressalto. Ora, na matriz temos 6 posi¢oes disponiveis para colocarmos 1 ressalto. Isto
pode ser feito de Cs; = 6. De maneira anédloga, para escolher 2 ressaltos, com 6 posicoes
disponiveis temos um total de Cso = 15 escolhas. Seguindo este raciocinio obtemos um

total de simbolos, cada simbolo representado por uma possibilidade, de:
06,1+CG,2+CG,3+0674+06,5+C6,6 =6+154+20+15+6+1=063

simbolos. Em resumo, cada uma destas 63 possibilidades constitui um evento elementar.

Espaco amostral equiprovavel

Este tipo de espaco é definido como aquele cujos eventos elementares possuem todos, a

mesma probabilidade de ocorrer.

Exemplo 4

Seja um dado honesto. Ao ser lancado uma vez, os seus eventos elementares, isto €, os

conjuntos, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, possuem as mesmas chances de ocorréncia.

1.4 Definicao de probabilidade

Seja um experimento aleatério qualquer. Por conseguinte, tal experimento possui um es-
paco amostral 2. Dentro deste espaco que é finito, existe uma determinada quantidade de
subconjuntos. Seja A um destes subconjuntos. Denomina-se probabilidade do evento asso-
ciado ao conjunto A ocorrer, ao quociente entre o numero de elementos de A e o numero de
elementos de €2, ou seja,

P(A) =) (1.2)
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Exemplo 5

Em um torneio de xadrez participam 8 pessoas entre elas Marcos e Nuno. Serao selecionados
para a primeira fase da disputa 4 grupos de 2 competidores. Qual a probabilidade de Marcos
e Nuno se enfrentarem na primeira fase?

Solugao:

Para resolver o problema seré necessario determinar o evento em questao e o espago amostral.
Primeiramente o espago amostral. Para tanto recorra a arvore de combinagdes. A &arvore
vai ser feita da seguinte forma:

Escolha a primeira dupla entre os oito participantes. Isto pode ser feito de Cg 2 maneiras.
Para a escolha da proxima dupla dispomos de Cgo maneiras. Da mesma forma, para a
escolha da terceira dupla tem-se (2 maneiras, e para a ultima Cs,. Para o total de
possibilidades, é necessario multiplicar os quantitativos expostos acima, pois para cada uma
das (g9 possibilidades de escolha da primeira dupla, temos Cs o possibilidades de escolha
da segunda. Para cada uma das Cs 2 de escolha da segunda, temos C, 5 possibilidades de
escolha da terceira. Para cada uma das C49 possibilidades de escolha da terceira, temos
(s possibilidades de escolher a quarta. Nomeie os 6 competidores por A, B, C, D, E'e F
e Marcos e Nuno por M e N. Veja o diagrama da arvore. Suponha todas as Cs, formas
de escolha da primeira dupla na primeira coluna da arvore. Sabe-se que a dupla AB é uma

delas.
CcD
% -
AB ()
% FN
MN

Figura 1.1: Possibilidades da segunda dupla



Logo o total de ramos que derivam de AB é (g2, ou seja, todas as possibilidades de
escolha da segunda dupla dado que AB é a primeira. Este raciocinio feito para AB é valido
para todas as escolhas da primeira dupla. Como o total delas ¢ Cs 5, conclui-se pelo principio

multiplicativo que nas escolhas das duas primeiras duplas o total de probabilidades é:

06,2 + CGQ + ...+ 06,2 [08’2116268] = 06,2-08,2 = 420

Obs: Vale ressaltar que a segunda coluna do diagrama, contém as escolhas da segunda
dupla.

Sabendo o total de possibilidades da escolha das duas primeiras duplas, constroi-se a terceira
coluna do diagrama da arvore todas as possibilidades de escolha das duas primeiras duplas.
Considere AB,CD uma destas duas primeiras duplas e a destaque. O resultado para estas
duas primeiras duplas é valido para todas as escolhas das outras Cg2.Cso — 1 = 419 duas

primeiras duplas.

AB CD

% )

Figura 1.2: Possibilidades da terceira dupla

Para a escolha AB e CD temos Cyy ramos derivando dela. Como tem-se Cgo.C o
escolhas das duas primeiras duplas, tais quais AB e C'D, entao pelo mesmo principio mul-
tiplicativo, conclui-se que o total de possibilidades de escolha das trés primeiras duplas é
Cs2-Cs2.Cy 0.

Para a escolha da tltima s6 se tem uma possibilidade, que é Cs 5, 0 que fecha o total como



foi visto anteriormente. O problema em questao é verificar se neste total de possibilidades,
existem situagoes em que os quatro grupos de dois se repetem neste universo de possibil-
idades. Tome uma das quatro duplas do total de Cg3.Cg2.C42.C22 grupos de 4 duplas
possiveis. Seja AB,C'D, EF, M N um destes grupos de quatro duplas e retorne ao diagrama

da arvore. Dé énfase a estas quatro duplas na construgao do diagrama. Logo, percebe-se que

EF - [MN

cD (-..)
N—[EF

() |cD~[MN
) MN-[CD

MN E_:_E_))_'[EF

EF-[CD

AB

EF— [MN
AB [(..)

() MN-[EF
CcD AB—[MN
EFI.)

(..) MN—[AB
MN f‘_E_;)_'[EF

EF—[AB

CD —[MN
AB

(.)
(..) IMN—[CD
EF |op [ABTIMN

) M'|Q|—>[AB

N (A-%Q [CD

CD —[AB

CD ~[EF
AB|(...)

(..) EF —[CD
MN AB—[EF
CD|(...)

(..) EF—[AB
er [AB~TP

CD —[AB

Figura 1.3: Possibilidades totais

esta possibilidade aparece no diagrama 24 vezes, ou seja, tem-se 4 maneiras para coloca-lo
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na primeira coluna do diagrama. E para cada uma destas 4 maneiras, 3 possibilidades para
a segunda coluna. E para cada uma destas 4.3 possibilidades listadas na segunda coluna
tém-se 2 possibilidades na terceira coluna. E para cada uma das 4.3.2 possibilidades listadas
na terceira coluna tem-se uma possibilidade na quarta coluna. Em outras palavras estas 4
duplas de competidores apareceram no diagrama 4! vezes. Para determinar o resultado final
precisa-se dividir o resultado do diagrama por 4!. Assim o numero de elementos do espago
amostral sera:

Cs,2.C5,2.C12.C2 9

=105
Py

Generalizando este resultado, pode-se dizer que, para dividir n elementos distintos em grupos
de m elementos, com m < n, o total de grupos sera um inteiro positivo —, haja visto que,
m

m | n. Neste caso o total de possibilidades sera:

: 1.3
P (1.3)

ondeP, /, € o total de permutacoes dos grupos de m elementos que aparecerao no diagrama
da arvore de combinacoes. E facil perceber também que o pardametro m representa o total
de elementos de cada grupo e % é o total de grupos a serem formados. A base usada
no método aplicado para a determinacao do espago amostral € a mesma a ser aplicada na
contabilidade do total de elementos do conjunto evento.

Neste caso, admite-se que Marco e Nuno joguem entre si na primeira fase. Dado que
este fato é verdadeiro, cabe apenas calcular o total de maneiras de formar 3 grupos de 2
pessoas. Utilizando a expressao (3) é notorio que n = 6,m = 2 e % = 3. Logo o total de

possibilidades para o evento sera:

 C52.Ci0.Con 1561 1561

E : 15 1.4

n(E) Py 3! 6 (14)
Basta agora aplicar a definicao de probabilidade, ou seja,
n(E) 15 1

P(E) — - < _Z 1.5

() n(2) 105 7 (15)

Isto significa que para cada 7 possibilidades de formagao de 4 duplas, em média 1 terao

Marcos e Nuno se enfrentando.
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Capitulo 2

Consequéncias da definicao de

probabilidade

2.1 Funcao Probabilidade

Dado um conjunto €2, e seja A todos os subconjuntos de 2. Define-se uma aplicagao de A em
P(A) e denota-se A = P(A) como a func¢do que associa um elemento qualquer do dominio
de f (no caso, os subconjuntos de €2) a um, e somente um, elemento do contradominio, no
caso, P(A).

Sabendo-se que P(A) = Zgé; e também que n(A) < n(2), conclui-se que P(A)

<1
Como se trata do quociente entre cardinalidade de conjuntos finitos, P(A) > 0 donde

concluimos que:

a) 0 < P(A) <1, qualquer que seja A C 2

b) P(0) =0e P(Q) =1

c) Caso A e B sejam conjuntos disjuntos entao pela definigdo de probabilidade:

n(AU B)

P(AUB) = )

(2.1)

Como A e B sao disjuntos, n(AU B) = n(A) + n(B). Conclui-se entdo que,

P(AUB) = ”(AL(*Q’;(B ) _ Zgég + Zig; — P(A) + P(B) (2.2)
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2.2 Complementar de um conjunto

Considere um conjunto universo 2, e um subconjunto A de €2, tal que A C €2, ou seja, A
nao precisa ser necessariamente um subconjunto proprio de 2. Nestas condi¢oes define-se
o complementar de A em relagao a €2 ao conjunto formado pelos elementos de €2 que nao

pertencem a A. Em linguagem me temética este conjunto é denotado por:

Ci=0-A (2.3)

2.3 Probabilidade da ocorréncia de um evento comple-

mentar de um evento representado pelo conjunto A

Seja um espaco amostral 2 e um subconjunto A de Q. Seja também C4 = Q— A, o conjunto
que representa as possibilidades do evento A nao ocorrer, isto é, o evento {2 — A ocorrer.
Pela definicao de probabilidade, a probabilidade de 2 — A ocorrer sera:

n(Q2— A)

PR - 4) = =

(2.4)

Como 2 — A e A sao conjuntos disjuntos pela definicao de complementar e sabendo que

Q= (Q—A)UA, vale a relagao,

n(Q) =n(Q— A) +n(A) (2.5)
de onde se conclui que,

n(2—A) =n(Q) —n(A) (2.6)

Aplicando a defini¢ao dada em (1.2) tem-se que

(@) —n(A) _n(@)  n(4)

P& —4) n(Q)  n(Q)  nQ)

logo,



2.4 Consequéncia da Probabilidade de um evento com-

plementar

Sejam dois conjuntos A e B tais que A C B, entao:
P(A)=P(B)— P(B—A) (2.9)

Demonstracao:

Hipotese: A C B.

Pela hipotese, A e B — A sao conjuntos disjuntos, poisse x € B— A, x ¢ A. Por outro lado,
B =AU (B — A). Da disjuncao de A e B — A tem-se que:

n(B) =n(A)+n(B — A) (2.10)
logo,
n(A) =n(B) —n(B — A) (2.11)

Ao aplicar a definicdo de probabilidade tem-se que:

n(4) _n(B)—n(B-A) n(B) n(B-A4) _ o
n(Q) n(§2) T n(Q) n(Q) P(B) = P(B—4) (2.12)

Desta forma conclui-se que P(A) = P(B) — P(B — A), desde que A C B.

P(A) =

2.5 Probabilidade da uniao de dois conjuntos nao dis-

juntos

Dados dois conjuntos A e B, nao disjuntos, ou seja, A N B # &. Dada esta condi¢ao

conclui-se que,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). (2.13)

De acordo com o diagrama acima, A = (A — B) U (AN B). Pela disjungao de (A — B) e
(AN B), sabe-se que:
n(A) =n(A—-B)+n(ANB) (2.14)

De maneira analoga e explorando a mesma figura tem-se que:
n(B)=n(B—A)+n(BNA) (2.15)
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Figura 2.1: Representacao de dois conjuntos nao disjuntos
Somando (2.14) e (2.15), tem-se,
n(A)+n(B)=[n(A—-B)+n(B—-A)+n(ANB)]+n(ANB)
Da disjuncao de (A — B), (B — A) e (AN B) percebe-se que,
n(AUB)=n(A—-B)+n(B—-A)+n(ANDB)
Aplicando (2.17) em (2.16) conclui-se que
n(A) +n(B) =n(AUB)+n(ANB)

donde,
n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB)

Novamente aplicando a defini¢gao de probabilidade:
PAUB) = n(AU B) _ n(A) + n(B)

M;‘(_S)B) —. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

n(AN B) . n(A

~—

pav By = MA |

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

n(B)

Observagao: Veja também que esta equagao é valida para dois conjuntos disjuntos, pois neste

caso ANB = @ e P(@) = 0. Desta forma a equagao fica reduzida a P(AUB) = P(A)+P(B),

que é um caso particular da equacao que acabamos de demonstrar.
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2.6 Lemal

Sejam trés conjuntos A, B e C'. Provemos a seguinte igualdade:
(AUB)NC =(ANC)UBNC (2.20)

Demonstracao:
Para provarmos que dois conjuntos sao iguais, devemos mostrar que a relacao de inclusao é

reflexiva, ou seja,

(AUB)NC Cc (ANnC)u(BnNCQC) (2.21)

(AnC)u(BNC)Cc (AuB)NnC (2.22)

Primeira Parte: Para que um elemento = € (AU B) N C é necessério que z € (AU B) e
zeC
Para que x € (AU B) é necessario que x € A ou z € B. Pelo exposto x € (AU B)NC se
reAexeCoux e BexeC. Primeiro vamos avaliar a primeira situagao.
Sex e A=z € (AUB)esex € C =z € [(AUB)NC]. Por outro lado, se z € A e
reC=ze(ANC) =z € (ANC)U (BnNC),ou seja, para todo x € (AU B)NC
implica que x € (AN C)U (BN C). Logo,

(AUB)NC C(ANnC)u(BNC) (2.23)
Analisemos a segunda situagao: No caso z € Be x € C.
sereB=uaw€(AUB)esex € C = x € (AU B)NC. Da mesma forma, se z € B e

reC=uze(BNC)=ze€ (ANC)U(BNC). Neste caso, para todo z € (AUB)NC
implica que z € (AN C)U (BN C). O que significa dizer que,

(AUB)NC C (ANC)U(BNC) (2.24)

Vamos provar agora a segunda proposi¢ao da demonstragao, isto é,
(AnC)u(BNnC)cCc (AuB)NnC (2.25)

Paraz € (ANC)U(BNC), é necessario que, x € (ANC) ouz € (BNC), ou seja, z € A

exeCourxeBexel.
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Analisemos o primeiro caso:

Se x € Aex € C implica que z € (AN C) U (BNC), como ja vimos. Este fato ocorrendo,
implica que x € (AUB) ex € C. Logo x € (AU B)NC. Sendo assim, para todo z
pertencente a (ANC)U(BNC) implica que € (AU B)NC. Desta forma, concluimos que:

(AnC)u(BNnC)cCc (AuB)nC (2.26)

Vejamos o segundo caso,

Se x € Bex € C implica que x € (ANC)U (BNC), Isto implica imediatamente que
r€(AUB)ex e C. Logoz € (AUB)NC. Em sintese e nestas condi¢oes,(AU B)NC C
(ANCY)u(BNC)e (ANC)U(BNC) C (AU B)NC, concluimos que,

(AUB)NC=(AnC)uBnNnC (2.27)

2.7 Probabilidade de um evento representado pela uniao

de trés conjuntos

Sejam trés conjuntos A, B e (', nao necessariamente disjuntos. Nestas condigbes temos que:

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANB) — P(ANC) — P(BNC)+ P(ANBNC)

Demonstracao: Neste caso vamos nos basear no que acabamos de demonstrar, ou seja,
na probabilidade da ocorréncia de um evento representado por dois conjuntos nao necessari-
amente disjuntos. Para tanto vamos considerar os trés conjuntos acima citados, contanto
que, trataremos a uniao de dois conjuntos deles como um conjunto somente, o que nos

conduz ao caso anterior. Seguindo esta linha de raciocinio podemos afirmar que:
n[(AUB)UC]=n(AUB) +n(C) —n[(AUB)NC] (2.28)
de acordo com o lema provado anteriormente temos que:
(AUB)NC=(AnC)u(BNCO) (2.29)
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aplicando o lema ficamos com,

n[(AUB)UC] = n(AUB) +n(C) —n[(ANC)U(BNC)] = n(A) +n(B) —n(AN
B)+n(C)—n(ANnC)+n(BNC)—n[(ANC)N(BNC)] = n(A) +n(B) —n(ANB) +
n(C)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC).

Ordenando os termos:

n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)
—n(BNC)+n(ANBNC).

Agora, utilizando a definicao,

_n(AuBUC)
P(AUBuC)fwf
n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)

n(A) N n(B) N n(C) n(AnB) nANC) n(BNCO) N n(ANBNC)
n(€) @) @) n(Q) n(Q) n(2) n(Q)

P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNC),

como queriamos demonstrar.

2.8 Probabilidade da ocorréncia de um evento represen-
tado pela uniao de n conjuntos, nao necessariamente

disjuntos

Seja um espaco amostral {2 e um evento representado pelo conjunto A; U Ay U ...U A, e
Ay, Ag, . Ay C . A probabilidade do evento representado por este conjunto uniao ocorrer,
sera:

P(A UAs U UA,) = P(A) + P(Ay) + ... + P(A,) — P(A; N Ay) — P(A; N Ay) — ... —
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P(A,_1NA)+P(AINANA)+..+P(A, oNA, 1NA,)+...+P(A1NAN...NA,).(—1)" .

Utilizando o somatoério teremos:

n

P(AJUAU..UA,) =Y PA)— Y P(ANA)+

i=1 1<i<j<n

Y PANANA)+ ..+ P(ANAN . NA,). (-1

1<i<j<k<n

Demonstracao:

Primeiro vamos demonstrar o principio da inclusao-exclusao para a uniao de n conjuntos
e depois aplicaremos a definicao de probabilidade. Para tal, utilizaremos o principio da
inducao finita. Ja demonstramos anteriormente que a equacgao vale para n = 2 e n = 3 pois
n(AUB) =n(A)+n(B)—n(ANB)en(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB) —
n(ANC)—n(BNC)+

n(AN BNC). Seguindo esta logica, e aplicando o principio da indugao finita, vamos
estabelecer a hipotese de que a equacao do principio da inclusao-exclusao vale para a uniao

de K conjuntos, K € N. Entao,

para i < 7 < ke k € N. Partindo desta hipotese vamos estabelecer a uniao de K + 1
conjuntos, ou seja, Ay U Ay U ... U Ay U Ax,1 e provar que a equagao é verdadeira para
K + 1 conjuntos e a partir dai concluir que ela é valida para todo K € N. Para tanto,
vamos tratar os dois ultimos conjuntos como um s6, ou seja, A3 U Ag U ... U (A U Agyq) e
desta forma aplicar a hipotese de indugao que, como ja sabemos, ¢é valida para K conjuntos.
Desta forma temos,

Vamos desenvolver a hipotese parcialmente. Primeiro vamos exibir os termos com um
conjunto, ou seja,
n(Ar) +n(Az) + ... + n(A:) + n(A)) + ... + n(Ag U Apq) =

n(Ar) +n(As) + ... +n(A4;) + ... + n(A4;) + ... + n(Ag) + n(Ags1) — n(Ag N Agy1). Observe

XVl



que nos termos de 1 conjunto vamos de n(A;) a n(Agy1) e também aparece o termo

—n(Ag N Agy1).
Vamos exibir os termos constituidos pela intersecao de dois conjuntos. Desta forma,
—[n(A1NAy) +n(ANA) + .. +n(ANA)+ .. +n(A N (Ag U Akq))]
Pelo lema demonstrado ficamos com,

—[n(A1NA) +n(A1NAs) + .. +n(ANA)+ .+ n((Armr NAR) U (Agmr N Ags))] =

—[n(A1NA) +n(A1NAs) + .. +n(ANA)+ .. +n(A NAg) + (A1 N Agyr) —

n((Ap—y N Ag) N (Ap_1 N Api))] = —[n(A1 N Ag) + n(A N Ag) + o+ (AN A) + ..+
n(Ax—1 M Ag) +n(Ak_1 N Ag1) — n(Ag_1 N A N Agiq)]

finalizando a intersegao com dois conjuntos e acrescentando o termo —n(A N Ax41) obtido

anteriormente, ficamos com,

—n(A1 N AQ) — TL(Al N Ag) T ees — n(AZ N AJ) — n(Ak_l N Ak) - n(Ak_l N Ak+1) - H(Ak N
Apy1) +n(Ap_1 N AR N Agpa)

Nos termos com interse¢ao de dois conjuntos, vamos do termo —n(A;NAy) a —n(AgNAki1).
Aparece também o termo n(Ay_1NAxNAks1), que seré utilizado na intersegao de 3 conjuntos.
Desta forma os termos que representam o numero de elementos da intersecao de 3 conjuntos

sera:
n(A1NANAs)+ ... +n(A,NA NA) + ... +n[(As—a N Ap_1) N (Ag U Agyq)]

Nao devemos confundir este dltimo termo. Apesar de cocarmos os parénteses nos dois
primeiros conjuntos, dando a impressao que temos dois conjuntos no geral, na pratica con-
tinuamos com os trés conjuntos do total de K conjuntos, ou seja, Ag_o, Ax_1 € (AU Agi1).

Colocamos estes parénteses para podermos aplicar o lema. Assim teremos,

n[(Ak,g N Akfl) N (Ak U Ak+1)] = n[(Ak,g N Akfl N Ak) U (Ak,Q N Akfl N AkJrl)] =
n(Ak,Q N Ak,1 N Ak) -+ TL(A]C,Q N Ak,1 N Ak+1> - n[(Ak,g N Ak,1 N Ak) N (Ak,Q N Ak,1 N Ak+1)]

Colocamos todos os termos representados pela interse¢ao de 3 conjuntos teremos,
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n(A;NAsNAs) + .o+ n(ANANA) + o+ n(Ar—a N Ag1 N Ag) + n(Ag—a N Ag1 N
Ak—f—l) — n(Ak_g NAL,_1NA,N Ak+1) + n(Ak_l NALN Ak;-i—l)

Este ultimo termo foi adquirido quando trabalhamos os termos com intersecao de dois con-
juntos.

Observe que aparece um termo representado pela intersecao de quatro conjuntos. E im-
portante notar que este fato ocorre sempre na medida em que da uniao do ultimo conjunto
e da aplicagao do lema teremos sempre a aplicacao do niimero de elementos da uniao de
dois conjuntos, o que acarreta a intersecao de um conjunto a mais. Aconteceu quando anal-
isamos o numero de elementos de cada conjunto isoladamente. Neste caso foi visto que um
dos termos apresenta sinal oposto aos anteriores e a interse¢ao dos dois ultimos conjuntos,
ou seja, A e Apiq.

Ocorreu novamente ao ser analisado a interse¢gao da combinagao dos K conjuntos tomados
dois a dois. O ultimo termo pelo que ja foi exposto representa o numero de elementos da
intersecao dos trés ultimos conjuntos, ou seja, Ap_1, A, Axyr1. E como foi visto, ocorreu
também quando desenvolvemos os niimeros de elementos das intersecoes das combinagoes
dos K conjuntos tomados trés a trés. O tltimo termo deste desenvolvimento é o numero de

elementos da intersecao dos quatro ultimos conjuntos, isto é,
n(Ak,g N Ak,1 N Ak N Ak+1) (231)

Vamos analisar o processo quando nos deparamos com o ntamero de elementos da intersecao
de todos os K — 1 conjuntos. Isto pode ser feito através da combinagao da intersecao de K
conjuntos tomados K — 1 a K — 1 elementos. O ntmero de termos deste desenvolvimento
sera:

K! KK -1)
(K-DI[K—(K-1]'! (K-DL1!

K —
Cr-1 =

Tomando todos os termos com nimero de elementos da intersecao de K — 1 conjuntos

teremos,

n(A; N AN N A=)+ o+ n[(AaNAsN N A ) N (Ay UApy)] =
n(ANAsN . NA_ ) (=D)F 4+ (AN AsN...NA 1 NA)U(ANA3N..NA,_ 1NAk)] =
(AN AN NA ) (=D +n(AsNAsn .. NA NA) (D +n(AyNAsN .. N A1 N

A1) (=D +n(Ayn Az N A NALN A (1)L =
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n(AiN AN NA_)(—DF 4+ 4 n(AyNAsN .. NA_ 1 NA) (=D +n(4.NnA3n...N
Ak;—l N A]H_l)(—l)k + TL(AQ N Ag n...N Ak—l N Ak N Ak+1)(—1)k+1

Notamos que o tltimo termo apresenta o nimero de elementos da interse¢cao de K conjuntos
enquanto os outros termos do desenvolvimento trazem o numero de elementos da interse¢ao
de K — 1 conjuntos, e K conjuntos também. O que estamos visualizando é o ultimo termo
do desenvolvimento no caso com intersecao de K conjuntos. Finalizando a demonstracao,
trabalharemos com a intersecao de todos os K conjuntos incluindo o tltimo, que é (AyUAx41)

e calculando o nimero de elementos dele. Desta forma teremos:

n[(ANAsN...NA ) N(AgUAgi1)] =n[(ANAsN..NAg 1 NAY)U(A NAN .. N A1 N

A1) =n(A N AN DA (DR 4 n(AnAsn..nA 1 NA ) (D) +n[(A N AN

W NA I NA)N(AINA N NA N A )] (=D = n(A N AN NA  NAL) (1) 4
(AN AN N A 1 N A ) (DM 4 n(A N Ay NN A N A N Apyg)(—1)FF2

Finalizando a demonstracao vamos juntar todos os termos desenvolvidos parcialmente. Fi-

camos COoI:

TL(Al U AQ U...u Ak—l U Ak U Ak+1) = n(Al) + n(AQ) + ...+ n(Ak) + (Ak+1) — n(A1 N Ag) -

n(A1 ﬂAg) T n(Al ﬂAj) — . n(Ak_l ﬂAk) - n(Ak_l N Ak—H) - n(Ak, mAk+1) —|—TL(A1 N
AQﬂAg)—l-—l—?’l(AlmAJ ﬂAk)—F—i-?’l(Ak,QﬁAk,l ﬂAk)—l—n(Ak,g ﬂAk,lﬂAkH)—l—n(Ak,gﬂ
Ak ﬂAk_H) +n(Ak_1 ﬁAk ﬂAk.H) — TL(Al ﬂAQ ﬂAg ﬂA4> — ... H(Ak_g ﬂAk_l ﬂAk ﬂAk_H) +

(AN AN N A ) (= DF+ L+ n(AN AN NA 1 NAL).(—1D)F +n(ANAzN...N
Ap N A ) (=D)F+n(AsN AN NA 1 NAN A ) (=) + 4+ n(ANAN .. NA, N
AR) (=DM 4n(ANAsN...NA 1N A1) (=D 4n(AN AN NA 1 NARN A ) (—1)F2

entao pelo exposto, concluimos que o principio da inclusao-exclusao, valendo para k = 2 e
k = 3 como base da inducao e valendo para algum k£ > 3, com k£ € N, implica valer para

k + 1, entao pelo principio da inducao finita vale para todo k € N com k > 2.

Baseado no principio da inclusao-exclusao ja demonstrado e utilizando a definicao de prob-
abilidade, vamos definir a probabilidade da uniao de n conjuntos, Ay, As, ..., A,, todos per-

tencentes a um espago amostral €Q:

n(A)) + ... +n(A NA;N...NA,)(—1)"
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= P(A)+..+ P(A,)—P(AiNAy)—...—P(A,_1NA,)+...+ P(AiNAyN...NA,)(-1)"

como queriamos demonstrar.

Exemplo 6

Seja o espaco amostral €2 formado por todos os nimeros naturais n tal que 1 < n < 100.

Sejam também os conjuntos,

Ay ={x e N/1 <z <100 e 2|z}

Ay ={z € N/1 <z <100 e 3|z}

A3 ={z € N/1 <z <100 e 4|z}

Ay ={x € N/1 <z <100 e 5|z}

Um sorteio vai ser realizado entre esses 100 nimeros. Calcule a probabilidade de o niimero
sorteado ser um miltiplo de 2 ou 3 ou 4 ou 5?

Solugao: Este problema pode ser resolvido pela probabilidade da uniao dos conjuntos
citados, ou seja, P(A; U Ay U A3 U Ay). Este conjunto representa o evento considerado.
Precisamos primeiro determinar o nimero de elementos de todos os conjuntos da uniao.
Determinemos os mesmos como segue. Antes porém, é preciso frisar que o quociente ap-
resentado entre colchetes representa como resposta a parte inteira deste quociente. Cada
um destes quocientes nos revela, o niimero de elementos de cada conjunto da uniao. Vamos
determinar o numero de elementos dos conjuntos Ai, A, A3 e A4, como também em suas

intersecoes.

n A3 = [T] = 25,
1
n(Ay) = [$1 — 20;
1
n(A1 N Ay) = [%} — 16



n(ANAz) = [T] = 25;
n(Ar N Ay) = [%} — 10;
n(4s 1 Ay) = [5D] = &
n(4: 0 A) =[] =6
n(Ay 1 Ay) = [%} 5,
n(Ay N Ay () Ag) = [%} s,
nMM&ﬂ&)é%%,
n(A; N Az 0 Ay) = [%} _ 5
n(As N As 1 Ay) = [16000] .Y
n(AiNANA;N A = [%} =1;

Aplicando a definicao de probabilidade do conjunto uniao temos:
P(A1 U Ay UA3 U Ay) = P(A1) + P(Az) + P(A3) + P(Ag) — P(A1 N Ap) — P(A1 N Az) —
P(A;NAy) — P(AyN A3) — P(A; N Ay) — P(As N Ay) + P(A1 N Ay N Az) + P(A; N A N
Ay) + P(ATNA3sNAY) + P(AsNA3NAy) — P(ALN Ay N A3 N Ay)

Determinemos cada uma das probabilidades acima.

PA) = n(Q) 100 2’ P4s) n(Q) 100
n(Adz) 25 1 n(A) 20 1
P4s) = n(Q) 100 PP = n(Q) 100 5
n(A;NA 16 4
P 0 Ay = 1(Q) . T 100 25
P(A; N A;) = ==
(411 43) n(Q) 100 4
n(A;NA 10 1
Pl Ay = e R h
n(AsNA 8 2
Py 4q) = M2 o L
n(A2 N A4) 6 3
P(A4;N A D _ 2
(41 Ad) (Z(Q)A | 1g0 510
N Ay
P(AsnAy)=—"2"Y — =~ — _
(451 44) n(Q)A A100A )20 .
N A4y N
P(A1QA20A3):n( 1n(Q2) 3 ~ 100

n(AiNAyNA 3
PiAinA Ny = (ln«;) 4>:m
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P(AlﬂA3ﬂA4):n(AlmA3mA4)— 5 1

n(Q) T 100 20
_TL(AQﬂAgﬂA4)_ 1
P(AsNAsNAy) = Q) =100
n(A1 N A2 N A3 N A4) 1
P(AINAsNAsN A = = —
(AN 42 N A N A n(€Q) 100

50 33 25 20 16 25 10
logo, P(A;NAs N Az MNAY) = —— + —— + ——
080, PN A2 N A0 A = 1655+ 356 + 790 T 100 100~ 100 100

8 6 5 8 3 ) 1 1 128 70 17 1

100 100 100 100 T 100 T 100 T 100 100 _ 100 100 T 100 100

145 71 74
_m_m_mip(AlquuAguA@—M%

Exemplo 7

Durante um concurso publico em uma sala, 8 candidatos entregam para o fiscal, cada um o
seu telefone celular. No final do exame o fiscal vai fazer a entrega de cada um dos celulares
aos 8 candidatos. Contudo esta entrega é feita de forma aleatéria. Qual a probabilidade de
cada um dos 8 candidatos nao receba o seu proprio celular?

Resolugao: Neste problema vamos primeiramente determinar o espago amostral. Para
entrega do primeiro telefone o fiscal tem 8 possibilidades para fazé-lo. Aqui nao importa
se ele vai entregar para o dono do telefone ou nao. Para a entrega do segundo, o fiscal
tera agora 7 possibilidades e assim por diante. E facil notar pelo principio fundamental da
contagem que o total de possibilidades de ser feita esta entrega é de 8!. Logo, n(f2) = 8!
Para calcular a probabilidade do evento em questao, precisaremos calcular o namero de
permutagoes cadticas, que serd o nimero de sequéncias de entrega em que nenhum celular
volta para o seu dono, ou seja, para o seu lugar de origem. Para isso, vamos demonstrar pelo
método de recorréncia uma equagao que permita calcular o total de permutacoes cadticas
de n elementos, em que a sequencia original é (1,2,3,..,n).

A partir desta sequéncia dada, temos que buscar todas as outras nas quais cada um de seus
elementos nao se encontram na mesma posicao da sequéncia original. A sequéncia original
pode vir em qualquer ordem. Escolhemos a que obedece a ordem crescente dos numeros
naturais para melhor compreensao. Um exemplo de permutacao cadtica de n elementos é

(2,3,1,....,n—1,n,n—2). Esta é apenas uma delas, todavia vamos necessitar calcular o seu
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total.

Para tal, vamos definir o que significa atingir equacoes matematicas por métodos de recor-
réncia. Este método aplicado a ideia de permutacao cadtica, permite determinar o niimero
de permutagoes cadticas de n + 2 elementos sabendo quantas permutagoes desse género
existem para n = 1 e n = 2, ou seja, permutacao com 1 ou 2 elementos em sua sequéncia
original. Usaremos a notacao X,,, para designar o numero de permutacoes cadticas de n
elementos em relagao a uma sequéncia x,, de n termos que nos é dada.

Com este intuito vamos determinar quantas permutagoes cadticas existem a partir de uma
sequéncia z; = 1, ou seja, uma sequéncia com 1 elemento. E evidente, neste caso, que
X, = 0, pois o elemento 1 da referida sequéncia nao pode ocupar na sequéncia outra
posicao que nao seja a que ja possui.

Vamos considerar entao, o nimero de permutagoes cadticas Xs, a partir da sequéncia
x2 = (1,2). A unica permutacdo cadtica possivel, neste caso é a permutagao (2,1). Logo
temos X3 = 1. Vamos considerar entao uma sequéncia dada x,.2 = (1,2, ...,n,n+1,n+2),
e desta calculemos ntimero de permutacoes cadticas X,,_».

Antes de prosseguir ¢ bom lembrar que se tivemos uma sequéncia original (1,2,...,n,n +
1,n+2), o total de possibilidades de permutar qualquer um de seus elementos é (n+2) — 1,
pois a Tnica posicao que os mesmos nao podem ocupar nas X, o sequéncias ¢ sua posi¢ao
original.

Para efetuar o calculo das X, o permutacoes, as dividiremos em 2 grupos. Seja m um
numero qualquer da sequéncia original tal que 1 <m < n + 2.

O primeiro grupo sera formado por todas as permutacoes em que o numero 1 troca de

posigao com m. Vejamos de quantas maneiras isso pode ocorrer,

(2717 Ty T Ty T Ty 7__)

<3a 717 BEREEE] 7__)

(47__7__71a ) 7__)
(n + 27 T T Ty T Ty T Ty ey 1)
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Pelo que foi mostrado acima, o 1 pode trocar de posicao com 2,3,....,n + 2 n + 1 vezes.
S6 que para cada uma delas, restam n ntimeros que tem de ser colocados nas n posigoes
restantes em permutacao cadtica. Denotemos por X,,, o total de permutacoes cadticas desses
n nimeros.

Concluimos entao que para cada troca de posicao do 1 com m, temos X,, permutacoes.
Como isto pode ocorrer n + 1 vezes, entao o total de permutagoes do primeiro grupo é
(n+1).X,.

No segundo grupo contabilizaremos todas as permutacoes em que o 1 ocupa o lugar de um
m, e o m nao ocupa o lugar do 1. Ora, sabemos que o 1 pode ocupar na sequéncia n + 1
posicoes. Analisemos uma dessas posi¢coes. Seja m uma delas. Quando colocamos o 1 no
lugar do m, este nimero m nao pode ocupar o lugar do 1 nem seu préprio lugar que esta
ocupado por 1. Neste caso, das n + 2 posicoes, ele s6 pode ocupar n. E bom enfatizar que
se o m ocupar o lugar do 1, recaimos no primeiro caso que ja foi comutado. Analisando o
elemento 2, ele nao pode ocupar o seu proprio lugar nem o lugar do m, que ja estéa ocupado
pelo 1. Contudo pode ocupar quaisquer das outras n posi¢oes. De modo andlogo o mesmo
raciocinio é valido para 3 até chegarmos em n + 2. Logo, todos esses n + 1 elementos,
incluindo o m, podem ocupar sempre nestas condi¢oes n posi¢coes quando o 1 esta fixado
na posicao m. Entao quando o 1 esté fixado nesta posicao, nos restam n + 1 elementos
que poderao ocupar sempre n posicoes. E facil concluir que, de acordo com o exposto, isso
nos dara X, 1 permutacoes cadticas. Isto para 1 ocupando a posi¢ao m. Como para todas
as posicoes disponiveis para 1, ele poderd ocupar n + 1 delas, concluimos pelo principio
multiplicativo que o total de permutagoes caodticas para o segundo caso é (n + 1)(X,11).
Juntando o total de permutagoes cadticas dos 2 grupos, teremos o total de permutagoes,

cada uma com n + 2 elementos, ou seja,
Xpro=n+1)X,+(n+1) X1 = (n+1)(X, + Xot1) (2.32)

que é a equagao de recorréncia que queriamos determinar. De posse dela podemos resolver
o problema dos telefones celulares, pois a resposta consiste em determinar o niimero de
permutagoes cadticas para sequéncias de 8 elementos, isto ¢, Xg. J& sabemos que X; =0 e
X5 = 1. De modo iterativo, calculemos os outros.

Paran=1= X0 =(14+1)(X1+ Xs) = X5=2(0+1)=2

Paran=2= X500 =24+ 1)(Xo+ Xo1) = X4 =3(Xo+ X3)=3(1+2)=9
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Paran =3 = X5 = (3+ 1)(Xs + X4) = X5 = 4(2+9) = 44
Paran=4= Xg=(4+1)( X4+ X5) = X¢ =5(9+44) = 265
Paran =5= X; = (b + 1)(X; + Xs) = X7 = 6(44 + 265) = 1854
Para n = 6 => X5 = (6 + 1)(X¢ + X7) => X5 = 7(265 + 1854) = 14833

2.9 Probabilidade condicional

O estudo da probabilidade condicional envolve dois aspectos. O primeiro ja nos é conhecido,
ou seja, sao fornecidos um espaco amostral {2 e um evento representado matematicamente
por um conjunto E. No segundo aspecto é acrescentada uma informacao que restringe o
espago amostral. Esta informacao vai criar um novo conjunto. Denotaremos este conjunto
por A. E evidente que este novo conjunto é subconjunto de 2 pois se trata de uma restricio
do mesmo. Escrevendo em termos matematicos: A C 2. Como E é o conjunto do evento
em questao fica evidente pela definicao de probabilidade que E C ).

Dadas essas conclusoes iniciais, nos transportemos para um experimento aleatoério para
entender como tudo se processa. A priori, ou seja, antes do experimento, sao dados, ) e .

Neste caso a probabilidade do evento E ocorrer sera:

P(E) = % (2.33)

A informacao adicional sera dada, a posteriori, ou seja, depois de realizado o evento. Nesta
informagao nos é dito que o resultado do experimento ocorreu dentro de um conjunto uni-
verso A, que agora se comporta como um novo espago amostral, pois é dentro dele que esta o
resultado do experimento. A partir deste fato temos que calcular a probabilidade do evento
E. nao em relagao a €2, mas em relagdo a A. Como A C 2 e E C (), ha trés situagoes a
serem consideradas:

Pela figura 2.2, AN F = @. Como a informagao adicional diz que o resultado do experi-
mento estd em A, é evidente que nao ha nenhuma possibilidade do resultado do experimento

pertencer a E. Neste caso temos que:

P(E/A) = % _ o (2.34)

Esta equacao nos diz que os elementos de E que serao contabilizados no célculo da proba-

bilidade de E ocorrer terao que pertencer a A, ou seja, a AN E, pois sabemos a posteriori
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Figura 2.2: Caso 1

que o resultado do experimento aleatério esta em A. A equagao acima pode ser lida da
seguinte forma:

"Probabilidade do evento E sabendo que A ocorreu é igual ao numero de elementos de
(AN E), dividido pelo numero de elementos de A, novo espago amostral". Analisemos o

caso em que E C A. Observe a figura 2.3 abaixo:

Q

Figura 2.3: Caso 2

Nesta situagdo, AN E = E e aplicando a equagao ja descrita temos:

P(E/A) = n(f(Z)E) = Zg; (2.35)

No terceiro caso A C E. Entao pela figura 2.4 temos:

P(E/A) = ”(:(Z)E) - Zgﬁ; =1 (2.36)

No ultimo caso, pela figura 2.5 EN A # A # E. Entao
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m

Figura 2.4: Caso 3

Figura 2.5: Caso geral

n(ANE)
n(A)

Dividindo numerador e denominador d segundo membro da equagdo acima por n(f)) e

P(E/A) = (2.37)

aplicando a definicao de probabilidade, temos:

n(ANE)
P(E/A) = ZEZ; _r (If(z)E) — P(ANE) = P(A).P(E/A) (238
n(Q)

Este tltimo caso conclui todas as possibilidades possiveis.
Importante desta equagao é que ela permite o calculo do produto de probabilidades. Fica
claro nesta situacao que a probabilidade da intersecao de dois conjuntos resulta em uma

multiplicagao de probabilidades. Vamos aplicar o que foi exposto em alguns exemplos.
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Exemplo 8

Em uma turma temos 25 meninas e 20 meninos. Na disciplina lingua estrangeira, todos tem
a opc¢ao de escolher inglés ou espanhol. 10 meninas escolhem espanhol e 12 meninos fazem
a mesma op¢ao. Um aluno vai ser sorteado ao acaso. Sabendo-se que o aluno escolhido foi
menina, qual a probabilidade da mesma ter escolhido inglés?

Resolucao:

No problema podemos definir os seguintes conjuntos:

A: Formado por todas as meninas, logo n(A) = 25.

B: Formado por todos os alunos que optaram por inglés, logo n(B) = 23.

n(ANB): Formado por alunos que sdo meninas e optaram por inglés. Neste caso n(ANB) =
15.

O que queremos calcular é a probabilidade do aluno ter escolhido inglés dado que é menina,

ou seja,

_n(AnB) 15 3
P(B/4) = n(A) 25 5
Exemplo 9

Um grupo de estudos composto de alunos de matematica possui 8 alunos de matemética e
6 de fisica. Uma viagem seré ofertada a estes alunos. Para decidir quem sera premiado com
a mesma, sera feito um sorteio.

a) Considere o evento E: serao ofertadas duas vagas e sera feito um sorteio aleatoério. Qual
é a probabilidade de que os dois primeiros escolhidos sejam alunos de matematica?

b) Suponha, o evento F, que sejam ofertadas 3 vagas nesta viagem. Calcule a probabilidade
de o primeiro aluno sorteado ser um aluno de fisica, o segundo ser de matematica e o terceiro
também ser de matemética?

Solugao:

a) Da condi¢ao dada, ha 14 alunos que podem ser contemplados. Destes, 8 sao de matematica
em um total de 14 alunos. O experimento aleatorio que esta sendo feito consiste na escolha
ordenada de dois alunos de matematica. Vamos definir os seguintes conjuntos:

M = {my, my,...,mg} o conjunto dos alunos de matemaética e

F={fi, f2, ..., fe} o conjunto dos alunos de fisica.
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O espago amostral serd composto por todos os pares ordenados (x,y) tal que o mesmo seja
formado por elementos distintos.

Utilizando o principio fundamental da contagem n(Q2) = 14.13 = 182. Este nimero reflete
todas as possibilidades, ou seja, o primeiro sorteado pode ser aluno de fisica ou matemaética
e o segundo também, desde que nao se repitam.

Seja o evento E; composto por todos os pares ordenados (x,y) tais que o primeiro ele-
mento x pertenca somente a M ou a F. Neste caso, pelo mesmo principio da contagem,
n(E;) = 8.13 = 104.

Da mesma forma podemos contabilizar o niimero de elementos do evento Es, que consiste
em calcular todos os pares ordenados (z,y) € € tais que o primeiro elemento x € M ou
x € F' e o segundo elemento y pertence somente a M, ambos distintos.

Fica claro que, sob estas condigoes, o niimero de possibilidades do sorteio do segundo de-
pende do resultado do primeiro. Vamos dividir os resultados possiveis em dois casos.

No primeiro caso, temos (z,y) € Q tal que © € M e y € M. Entao, n(x,y) = 8.7. No
segundo caso, (z,y) € Q tal que x € F' e y € M. Neste caso, n(z,y) = 8.6.

Seja A o conjunto de pares ordenados do primeiro caso e seja B o conjunto de pares orde-
nados do segundo caso. Fica claro que estes dois conjuntos sdo disjuntos, pois (z,y) € A e

x €M e (x,y) € Bex e F. Entao pela disjungao entre ambos, temos,
n(AUB) =n(A)+n(B)=87+86=8T7+6) = n(AUB) =13.8

Em sintese, o total de possibilidades de o primeiro sorteado ser um aluno dos 14 presentes

e o segundo sorteado ser um aluno de matematica é:
n(AUB) =n(E,) = 13.8 (2.39)

Finalmente, calculemos n(FE; N Ey), ou seja, o primeiro e o segundo sorteados serem alunos
de matemaética. Pelo principio da contagem, n(E; N Ey) = 8.7

Apliquemos a defini¢ao de probabilidade para calcular P(Fy/E;) e P(Ey).

P(Ey/E;) = _ _ L
(E2/ E1) n(Ey) 813 13

Da mesma forma:

n(Ey) 813 4
P(Ey) = n(Q) 1413 7
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Pela defini¢cao de probabilidade condicional,

P(EL N Ey)

7
P(Ey) 1313

0

(Ey/EY) = = P(EyNEy) = P(E,).P(Ey/Ey) =

o que conclui a resolugao.

b)Primeiramente vamos calcular a probabilidade de o primeiro estudante ser de fisica e o
segundo ser da matemaética, o que poderé ser feito de maneira analoga ao item a). J& defin-
imos os conjuntos M e F' no item anterior. Vamos definir também 2 eventos.

E,: Este evento serd formado por todas as triplas ordenadas (z,y, z), tal que o primeiro
aluno seja de fisica, o segundo de matemaética e o terceiro um qualquer. Logo, n(F;) = 6.8.12
E5 : Este sera formado por todas as triplas ordenadas (x,y, z) tais que o primeiro sorteado
seja um estudante qualquer, o segundo também, e o terceiro um estudante de matematica.
Como vimos no item a) calcularemos o nimero de possibilidades de um evento no futuro
que depende de duas situagoes ocorridas. Para calcular n(Es;) dividiremos a resolugao em 4
situacoes possiveis.

1— O primeiro estudante sorteado sendo de matematica e o segundo também. Temos entao
8.7.6 possibilidades.

2— O primeiro estudante sendo de fisica, o segundo de matemética. Temos entao, 6.8.7
possibilidades.

3— O primeiro estudante sendo de matemaética e o segundo de fisica. Temos também 8.6.7
possibilidades.

No tltimo caso o primeiro sendo de fisica e o segundo também, o que nos dé 6.5.8 possibil-

idades. Portanto o total de possibilidades para ocorréncia de F seréa:

n(Ey) =87.6+87.6+876+568=687+7+7+5)=06.8.26

Calculemos também todas as possibilidades de termos o primeiro estudante de fisica, se-

gundo de matemética e o terceiro de matemaética, ou seja, n(E; N Ey). Assim,

n(E; N Ey) = 6.7.8 maneiras

Da mesma forma temos que:

n(Q) = 14.13.12
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Finalizando, determinemos:

n(Ey) 6812 6.4

P(E,) = — -
(E1) n(Q) 141312 7.13

EiNE;) 687
n(E)  6.8.12

P(Ey/E) =™

Finalizando, utilizaremos a definicao de probabilidade condicional,isto é

64 7 2
P(E\N By) = P(B).P(Ey/E) = P(E\N Ey) = =515 = 13 = 15.38%

2.10 Multiplicacao de probabilidades

Neste topico faremos uma extensao no que ja estudamos em probabilidade condicional.
Pelo que foi analisado anteriormente, a multiplicacao de probabilidades esté intimamente
ligada a probabilidade da interse¢ao de dois conjuntos. Como cada um deles esté relacionado
a um evento, conclui-se que temos na verdade a multiplicagao da probabilidade de 2 eventos,
s6 que, a de um deles ¢é condicionada. Este condicionamento ocorre devido ao fato de haver
uma alteragao no espago amostral do segundo, considerando a ocorréncia do primeiro.

No entanto, ha casos em que este espaco amostral nao é afetado. O fato de ter ocorrido o
primeiro, de forma alguma modifica o espago amostral do segundo. Vejamos um exemplo

simples:

Exemplo 10

Um dado é lancado duas vezes consecutivamente. Qual a probabilidade de ocorrer um
ntmero par em ambos os lancamentos?

Solucgao: O problema pode ser dividido em dois eventos. O evento E; seré constituido por
todos os pares ordenados (z,y), tais que x € {2,4,6}ey € {1,2,3,4,5,6}. Logo n(F;) = 3.6.
Da mesma forma podemos definir o evento E,. O mesmo seré formado pelos pares ordenados
(x,y) tais que = € {1,2,3,4,5,6} e y € {2,4,6}. Fica claro que n(E,) = 18.

Quanto aos elementos de F1 N Es, sdo constituidos por todos os pares ordenados (z,y) tais
que r € {2,4,6} ey € {1,2,3,4,5,6}. E facil ver que n(FE, N E,) = 3.3 = 9. Na sequéncia,

n(2) = 6.6 = 36. Das informagoes disponiveis concluimos:

XXX1



_n(Ey) 18 1
P(Ey) = n(Q) 36 2
P(E>/Ey) = n(E) ‘E_%‘P(El) T Q) n(Q)

E evidente portanto que a probabilidade de Ey ocorrer nio é alterada no seu espaco amostral
proprio, ou seja, P(Ey/Ey) = P(E;). Com efeito o espaco amostral de Ey continua sendo

), independente de ter ocorrido, ou nao, ;. Podemos escrever entao,

o que mostra que se trata de 2 eventos mutuamente independentes.

2.11 Eventos mutuamente independentes

Sejam dois eventos representados pelos conjuntos E; e Es, ambos contidos em um mesmo
espago amostral 2. Podemos afirmar que ambos sao mutuamente independentes quando a
ocorréncia de um, nao modifica de nenhuma forma o espaco amostral do outro e ambos os
eventos sao consecutivos. O exemplo anterior ilustra bem o que foi dito. No entanto ha

outros com maior complexidade que esclarecem a situagao. Vejamos entao.

Exemplo 11

E apresentado para um prisioneiro duas urnas idénticas e 50 bolas brancas e 50 bolas pretas.
E solicitado ao mesmo que coloque as bolas nas urnas, de acordo com sua vontade. Apods
isto, as urnas sao retiradas da vista do prisioneiro. Em seguida sdo repostas. E solicitado
a ele que escolha uma urna e desta retire uma bola. Se a bola for branca ele é libertado.
Se for preta ele é condenado. Pergunta-se: Qual a melhor maneira do prisioneiro colocar as
bolas nas urnas, para que a probabilidade de libertagao seja maxima.

Solugao:

Suponha que o nimero de bolas a ser colocada na urna C, seja n, das quais m delas sejam
brancas com n > m. Bj sera o conjunto formado pelas bolas brancas da urna C7, ou seja,

n(By) = m. Da mesma forma n(C}) = n. Assim,

P(ByNCY)

P(Bl/cl) = P(Cl)

— P(B,NCy) = P(B,/C).P(C) (2.41)
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temos que:
PB/Cr) = MO B (2.42)

visto que B; C C e By Ny = By. Logo,

m

P(B,/C1) = N (2.43)
Da mesma forma P(C}) = 1/2, pois de duas urnas temos que escolher uma. Concluimos
que

P(Bl ﬂCl) -

m
n

(2.44)

N | =

Para a segunda urna o raciocinio é analogo.
Bs é o conjunto de bolas brancas da segunda urna e n(By) = 50 — m. Cs é o conjunto de
todas as bolas da segunda urna, e n(C) = 100 — n. Dai decorre,

- n(Cy) 100 —n

P(By/Cs) (2.45)

e P(Cy) = 1/2. Entao,

1 50—
P(By Cy) = P(Ca).P(Ba/Ch) = 5105

(2.46)

ByNCy e B;NCY sao conjuntos disjuntos, pois a mesma bola nao pode estar nas duas urnas

simultaneamente. Logo,

P(B) = P[(BiNC)U(ByNCy)] = P(B,NCy) + P(ByNCy) =

1 m+1 50 —m 1(m+ 50—m)
2'n 2°100—n 2'n  100—n
Resumindo,
1 m 50—m
P(B)==-(— 2.47
(B) 2(n+100—n) ( )
Vamos analisar o segundo membro da igualdade, considerando 3 possibilidades:
i)n = 50 ii)n < 50 iii)n > 50
i)n = 50

Com 50 bolas na primeira urna, ficamos com

1 m 50 —m 1 m 50 m

)=tz - ) =

L 0.5 =50%
2'50 ' 50 507 2 0T
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Assim, independentemente da quantidade de bolas pretas na primeira ou na segunda urna,
P(B) = 50%
ii)n < 50

Para esta analise necessario se torna desenvolver a expressao de P(B)

1 m 50—m

P(B) = =(—
(B) =50 T 0=n

)=

1 .m(100 — n) + n(50 —m)

51 n(100 — n)

| =

1[100m—mn+50n —mn
2 n(100 — n)

| =

1 [100m —2mn + 50n] -
2 n(100 — n) B

1 m(100 —2n) 4 50n,
5! n(100 — n) I=

1 [m(l()O — 2n) 50

2" n(100 —n) T 00 —n) (2.48)

Por (55) para um dado n entre 1 e 49 P(B) sera maxima se m = n. Substituindo este valor

na expressao temos:

1[n(100—2n)+ 50 ]_1[100—2n+ 50 | =
2'n(100 —n)  100—-n' 2°100—n 100 —n'

1[100—71—1—50—71]_ 1[100—n+ 50 —n
2 100 — n 2100 —n 100 —n

| =

1 100 — 50 — n 1 100 — n 20

A T B Rl St v Bl T e
1 50
R o]
2 100 — n
>0 4 mini ran = 1. Entao
serd minimo — 1. .
100—n o pa
1 50 25 99 25
(B) 2[ 99] 9 99 99
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74

P(B) = &

=0,7474 = 74, 74%

Esta é a probabilidade méaxima de liberdade, isto é, colocando 1 bola na primeira urna,
desde que a mesma seja branca.

iii)n > 50

Para todo n > 50 implica repetirem-se na urna Cy o ocorrido na C; quando n < 50. Por
exemplo, para n = 30 significa que na caixa C; contem 30 bolas e na caixa Cy 70 bolas. Para
n = 70, teremos 70 bolas na caixa C; e 30 bolas na caixa Cy. Como P(C}) = P(Cs) =1/2,
as duas situagoes citadas como exemplo sao equivalentes. Este fato significa que a melhor
probabilidade do prisioneiro ser liberto no caso de n < 50 tem sua equivalente quando se
tem n > 50 e esta situacao corresponde a n = 99, com 99 bolas na urna C; e 1 bola na urna
(5, sendo a bola pertencente a Cy branca. Neste caso também teremos P(B) = 74, 74%.
Em sintese a melhor distribuicao a ser feita seré colocar uma bola branca em uma das urnas
e as outras 99 na outra.

Demonstraremos um teorema que é consequéncia imediata da probabilidade condicional.

Teorema do produto
Se P(AiNAsN...NA,) # 9 entdo,
P(AiNAyN..NA,) =P(A1).P(Ay/Ay).P[As/ (A1 N A)]....P[A, /(AN AN ..M Apy)]

Demonstracao:
Pelo principio da indugao finita o teorema é valido para n = 2, pois pela definicao de

probabilidade condicional temos que:
P(A1NAy) = P(Ay).P(Ay/Ay) (2.49)

Podemos também mostrar que o teorema é valido para 3 conjuntos. Basta tomar A; N A,

como um Unico conjunto e Az como o outro. Teremos entao:
P(Al N A2 N Ag) - P[(Al N Ag) M A3] = P(Al N Az)P(Ag/Al N AQ)
Como P(A; N Ay) = P(Ay).P(Ay/Ay), concluimos que,

P(A; N Ay N Ay) = P(A,).P(Ay/A,).P(As/A; 0 Ay) (2.50)
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Logo o teorema é valido para n = 3. Como hipétese de indugao vamos admitir que o teorema

fosse valido para n = k, ou seja,

P(AiNAyN..NAg) = P(A)).P(A2/A1).P[As/(A1 N Ay)]....P[Ak /(A N A N o.M Agy)]

Vejamos entao se o teorema é valido para k + 1 conjuntos. Consideremos entao os seguintes
conjuntos:

A=(A1NAyN...NAL) e Apyq. Podemos escrever entéo,
P(AN A1) = P(A).P(Ag1/A) = P(A1N Ay NN Ag) . P(Agi1/A) (2.51)

Utilizando a hipotese de indugao podemos chegar a seguinte conclusao:

P(ANAgs1) = P(A1NAsN .. NANAg1) = P[(AINAsN .. NAR)NAga] = P(AINAN...N
Ag).PlAg1 /AN AsN..NAL] = P(A1).P(As/A1).... P(Ag /A1 N AN .. NAg_1). P(Ag1 /AN
AyN...NAg), o que prova o teorema, pois admitindo que o mesmo valha para k, concluimos
que este vale para k + 1, ou seja, vale para todos os naturais n.

Outro teorema muito importante e consequéncia da probabilidade condicional é o seguinte:

2.12 Teorema

Sejam os eventos A, B e C representados respectivamente por conjuntos do mesmo nome.

Se BN (C' = @ podemos afirmar que:
P[(BUC)/A] = P(B/A)+ P(C/A) (2.52)

Demonstracao:

Pelo lema ja demonstrado e pela definicao de probabilidade condicional temos,

PI(BUC)/A] = P[(B]LDJ(Z)) N A] _ P[(BN /;)(:)(Om A)] (2.53)

Sabemos contudo que,

PUB AU (€N A)] = n[(Bﬁf;)(g)(CﬂA)] _ n(BﬂA)Jrn(C;(é; ~n(AnBNC)

Podemos afirmar que n(AN BN C) = & pois BN C = &, condigao dada no teorema.

Portanto é valido afirmar que,
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P(BNA)U(CNA)= =

n(BNA) N n(C'NA)

=P(BNA)+P(CNA)

Substituindo este resultado na equacao anterior ficamos com,

Pi(BUC)/A] = ZIED f;‘j(j)((j nAl_

P(BNA)+P(CNA) PBNA) PCNA)

P(A) P4 P(A)

Logo P[(BUC)/A] = P(B/A) + P(C/A), como queriamos demonstrar.

Tao importante quanto este resultado é a generalizacao do mesmo. Vamos demonstra-lo
entao para a uniao de n conjuntos.

Sejam os conjuntos Aj, As, ..., A,, contidos em um espaco amostral 2 tal que A; N A;N...N

A, = @, e um conjunto A também contido em Q. E valida a generalizacao,
P[(A;UAyU...UA,)/A] = P(A1/A) + P(Ay/A) + ...+ P(A,/A) (2.54)

Na primeira parte do teorema ja provamos sua validade para n = 2. Podemos constatar
também que é valido para n = 3, pois podemos considerar a uniao de dois conjuntos como

um conjunto s6 e aplicar o que ja sabemos quando n = 2. Facamos a aplicagao.

P[A; U (AU A3)]/A = P(A1/A) + P[(Ay U A3)JA] = P(A,/A) + P(Ay/A) + P(A3/A) =
P[(A; U Ay U A3)/A]

com AiNA;NA; = @. Utilizando o principio da inducao finita vamos admitir como hipotese

de indugao que o teorema seja valido para n = k, ou seja:
Pl(A; U Ay U...UAy) /Al = P(A1/A) + P(A3/A) + ... + P(AL/A) (2.55)

De posse desta hipotese vamos usar a base de indugao, considerando a uniao dos conjuntos
AjUAU ... UALU A, como a uniao de apenas dois. O primeiro serda A; U Ay U...U Ay e

o segundo Ag,1. Desta uniao fica claro que,

Pl(AyUA U . UAL) UAg /A = P[(ALU AU ..U AL)/A] + P(Agia/A) =
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P(A1/A) + P(As/A) + ... + P(Ag/A) + P(Aki1/A)

Fato este que conclui a demonstracao, isto é, o teorema é valido para todo n € N de acordo

com o principio da indugao finita.

Exemplo 12

Uma moeda ¢ jogada 6 vezes. Sabendo-se que no primeiro langamento deu coroa, calcular
a probabilidade condicional de que o numero de caras nos 6 lancamentos supere o numero
de coroas.

Solugao: Sabemos que o resultado do primeiro langamento foi coroa. Sendo E; este evento,
concluimos que P(F;) = 1, ou seja, a probabilidade de um evento certo.

Sabemos também que para termos mais caras do que coroas nos proximos 5 langamentos,
obrigatoriamente precisam ser sorteados 4 caras ou 5 caras. A probabilidade de obtermos
uma cara ou uma coroa em qualquer dos 5 langamentos seguintes é igual a 1/2. Cada um
destes 5 lancamentos sao eventos mutuamente independentes. A probabilidade da ocor-
réncia de um destes eventos, em nada é afetada pela ocorréncia ou nao de outro evento.
Chamaremos de Ey, FE3, 4, E5 e Eg os eventos relacionados aos 5 langamentos seguintes.
Para obtermos 4 caras, em 5 langamentos o total de probabilidades ¢ C# = 5. S6 que para
cada uma delas podemos usar o produto de possibilidades. Entao vamos escolher uma dessas
possibilidades. Uma delas poderia ser por exemplo: cara, cara, coroa, cara, cara. Vamos
chamar também cada um destes resultados respectivamente pelos eventos Ei, Es, E3, Fy e

FEs5. Utilizando a equacao do produto temos,

P(ElmEgﬂEng4ﬂE5) -
P(E,).P(E,/Ey).P(Es/E, N Ey).P(Ey/Ey 0 Ey N E3).P(Es/Ey N Ey N B3N Ey)

Contudo os eventos F1, ..., F5, sao todos mutuamente independentes, pois o espaco amostral
de todos é Q = {cara, coroa} e P(E,) = P(E,) = P(E3) = P(E4) = P(Es5) = 1/2. Logo

P(E, 11 B, 0\ By N By By) = P(By).P(E>).P(Ey) P(Es).P(E) = (3)°

Ressaltemos, no entanto, que existem outras 4 situagoes que possuem o mesmo resultado.

Isto nos leva a concluir que, incluindo todas as situagoes possiveis, admitindo que houvesse
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4 caras nos H eventos, a probabilidade do evento E, que impoem no total dos 6 lancamentos,
mais resultados caras do que coroas é: 5.(1/2)° = 35—2 56 que o evento E nao se restringe
somente a esta situacao. Ele abrange a situacao de termos 5 caras e do ponto de vista da
andlise combinatoria o total de possibilidades de termos as 5 caras é C2 = 1. Nesta situagio
a probabilidade de tal ocorrer sera (1/2)°. Em termos totais a probabilidade procurada

sera:

Outra resolugao: Podemos resolver o mesmo problema usando a defini¢ao de probabilidade.
Para calcular P(F), tomaremos cada elemento de F e de €2 como quintuplas ordenadas.

Calculemos n(£2). Temos o seguinte:

n(Q) =Cs50+Cs51+C50+Cs53+ C54+ Cr5 =32

pois se trata de uma linha no triangulo de pascal. n(E) = Cs 4+ C5 5 = 6. Logo,

S
~—~
)
~—
w
[\
—_
D

2.13 Teorema da probabilidade total

Seja B um conjunto associado a um evento B e sejam os conjuntos Aq, A, ..., A, associados
aos eventos A, A, ..., A,. Considere todos os conjuntos A;, ¢ variando de 1 até n todos dis-
juntos e também que o conjunto B esteja contido na uniao dos n conjuntos Ai, As, ..., A,,.

Do que foi exposto conclui-se que:

P(B) = P(Ay).P(B/A;) + P(Ay).P(B/A3) + ...+ P(A,).P(B/A,) (2.56)
Demonstragao: Por hipotese sabemos que B C (A; U As U ... U A,,). Dai decorre que,

B=(ANB)U(A:NB)U..U(A,NB) (2.57)

Vale ressaltar que os conjuntos (A; N B), 1 < i < n, sdo todos disjuntos pois os elementos de

(A1NB), (AsNB), ..., (A,NB), pertencem respectivamente a A, A,, ..., A, que sao disjuntos.
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Da disjun¢ao dos (A; N B) conjuntos temos:
n(B) =n(A1NB)+n(AsNB)+ ...+ n(A,NB) (2.58)
Dividindo o primeiro e o segundo membro da igualdade por n({2), ficamos com o resultado:
P(B)=P(AiNB)+P(A:NB)+ ..+ P(A,NB) (2.59)

Para concluir a demonstracao do teorema, é suficiente a aplicacao da definicao de probabil-

idade condicional para todos os (A; N B) eventos, ou seja,
P(A;NnB) = P(A;).P(B/A;) (2.60)

paral <1 <n

Com esta informagao finalizamos da seguinte maneira:
P(B) = P(A,).P(B/A,) + P(Ay).P(B/A3) + ...+ P(A,).P(B/A,) (2.61)

como queriamos demonstrar. Vejamos alguns exemplos que ilustra de maneira objetiva o

referido teorema.

Exemplo 13

Trés urnas I, I1, e 111, contém respectivamente 1 bola branca e 2 pretas, 2 brancas e 1
preta e 3 brancas e 2 pretas. Uma urna é escolhida ao acaso e dela é retirada uma bola que
é branca. Qual é a probabilidade condicional de que a urna escolhida seja a 117

Solugao: Para calcularmos a probabilidade de ser escolhida a bola branca, vamos usar o
teorema demonstrado acima. Sejam os seguintes eventos:

B : ser escolhida uma bola branca.

A; : ser escolhida a urna /.

A, : ser escolhida a urna /1.

As : ser escolhida a urna I11.

De posse dos dados do problema, ¢é facil perceber que P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 1/3, visto
que a escolha de cada urna esta inserida no conceito de eventos equiprovaveis. Nas demais,

pela probabilidade condicional fica claro que,

P(B/A;) = n<:(IAT)B) N %
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n(AQ N B) 2

P(B/AQ):Wzg
PB/A) =" 00

Fazendo uso do teorema da probabilidade total, temos:

P(B) = P(A1).P(B/A1) + P(A2).P(B/Az) + P(A3).P(B/A;)=

1 2 3

toztzz=gtgtz=
9

Wl
Wl
Wl =
Wl o
W
o] w

Sabemos do enunciado que uma bola branca foi escolhida e que para essa situagao temos
P(B) = 8/15. Contudo, o que se quer saber dada essa condi¢do é a probabilidade desta

bola ser da urna /1. Logo, temos a probabilidade condicional:

CP(A,NB)  P(B/A)P(A)
PAB) =5 = Py

2/31/3 2/9 215 5 5

8/15 ~ 8/15 9°8 34 12

que é a solucao do problema.

2.14 Teorema de Bayes

De acordo com o teorema da probabilidade total, temos que:
P(B) = P(A,).P(B/A,) + P(Ay).P(B/A3) + ...+ P(A,).P(B/A,) (2.62)

Para calcular a probabilidade de algum evento A;, sendo este i fixado podendo assumir

valores de 1 até n, dado que o evento B ocorreu, temos

P(A;/B) = P(ﬁzg)B) = P(A";f];?/ A) (2.63)

Fazendo uso do que ja concluimos acima, podemos escrever:

P(A:).P(B/A;)

PUIB) = Pa) PBIAY) & P(4).P(BJAs) + .+ P(A,) P(B/A,)

(2.64)
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Importante salientar que quando calculamos P(B) pelo teorema da probabilidade total,
estamos calculando esta probabilidade em relagao ao espago amostral (€2), enquanto que,
ao utilizar o teorema de Bayes, estamos calculando necessariamente uma probabilidade
condicional.

Vamos agora observar algumas situagoes onde estes teoremas, o da probabilidade total e o

de Bayes possuem plena aplicacao.

Exemplo 14

Marina quer enviar uma carta a Veronica. A probabilidade de que Marina escreva a carta é
de 8/10. A probabilidade de que o correio nao a perca é de 9/10. A probabilidade de que o
carteiro a entregue é de 9/10. Dado que Verdnica nao recebeu a carta, qual a probabilidade
condicional de que Marina nao a tenha escrito.
Solugao: O que esté sendo solicitado no problema é a probabilidade de um evento a priori,
ou seja, Marina nao ter escrito a carta, dado que um a posteriori, isto é, que Veronica nao
a recebeu.
Primeiramente é necessario denominar os eventos que nos sao dados e também o que quer-
emos determinar. Entao vejamos,
B : Veronica nao recebeu a carta.
A; : Marina nao escreveu a carta.
A, : Marina escreveu a carta.
As : O correio perdeu a carta.
Ay : O correio nao a perdeu.
As . O carteiro nao a entregou.
Do que nos foi apresentado ha 3 situacoes possiveis para ocorrer o evento B.
1— Marina nao té-la escrito. Neste caso temos,
P(Ay) = P(A,).P(B/A;), pois P(B/A;) é um evento certo, e P(A;) = 2/10// 2— Ser
escrita e o correio perder, ou seja, ocorrer A, N As. Portanto,
P(AyNAs) = P(AyN A3).P[B/(As N A3)], pois P[B/(AyN A3)] = 1.
Sabemos também que pelo teorema do produto,

P(Ay 1 Ag) = P(As).P(As/Ay) = 1%%
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De maneira analoga, esta situagao ocorreré se Marina escrever a carta, o correio nao a perder

e o carteiro nao entregar, ou seja, ocorrer A; N Ay N As. Entao,

8 9 1

P(AsN A NAs) = P(AyNAL N A;).P[B/(AaNAs N As)] = 10°10°10

Com estas informagoes e usando o teorema da probabilidade total concluimos que,
P(B) = P(A1).P(B/A1) + P(Ay N A3).P[B/(As N As) |+
P(AyNANA;5).PB/(AsN AN A5)] =

2 8 1 8§ 9 1

P(A)).P(AsNA3).P(AbNANA)) = —+ —— + —.—.—

(An)-P(A: 1 As)- P(A N As 0 As) = 54 3596 T 15°10°T0
Conhecendo o valor numérico de P(B), e aplicando o teorema de Bayes, temos

P(AI/B) =

P(A1).P(B/A:)
P(A;).P(B/Ay) + P(A2 N A3).P[B/(Ay N A3)] + P(As N Ay N A5).P[B/(As N Ay N A5)]

- 2/10
"2 81 8091 —
10 71010 T 10°10°10
2/10 2/10
P(A/B) = P = 300 P =
10 7100 T1000 1000 © 1000 T 1000
9

352 10 352 352 88 44
1000

10 2 1000 2100 225 25

Exemplo 15

Durante o més de agosto a probabilidade de chuva em um dia determinado ¢ de 4/10. O
fluminense ganha um jogo em um dia com chuva com probabilidade de 6/10 e em um dia sem
chuva com probabilidade de 5/10. Sabendo-se que p fluminense ganhou um jogo naquele
dia de agosto, qual a probabilidade de que choveu nesse dia?

Solugao: Primeiro vamos denominar os eventos.
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B : o fluminense ganhar o jogo.

A; : Chover em um dia de agosto.

Ay : Nao chover em um dia de agosto.

De acordo com o enunciado do problema, o fluminense ganhou o jogo. Logo o evento B

ocorreu. Pelo teorema da probabilidade total, temos entao,

P(B) = P(A1).P(B/A1) + P(A2).P(B/Az) =

46 65 _2 30 512
10°10 1010 100 = 100 100 50
Além da probabilidade do fluminense ter ganho o jogo, o célculo feito acima se torna

necessario calcular a probabilidade do fluminense ter ganho o jogo e chover no dia. Para

tal, a probabilidade condicional nos diz que:

Finalizando, pelo teorema de Bayes,

P(A,).P(BJA))
PEIB) = By PBA) T P(As) P(B/A)

27 10027 9

2.15 Probabilidade binomial

Para introduzir o tépico vamos usar uma situagao problema, que vai ilustrar com clareza o

que queremos mostrar. Vejamos entao,

Exemplo 16

Um teste sera realizado. O mesmo possui 5 questoes de miltipla escolha. Cada questao
possui exatamente 3 alternativas a serem escolhidas. Qual a probabilidade de um candidato
que ird marcar aleatoriamente as 5 questoes do teste, acertar exatamente 2 questoes?

Solugao: Cada solugao do teste é composto de 5 escolhas. Suponha que as alternativas
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para cada questao sejam os itens a, b e c.

Pela natureza do problema, a probabilidade de acerto em cada uma das questoes é 1/3. De
maneira anéaloga, a probabilidade de erro é 2/3. Cada uma das escolhas nas 5 questdes se
constituem em eventos mutuamente independentes, pois a escolha de uma alternativa em
uma questao nao interfere na probabilidade da escolha de outra. Sabemos contudo que, no
geral, teremos sequéncias de dois acertos e 3 erros para que o teste apresente dois acertos.
Necesséario se torna entao que calculemos todas as sequéncias possiveis onde aconteca 2
acertos e 3 erros. Designemos por A os acertos e por F os erros. O ntmero dessas sequéncias
serd calculado através de um método de contagem descrito em Anélise Combinatoria por

permutacao com repeticoes. Procedendo este calculo teremos:

5! 5!
5 _ __ 5
Fao =591 = (5—2)L21 % (2.65)

Pelo que foi apresentado C§ = 10. Este ¢ o numero de 2 acertos em um total de 5 questoes.
Definimos os dois acertos, o total de erros e suas posigoes ja estao determinados.

Passemos agora para a segunda parte do problema. Para cada uma dessas P§3 = C3
possibilidades, podemos calcular a probabilidade de a mesma acontecer pois sabemos que
sao eventos mutuamente independentes e sabemos a probabilidade de cada uma delas.
Suponha uma das 10 possibilidades. Seja uma delas (E, E, A, E, A). Pelo teorema da
multiplicagao de probabilidades e sabendo da independéncia dos eventos podemos concluir
que:

: P(X1), onde X, é o evento relacionado & ocorréncia de 3 erros e 2 acertos descrita acima

sera:

P(X,) = P(E).P(E).P(A).P(E).P(A) = P(ENENANENA) =

22121 8

Esta mesma probabilidade ocorrera para todos os X;,1 <7 < 10. De onde temos que:
P(X1UX5U...UXy) = P(X)) + P(Xy) + ... + P(X10) (2.66)

pois os X; relacionados acima sao todos disjuntos. Nao hé entre eles sequéncias iguais.

Como F = X; U X5 U...U Xy, é facil ver que:

P(E) = P(Xy)+ P(X2) + ... + P(Xy) = 10,1 — 80

243~ 243 (2.67)
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No exemplo citado acima, temos uma aplicacao do assunto que iremos abordar. Neste,
podemos sem perda da generalidade chamar os acertos de sucessos e os erros de fracasso.
Denotaremos a partir daqui a letra S para indicar sucesso, e F' para indicar fracasso.
Definigao: Seja um evento E composto de Ey, Es, ..., E, eventos componentes e todos mu-
tuamente independentes. Suponha que cada um destes n eventos apresentem apenas dois
valores logicos: sucesso(S) ou fracasso (F'). Suponha também que nestes eventos existam
K sucessos e n — K fracassos. Vamos admitir que a probabilidade de cada sucesso seja P;
e de cada fracasso seja P,. Dada uma sequéncia possivel de sucessos e fracassos ou seja,
SSF...S, onde possam constar K sucessos e n — K fracassos, a probabilidade de a mesma
ocorrer sera:

P.P\.P;....P, = PPy % (2.68)

Cabe-nos agora calcular quantas sequéncias de K sucessos e n — K fracassos sao possiveis.

Isto pode ser feito da seguinte forma:

Plkk = —(n — K)LK! = Ck (2.69)

Logo temos C} sequéncias de K acertos e n — K fracassos. Dai podemos concluir que se
para cada uma delas temos a probabilidade de P/. Py~ entdo para C% delas, pelo principio

multiplicativo, temos que,

P(E) = Cp.PE. Py X (2.70)

Esta equacao é aplicavel para todos os eventos E, que sejam constituidos por um ntmero n

de eventos componentes e todos independentes entre si.

Exemplo 12

Um matematico sai de casa todos os dias com duas caixas de fosforo, cada uma com n
palitos. Toda vez que ele quer acender um cigarro, ele pega (ao acaso)uma das caixas e
retira dai um palito. O matematico é meio distraido, de modo que quando ele retira o
ultimo palito de uma caixa, ele nao percebe que a caixa fica vazia. Como ele fuma muito,
em certa hora ele pega uma caixa e constata que ela esta vazia. Qual é a probabilidade de
nesse momento a outra caixa conter exatamente K (0 < K < n) palitos?

Resolugao: Denominemos as caixas de C e Cy. Vamos admitir que a caixa C fique vazia

e a caixa () fique com K palitos exatamente. A situac¢ao oposta é analoga a primeira, ou
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seja, se considerarmos a caixa Cy vazia e a caixa C7 com K palitos, ambas as situacoes
apresentarao a mesma probabilidade. Basta entao analisar uma delas. Vamos analisar a
primeira. Denominemos de sucesso a retirada de um palito da caixa C] e fracasso a retirada
de um palito da caixa Cy. A situacao-problema exige que ao ser escolhida a caixa vazia a
outra ja esteja com K bolas.

Antes de considerar esta tultima retirada, ja foram feitas n retiradas da caixa C; e n — K
retiradas da caixa Cs. Isto para que tenhamos zero palitos na caixa C; e K palitos na caixa
C5. No total temos entao n + (n — K) retiradas, isto é, 2n — K. Este serd o nimero de
elementos da sequéncia, SSF'S...SF. Como a probabilidade de escolha de sucesso ou fracasso
¢ 1/2 e a ocorréncia de um ou de outro se constituem eventos mutuamente independentes,

1 1

temos que a probabilidade de vir acontecer uma dessas sequéncias é (5)"(5)”4( = (5

Esta probabilidade no entanto é apenas uma destas sequéncias. E necessario calcular o total

>2n—K.

delas, o que pode se feito da seguinte forma,

on-r _ (2n—K)! (2n — K)!
K plin — K) O nl[(2n — K) — n)!

=K (2.71)

Em suma, podemos afirmar que a possibilidade desejada sera:

1 1 1
P(E) = (5)2%[( + (5)2%[( +..+ (5)2”4([0,21"*[(] vezes =

P(B) = (20K (L)

onde F é o evento que constitui a existéncia de zero palitos na caixa C; e K palitos na caixa
Cs.

Dadas estas condigoes citadas acima, ou seja, assumindo que a mesma ocorreu, necessitamos
determinar a probabilidade E de na proxima escolha das caixas seja retirada a caixa vazia.
Este evento pode ser facilmente calculado usando a probabilidade condicional:

P(E'NE)

P(E/B) = =

— P(E'NE=P(E).P(E/E) (2.72)
Como E e E' sdo eventos mutuamente independentes temos,

P(E'NE = P(E).P(E'|E) = %.ank.(%)%ff (2.73)

Sabemos contudo que a situacao oposta também pode ocorrer, ou seja, Cy ficar vazia e C}

ficar com K palitos antes da ultima retirada. Esta situagao também possui a probabilidade
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1 1
de ocorrer de §.Cﬁn_k.(§)2n_K.
Juntando estas duas situagoes descritas, e facil ver que se trata de dois eventos disjuntos,
logo a probabilidade de E;, onde F; é a probabilidade total seré:

1 1 1 1 1
P(E,) = 50,3"—’“.(5)2"—1( + 5.02”"“.(5)2"‘1( — P(E,) = an—k.(§)2”—f< (2.74)

Citaremos ainda outra situagao.

Exemplo 17

Motores de aviao funcionam independentemente e cada motor tem probabilidade P de fal-
har durante um voo. Um aviao voa com seguranca se a maioria dos seus motores funciona.
Para que valores de P um aviao com 3 motores é preferivel a um com 5 motores?
Solugao: Avaliaremos primeiramente a possibilidade do aviao de 3 motores voar com segu-
ranca. Para que isto aconteca, temos que ter 0 ou 1 motor sem condi¢oes de funcionar.

De acordo com a definicao de probabilidade binomial, para termos zero motores com falha,
a probabilidade sera?

(1-P)1-P)(1-P).C3=(1-P)> (2.75)

onde C§ é a combinagao de termos 3 motores sendo que nenhum falha.
Salientemos que (1 — P) é a probabilidade do motor esta sem falha e P a do motor estar
com falha, sendo ambas probabilidades complementares.

Por outro lado para termos 2 motores sem falhas, a probabilidade seré:
(1—P).(1-P).PC;s =(1—-P)*3P (2.76)

onde C§ é a combinacao de termos 3 motores sendo que dois deles nao falham.

Logo a probabilidade do aviao com 3 motores voar com seguranca sera:
P(A3) = (1—P)*+3P(1 - P)° (2.77)

Aj representa o evento: O avidao com 3 motores voar com seguranga.
No tocante ao aviao com 5 motores temos as seguintes conclusoes para que o mesmo voe
com seguranga:

- Com 3 motores sem falha. A probabilidade para este evento sera:
(1—P).(1—-P).(1-P).P.PC;=10P*(1 - P)* (2.78)
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- Com 4 motores sem falha temos,
(1-P).(1-P).(1-P).(1-P).PC; =5P(1— P)! (2.79)
- Com 5 motores sem falha temos,

(1-P).(1-P).(1-P).(1-P).(1-P).C: =(1-P) (2.80)

xlix



CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho nos permitiu visualizar o fazer para probabilidade discreta de tal forma
a superar as dificuldades que porventura venham ocorrer no exercicio da docéncia. Estas
dificuldades advém da propria natureza do tema matematico em destaque, haja vista que
sua compreensao envolve raciocinios logicos profudamente ligados e com sistematica propria.
Isto nos impulsionou a atacar esta problematica utilizando certo nivel de aprofundamento
que se materializou pela utilizacao de situacoes problemas que interconecta este com outros
temas, como a contagem e a teoria dos conjuntos que em nosso entender sao os ramos da
matematica que articulados fundamentam a teoria das probabilidades.

Por outro lado, também concluimos que em nossa experiéncia docente pudemos vivenciar
que os livros didaticos ap6iam a pratica educacional atendem em parte o discente, porém no
que se refere ao professor estes manuais nao possibilitam material necessario a abrangéncia
de conhecimentos que o profissional necessita. Dai que o presente texto vem ao encontro,
de alguma forma, a suprir estas caréncias docentes, pois se trata de mais uma opcao a
disposicao dos professores para possiveis consultas e investigagoes.

Bem como os professores, concluimos que este estudo também possibilita aos discentes
que queiram sair do nivel de estudo restrito ao livro didatico, uma visao fundamentada e
aprofundada da probabilidade discreta. E ainda, este aprofundamento pode, de tal forma
incentivia-lo a enveredar por outros estudos da matematica além da sala de aula como
projetos de iniciacao cientifica, projetos de olimpiadas de matematica visando os futuros

pesquisadores do amanha.
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