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RESUMO

Este trabalho consiste na abordagem de desigualdades matematicas e suas aplicagdes para
o ensino médio. Neste sentido destacamos algumas desigualdades importantes na literatura
matemadtica que podem servir de suporte para o contetido estudado na matemaética elementar.

A elaboragdo se deu a partir de pré-requisitos basicos de inducgao, propriedades basicas das
desigualdades, médulo de um nimero real, médias, func¢des convexa e coOncava e nimeros
complexos, seguida da apresentagdo das desigualdades, com demonstragdes acessiveis ao pu-
blico com conhecimento de matematica basica. O trabalho finaliza com aplica¢des relacionadas
ao tema abordado, proporcionando aos discentes o contato com problemas que estimulam ca-
pacidade de raciocinio. A maioria das aplica¢des fazem relagdo com contetidos do programa
do ensino bésico, na drea de geometria, dlgebra e otimizacéo.

Palavras-chave: dlgebra, desigualdades, ensino médio, geometria, otimizacao.



ABSTRACT

This work constitutes of mathematical inequalities and their applications to high school
approach. In this sense we highlight some important inequalities in mathematics literature
that may provide support for the content studied in elementary mathematics.

The preparation took from basic prerequisites induction, basic properties of inequalities,
modulus of a real number, medium, convex and concave functions, complex numbers, fol-
lowed by presentation of inequalities, with statements accessible to the public with knowledge
of basic mathematics. The work concludes with applications related to the topic discussed,
giving students contact with problems that stimulate reasoning ability. Most applications are
compared with the contents of the basic education program in the area of geometry, algebra
and optimization.

Keywords: algebra, inequalities, high school, geometry, optimization.
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INTRODUCAO

Este trabalho visa construir estratégias que motivem um tema pouco abordado no ensino
médio e ensinado as vezes de modo superficial: as desigualdades. Muitos problemas de de-
sigualdades foram desenvolvidos na matematica envolvendo grandes matemdticos como Eu-
clides, Arquimedes, Jacques Bernoulli, Newton, Cauchy e outros [1]. A énfase deste contetido
nos livros didaticos é escassa, apesar de existir muitos problemas interessantes que podem ser
solucionados usando o recurso das desigualdades.

Estima-se que o estudo das desigualdades tenha seu inicio no século IVa.C. com a desigual-
dade triangular enunciada no livro I de Os Elementos de Euclides e em seguida com o estudo
de otimizagdo para célculos com figuras geométricas. Sabe-se que durante este periodo nao
se conhecia nenhum método uniforme para este tipo de otimizacdo [2]. Neste sentido um dos
problemas mais antigos de otimizagdo de figuras planas, pode ser encontrado no livro VI de Os
Elementos de Euclides, adaptado através do enunciado: "De todos os retangulos com o mesmo
perimetro, qual tem drea maxima?"[3]].

No presente trabalho foram abordadas algumas desigualdades, como exemplos: a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade triangular, a desigualdade entre as médias, a
desigualdade de Jensen, entre outras. No caso da desigualdade de Cauchy-Schwarz, possui
grandes aplicagdes na andlise, dlgebra linear, mecanica quantica, probabilidade, estatistica e
outras [4]. A desigualdade triangular que é empregada nas aplicagdes de geometria euclidi-
ana e nos numeros complexos [5, 6]. A desigualdade entre as médias, abordada no ensino
médio e superior para resolver problemas de otimizagdo [7]. A desigualdade de Jensen bas-

tante utilizada no estudo de otimizagdo de fun¢des convexas e ganhando destaque nas &reas
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de mecénica, termodinamica, probabilidade, etc [8, 9].

Apesar da inimeras aplica¢des das desigualdades na matematica superior, existe uma grande
lacuna na aplicacdo destas desigualdades no ensino médio. Isto serve de motivagao para es-
tudarmos o tema em questdo e propor novas estratégias que estimulem o seu estudo e suas
aplica¢des para o ensino bésico, visto que é importante para incentivar a linguagem matema-
tica e o pensamento algébrico. De um modo geral as desigualdades comecam a ser trabalhadas
no ensino médio a partir das inequagdes, inseridas no estudo das fun¢des. No entanto ha uma
certa dificuldade por parte dos alunos em compreender tal contetido, ja que 0os mesmos tém
dificuldade em resolver simples equagdes, ou seja, a partir do momento em que comecam a
lidar com éalgebra o entendimento dos contetidos se torna mais complicado [10].

Desta forma pretende-se mostrar a sua importancia para diversas situagdes que envolvem
a matemadtica em varios contextos com abordagem no ensino médio, destacando varias apli-
cacOes das desigualdades, como exemplo, problemas relacionados a maximos e minimos, en-
volvendo conceito de perimetro, dreas, volume, dentre outros. O objetivo é que o aluno tenha
uma nogdo bdsica, explorando sua capacidade de raciocinio, causando mais interesse e mais
aprofundamento no contetido.

Para tanto, o trabalho foi dividido em trés capitulos. O Capitulo I trata das prelimina-
res, onde se busca falar sobre algumas nog¢des que facilitardo o entendimento do contetido
abordado. O Capitulo II é destinado ao estudo de algumas desigualdades e suas demonstra-
¢Oes, onde objetivou-se usar uma linguagem mais acessivel, tentando fazer uma relacdo entre
as desigualdades, apresentando as propriedades basicas de algumas desigualdades em varias
se¢des de matemadtica. Ja no Capitulo I1I coube a parte de variadas aplica¢des na drea de geo-
metria, dlgebra e otimiza¢do. Motivados por este tema e ap6s andlise cuidadosa da literatura,
observamos que as aplicagdes aqui inseridas podem ser tratadas sem dificuldades no ensino

médio.
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CAPITULO 1

‘ PRELIMINARES

ESTE capitulo iremos expor conceitos e resultados basicos de indugdo, propriedades ba-
N sicas das desigualdades, médulo de um ntimero real, médias, fun¢des concava e con-
vexa, nimeros complexos, produto interno, que se fazem necessarios para uma melhor com-
preensdo do trabalho. Detalhes adicionais acerca destes assuntos podem ser encontrados em
[11,112,13,114]115,[16,17, 18] 19].

1.1 Principio de Inducao Matematica

Utilizaremos um principio de contagem conhecido como axioma de indugdo que sera ttil
para demonstrarmos a desigualdade de Jensen e suas propriedades sobre o conjunto dos nu-
meros naturais definido por IN: Seja X C IN. Se 1 € X e se, além disso, o sucessor de todo elemento
de X ainda pertence a X, entdo X = IN. Um tratamento mais completo pode ser encontrado em
[11),12].

A fim de usarmos uma linguagem na forma de propriedades, e ndo de conjuntos, podemos
reescrever o axioma de indugdo da seguinte forma: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre IN.
Suponha que

i) P(1) é verdadeira;
ii) Vn € IN, sempre que P(n) é verdadeira, segue que P(n + 1) é verdadeira. Entdo, P(n) é

verdadeira para todo n € IN.
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1.2 Propriedades Basicas das Desigualdades
Destacaremos a seguir algumas propriedades, as quais se referem aos nimeros reais positi-
vos [12]. Para indicarmos que um ndmero real x é positivo, escrevemos x > 0. Temos que:

i) Dado o nimero real x, hd trés possibilidades que se excluem mutuamente: ou x é positivo,

oux = 0 ou —x é positivo.
ii) A soma e o produto de ntimeros positivos sdo ainda ntiimeros positivos.

Uma relagdo fundamental entre ntimeros reais é a relagdo de desigualdade x < y. A desi-
gualdade entre ntimeros reais reduz-se ao conhecimento dos ntimeros positivos, pois a relagdo
x < y significa que y — x é um niimero positivo. As propriedades importantes desta relacao
sao:

1) Tricotomia: dados x,y € R, é valida uma, e somente uma, das relagdes seguintes: x < y,

x=youy < x;
2) Transitividade: se x <yey < zentdox < z,z € R;
3) Monotonicidade da adigdo: se x < y, entdo paratodoz € R, tem-se x +z <y +z;
4) Monotonicidade da multiplicacio: se x < y e z > 0 entdo xz < yz;
5) Se x # 0 entdo x% > 0;
6) Se0) < x <yentdo0 < i < %;
7) Se x < y e z é negativo entdo xz > yz.

Geometricamente a relacdo x < y significa que, num eixo orientado (Figura [1.1), o ponto de
abscissa y esta a direita do ponto de abscissa x.

Figura 1.1: Eixo Orientado.

Algebricamente tem-se x < y se, e somente se, y — x = k é um ntmero positivo. Desta forma,

vale x < y se, e somente se, existe um namero real positivo k tal que y = x + k.
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1.3 Moddulo de um Niumero Real

Defini¢ao 1.1. O mddulo de um niimero real x, denotado por | x|, é definido por

X, se x>0
[ = { —x, se x <0. (1.1)

Outra forma de se definir o médulo é
x| = V22 = max{x, —x}. (1.2)

Observando os ntimeros reais como pontos da reta numerada, verificamos que o médulo de
um ndmero real x é a distancia de x a 0 (vide Figura|1.2). Em geral, dados x,y € R, podemos

Ix1

[ ]

Figura 1.2: Médulo de um ntimero real.

notar que |x — y| é igual a distancia do ponto X ao ponto Y na reta, conforme Figura Segue

=
Y

=g =

Ix -yl

Figura 1.3: Distancia de x a y.

algumas relacdes de desigualdade envolvendo médulo de um ndmero real. Para qualquer

nimero real positivo d:

x| <de —d<x<d (1.3)
x| <de —d<x<d; (1.4)
x| >d e x < —doux >d; (1.5)
x| >d e x < —doux >d; (1.6)

14



1.4 Meédias

Nesta secdo iremos definir as médias aritmética, geométrica, quadratica e harmonica, re-

quisito basico para trabalharmos com desigualdade entre médias.
Média aritmética

Definicao 1.2. A média aritmética A dos niimeros reais positivos x1, X, . . ., Xn € definida por:

_ Xt Xy

A 1.7
- 17)
Média geométrica
Definicao 1.3. A média geométrica G dos niimeros reais positivos x1,Xy, . .., X, € definida por:
G:\”/xl-xz-...-xn. (1.8)
Média quadratica
Definicao 1.4. A média quadrdtica Q dos niimeros reais positivos X1, Xa, . .., Xy, € definida por:
2 4 .2 2
Xr+x5+...+x
Q= \/ 172 - Ly (1.9)

Média harmonica

Defini¢ao 1.5. A média harmonica H é definida como o inverso da média arimética dos inversos dos

niimeros. Entdo para os niimeros reais positivos x1, Xy, . .., X, temos:

n
H = ) (1.10)
1 1 1
x_1+x_2+"'+ﬂ

1.5 Funcdes convexas e cOncavas

Este conceito sera usado na desigualdade de Jensen, a qual é destaque no capitulo a seguir.

Definicao 1.6. Uma fungdo continua f : I — R, com o intervalo I C R, é:

i) convexa, se f (x;ry) < fx) erf(y),Vx,y el

15



ii) céncava, se f (x;—y) > f(x);f(y),Vx,yE I.

Podemos escrever as condi¢des de convexidade e concavidade através da seguinte propo-

si¢do:
Proposicao 1.1. Se f : I — R é uma fungio continua, entdo:

i) f é convexa se, e somente se, para todos x,y € I e todo t € [0, 1], tivermos:

fltx+ (1 =Hy) < tf(x) + (1 =D f(y). (1.11)
ii) f é concava se, e somente se, para todos x,y € I e todo t € [0, 1], tivermos:

fltx+ (1 =1y) = tf(x) + (1 =) f(y)- (112)

A prova da Proposicio[I.1 pode ser encontrada em [14].
A defini¢do de convexidade, do ponto de vista geométrico, significa que, para cada par de
pontos x e y escolhidos no intervalo I, o gréfico da funcdo encontra-se abaixo do segmento de

reta secante que junta os pontos (x, f(x)) e (v, f(y)) (Figura [1.4(b)). J& na fun¢do concava o
grafico se encontra acima do segmento de reta secante que junta os pontos (x, f(x)) e (v, f(v))

(Figura|l.4(a)).

'z Y

O\ v=ft
T £y)

fix)

y=f(x)

£(y)

(a) (b)

Figura 1.4: Grafico de uma fungéo: (a) concava e (b) convexa.
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Exemplo 1: A fungdo logaritmo natural, log : (0, +c0) — R, é cdncava. De fato dados x,y

ndmeros reais positivos, temos il —2“/ > /xy. Como a fungdo log, na base ¢, é crescente, segue
que
| 1
log (x";y) > log /XY = og(x)—; Og(y)’ (1.13)

valendo aigualdade se e somente se x = y. Usaremos este fato para demonstrar a desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica.

Exemplo 2: Outro resultado interessante que aplicaremos nas desigualdades é o fato da
funcdo seno ser estritamente concava no intervalo [0, 7r]. Seguindo as ideias de Neto [14] e

considerando x,y € [0, 7{], é suficiente mostrarmos que
sin(x) + sin(y) < 2sin (xzﬂ) , (1.14)

com igualdade quando x = y. Para tanto, transformando o primeiro membro em produto,

sin(x) + sin(y) = 2sin (xzﬂ) cos (xzj) . (1.15)

A condigdo x,y € [0, 7t] garante que *1¥ € [0, 71], e dai sin(*}¥) > 0; mas como sempre temos

obtemos

cos(5) < 1, segue entdo que

. (x+Yy XY\ chan (XY
251n(—2 )cos (—2 )_2511’1 (—2 ), (1.16)

ocorrendo a igualdade se, e somente se, cos(*;Y) = 1 ou sin(*;¥) = 0. Vejamos estas duas
possibilidades separadamente:

1) cos(*?%) = 1: a condigéo x,y E [O 7] garante que =% < 5% < Z e nesse intervalo temos
que cos(5Y) = 1se e s6 se 5Z = 0, ou seja, sex—y
2) sin(*}¥) = 0: segue de *3¥ € [0, 7] que *3¥ = 0 ou 71; mas como x,y € [0, 77, isso é similar

ax—y—Ooux:y—n.
Exemplo 3: Outro resultado a ser usado nas aplicagdes é o fato da fungéo quadratica f(x) = x?

ser convexa em qualquer intervalo fechado [«, B]. De fato, sejam x,y € [«, B], entdo, para todo

17



t € [0,1] valem as desigualdades:

(tx + (1 —t)y)? = 2% + (1 — t)%y* +2t(1 — t)xy
<P+ (1= + (1= 1) (¥ + )
= x2[2 +t(1— )]+ 2 [(1 = t)* + (1 - t)]
= tx® + (1 —t)y?%,

(1.17)

2,2
onde da primeira para segunda linha usou-se a desigualdade xy < a 42_]/ .

1.6 Conceitos Basicos dos Numeros Complexos

Neste trabalho, a desigualdade triangular é aplicada a valores complexos. Assim, usando
a referéncia de Carmo [16], iremos considerar o conjunto C como o conjunto dos ntimeros
complexos, munido das operac¢des de adi¢do e de multiplicacdo e satisfazendo os seguintes

itens:
a) Existe um numeroi € C com i2 = —1;

b) Todo nimero Z € C pode ser escrito de uma maneira tinica na forma a + bi, onde a e b
€ R. Usa-se a notagdo Re(Z) = a e Im(Z) = b para designar a parte real e imaginaria

respectivamente do niimero complexo Z = a + bi.

Da defini¢do adotada, decorre que podemos pensar em Z = a + bi como um ponto (a,b) do
plano cujas coordenadas sdo a e b, ou ainda como vetor (isto é, o segmento orientado) de origem
O no sistema de coordenadas e extremidade (a,b) cujo vetor é dado por 07 (Figura . No

Figura 1.5: Vetor OZ.
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primeiro caso, o ponto (a,b) é chamado de imagem do complexo Z = a + bi. No ultimo caso,
os numeros 4 e b sdo chamados componentes do vetor 0Z.

A operagdo soma de dois complexos é representada por um vetor, cujas componentes sdo as
somas das componentes dos vetores dados. Geometricamente a Figura [1.6|estabelece a diago-

nal do paralelogramo construido através da soma dos vetores dados. Além disso o conjugado

) AV .

Figura 1.6: Soma de dois complexos.

de um ntimero complexo Z = a + bi, é definido como Z = a — bi e o seu médulo é o ntimero
real ndo negativo |Z| = va? + b%. Geometricamente, |Z| mede a distancia de O a Z, ou seja,
mede o médulo do vetor que representa o complexo Z. O conjugado e o médulo dos ntimeros
complexos possuem algumas relagdes interessantes conforme descritas a seguir:

Para todo Z, W € C, temos

Z-W=2ZW, (1.18)
ZEW=Z+W; (1.19)

7 =17 (1.20)

Re(Z) = g; (1.21)
Z-Z=\Z% (1.22)

Z| = |z| = |- Z|; (1.23)
Re(Z) < |Re(2)| < |Z[; (1.24)
Im(Z) < [Im(Z)| < |Z|; (1.25)
1Z-W| = [Z]- W], (1.26)
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Z+ W] < 2]+ W], (127)

chamada de desigualdade triangular, que mostraremos na aplicacdo |3, Na proxima segdo ire-

mos definir algumas operagdes entre vetores através do produto interno.

1.7 Produto Interno

Uma das operagdes entre vetores é o produto interno.

Definicao 1.7. Sejam il = (a1,4ay,...,a,) e 0 = (by, by, ..., by) vetores em R", definimos o produto
interno euclidiano como:
(t,7) = a1by + axby + ... + ayby. (1.28)

Usaremos a notagdo ||if|| para indicar a norma ou comprimento de um vetor i arbitrério
que é dado pelo comprimento de um segmento representante de ii. Se ii € R", com i =

(a1,az,...,a,), temos que

il = /a2 + a3+ ...+ a2 (1.29)

Em particular, se 7 € R2 e ¥ = AA’ entdo ||7| = dist(A, A’). No caso de um sistema de

5] = /a2 + 2. (1.30)

O angulo entre dois vetores ndo nulos, por exemplo, i, 7 € IR?, é por defini¢do o angulo BAC,

coordenadas, se 7 = («, ) entdo

onde il = ABe ¥ = AC sdo representacdes dos vetores dados mediantes segmentos orientados
com origem em A (Figura [1.7).

Figura 1.7: Angulo formado por dois vetores.
Podemos definir o produto interno euclidiano entre i/, 7 de outra forma:
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Definicdo 1.8. O produto interno dos vetores ndo-nulos ii, 7 € R", é o niimero

~ | |l#]|||F]|cos8, seii #0eT #O0;
<u’v>_{0, seil =00oud=0.

Vejamos algumas propriedades importantes de produto interno:

(1.31)

(1.32)

(1.33)
(1.34)
(1.35)

Estas propriedades do produto interno serdo necessdrias na apresentacdo da desigualdade de

Cauchy, como também na desigualdade triangular. No préximo capitulo abordaremos estas

desigualdades. Um tratamento mais completo desta se¢do pode ser encontrado em [17, 18} [19].
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CAPITULO 2

‘ DESIGUALDADES

ESTE capitulo serda feita uma abordagem sobre algumas desigualdades e suas respectivas
demonstrac¢des. O objetivo é enfatizar a importancia de tais desigualdades e suas apli-
cagOes na literatura matematica, como na resolugdo de problemas de otimizacdo, geometria,

algebra e analise.

2.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Esta importante desigualdade, aparece em alguns contextos da matematica, como na &lge-
bra linear (na aplicagdo de vetores), na andlise matematica, na resolugdo de problemas, dentre
outras. Para prova-la, iremos apresentar uma demonstragdo simples usando apenas o trindmio

do segundo grau. Seguiremos a ideia de [20].

Teorema 2.1. Sejam ay,ay, ..., a, € by, by, ..., b, niimeros reais, ndo todos nulos (n > 1), tem-se

|a1b1+...+anbn|§\/a§+...+a%\/b%+...+b%. (2.1)

Além disso, a igualdade sé ocorre se existir um niimero real positivo «, tal que a1 = aby,...,a, = aby

ouby =way,..., by = nay.
Demonstra¢ao. Considere o trindmio do segundo grau

f(x) = (a1x — b1)? + (agx — by)* + ... + (ayx — b,)~ (2.2)
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Desenvolvendo cada parcela da soma acima, temos que
f(x) = (a3 +...+a2)x* = 2(a1by + ... +apby)x + (b2 + ...+ b3). (2.3)

Note que f(x) é uma soma de quadrados, logo f(x) > 0 para todo real x. Nessas condi¢des o
discriminante do trindmio do segundo grau deve ser A < 0, ou seja,

[=2(a1hy + ...+ apby) 2 — 4(a® + ...+ a2) (PP + ...+ b2) < 0. (2.4)

Dai,
4(athy + ...+ apby)* <4(@3 + ...+ a3 (b2 + ...+ b3). (2.5)

Simplificando o fator 4 e extraindo a raiz quadrada em ambos 0s membros, encerramos a prova
da desigualdade de Cauchy. A igualdade segue se A = 0, ou seja, o trindmio tem uma raiz
real a. Logo substituindo « na identidade (2.2)) temos:

(a1 — b1)? + (apa — bp)? + ... + (a0 — by)? = 0. (2.6)

Segue que todos os parénteses devem ser nulos, implicando que os a; e b; devem ser proporci-
onais, isto é, b; = aa;. O

Apresentaremos agora a desigualdade de Cauchy usando a defini¢do de produto interno.
Ao tomarmos médulo em ambos os membros da identidade e sabendo que |cos(8)| <1
para todo 8, obtemos a desigualdade de Cauchy:

(£, @) | < [[u][]]- (27)

A igualdade é vélida se, e somente se, ii e ¥ sdo multiplos um do outro. A demonstragdo pode
ser encontrada em [21), 4].
Vejamos agora a interessante relagdo entre as equacgdes (2.1)) e (2.7), através das expressdes

a seguir:

<1/_[, Z_f> = a1b1 + aby + ... + a,by, (2.8)

n
if||> =Y a7, (2.9)

i=1

2 g2

19)1* =) b;. (2.10)

i=1

Fazendo as substitui¢des de tais expressdes na desigualdade (2.7), verificamos a desigualdade

2D.
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2.2 Desigualdade Triangular

Nesta se¢do faremos uma abordagem sobre a desigualdade triangular a qual tem sido exten-
sivamente referida nas aplica¢des matematicas e tem origem na geometria euclidiana. Maiores

detalhes podem ser encontrados em [6, 22} [15].

Teorema 2.2. Dado o tridngulo ABC (vide Figura (2.1)), o comprimento de um dos lados é sempre

inferior a soma dos comprimentos dos outros dois lados, ou seja,

AB < AC + CB, (2.11)
AC < AB + BC, (2.12)
BC < BA + AC. (2.13)

Figura 2.1: Triangulo ABC.

Apresentamos a seguir uma versdo da desigualdade triangular para niimeros reais a qual

faz analogia com a geometria plana, envolvendo médulo de ntimeros reais.

Proposicao 2.1. Para todos os reais ndo nulos a e b, temos
la+b| < la|+|b], (2.14)
ocorrendo a igualdade se e so se a e b tiverem o mesmo sinal.
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Demonstragdo. Sea+b > 0, entdo |a+ b| = a+ b < |a| + |b|. Caso contrério, sea + b < 0,
entdo |[a+b|=—a—b < |a|+|b|]. O
Também sdo vélidas as desigualdades que seguem:

la —b| < |a| + |b], (2.15)
la—b] > |a] - b, 2.16)
la—b] > la] — ] 2.17)

Destacamos a versdo geral da desigualdade triangular, também conhecida na literatura mate-
matica:

a1 +ax+ ...+ an| <|ag|+ |az| + ...+ |au], (2.18)

ocorrendo a igualdade se, e somente se a3, ay, . .., a, tiverem todos o mesmo sinal.
A desigualdade triangular pode ser enunciada na préxima proposigao usando vetores. Para
prové-la seguiremos as ideias de [21] usando a desigualdade de Cauchy (2.7).

Proposicdo 2.2. Para todos os vetores ii e U do plano vale a desigqualdade triangular:
i+ 3| < [l + 3], (2.19)

valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores ii ou U é zero ou sio miiltiplos positivos um do
outro.

[hull
vl

lu+vll

Figura 2.2: Desigualdade triangular.

Demonstragdo. Como estamos trabalhando com ntmeros reais ndo negativos, a desigual-
dade (2.19) equivale a desigualdade:

7+ 3112 < (l@] + [1])*. (2:20)
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Da desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.7) e das propriedade de produto interno (1.33), (1.35),
temos:

i + 9> = (ii + T, i + T) = (il, if) + (il, T) + (5, i) + (F,7) 22
= || + 2, 3) + |91 < [|@))* + 2[|a|[|Z] + 131> = (Ila]] + |17]))%,

concluindo que
i+l < [zl + [7]]- (222)

Na proxima segdo iremos introduzir as desigualdades das médias aritmética e quadratica apli-
cando a desigualdade de Cauchy (2.1).

2.3 Desigualdade das Médias Aritmética e Quadratica

Uma prova alternativa da desigualdade das médias aritmética e quadrética é dada pela

seguinte proposicdo (vide [23]):

Proposicdo 2.3. Dados niimeros reais positivos X1, Xy, . . ., Xn, sua média aritmética é sempre menor ou

igual que a média quadrdtica. Em simbolos:

2 .2
x1—|—x2+...+xn§\/x1+x2+...+x%’ (2.23)
n n
ocorrendo a igualdade se e s6 se X1 = X2 = ... = Xy.

Demonstragdo. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(1 +xo+... +x)> < (B +5+.. 2212 +12+...+17)

= (F+x3 4.+ .
Dividindo ambos 0s membros por n?,
(x1+x241;...+xn)zgx%+x§j;---+x31, (2.25)
logo,
x1+x2-;-..+xn§\/x%jo%j;“”Lx%_D (2.26)
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2.4 Desigualdade de Jensen

Esta desigualdade estd inserida no contexto das fun¢des convexas e concavas, definidas no
Capitulo(l, Veremos abaixo a forma generalizada.

Teorema 2.3. Sejam I C R um intervalo aberto, f : I — R uma fungdo continua. Se x1,...,x, € I
ety,...,t, € (0,1),comty +...+t, =1, entdo t1x1 + ... + tyx, € Le:

i) Se f for convexa, entio

fllixr 4.+ taxn) <t f(x1) + ..+t f (xn), (2.27)
ocorrendo a iqualdade no caso em que f é estritamente convexa se e s6 se x; = ... = Xp.
ii) Se f for concava, entdo
fltixr+ .o+ taxn) > tif(x1) + .o+t f(xn), (2.28)
ocorrendo a igualdade no caso em que f é estritamente concava se e s6 se X1 = ... = Xy.

Demonstra¢do. Suponhamos que f é convexa. Iremos utilizar o Principio de Inducédo
sobre n > 1. O caso n = 2 segue da propria definicdo de fun¢do convexa. Suponha agora que,
para um certo n > 2 e todos x1,...,x, € I ety, ..., t, € (0,1),comt; + ...+ t, = 1, tenhamos
bix14+...+thxp €le

f(t1x1 +...+ tnxn) < tlf(xl) +...+ tnf(xn), (2.29)

ocorrendo a igualdade quando x; = ... = x,. Consideremos elementos x1,...,x,,x,11 € [ e
t1, ... tn tyy1 € (0,1) tais que ty + ... + £, + t,1 = 1. Defina

- t1x1+...+tnxn
1_tn—l—l

=51X1+ ...+ Suxy, (2.30)

com s; = 1_tt—f1+1para1 <j<n Comos+...+s, =1les; € (0,1) paral < j < n, segue da
hipétese de inducdo que y € I. Dai,

tixy + oo taxn X = (1= tyg)y + tppaXxpgr €1, (2.31)
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e a convexidade de f

ftixg + .o+ tpxy + tupiXng1) = (1= tug1)y + tugp1Xn41)
< (1= tup) f(y) + tusaf (xut1),

com igualdade se e s6 se y = x,,41. Aplicando a outra metade da hip6tese de indugdo, obtemos

fly) = f(s1x1+ ... +snxn) <s1f(xq1) +...+suf(xn)

: (tif(x1) + ...+ taf(xn)), (2.33)

(2.32)

1 tnt1
com igualdade se e s6 se x; = ... = x,,. Unindo as desigualdades acima, concluimos que
f(tlxl + .o txn + tn+1xn+1) < (1 - thrl)f(]/) + tn+1f(xn+1)
< t1f<x1) +.ot tnf(xn) + tn+1f(xn+1)/

ocorrendo a igualdade se e s6 sey = x,,11 e x; = ... = x,. Mas é imediato verificar que tais

(2.34)

condicdes equivalem a x; = ... = x; = x,4+1, conforme desejado.

2.5 Consequéncias da desigualdade de Jensen

2.5.1 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica

A desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica, utilizada em diversas apli-
cacdes matemadticas, pode ser vista como uma consequéncia da desigualdade de Jensen [14].
Considere a seguinte proposigédo:

Proposicdo 2.4. Dados niimeros reais positivos X1, Xo, . . ., Xn, Sua média aritmética é sempre maior ou
igual a média geométrica. Em simbolos:

x1+...+xn
n

> {/X1..Xn, (2.35)
ocorrendo a igualdade se e s6 se X1 = X2 = ... = Xy.

Demonstra¢ao. Dados ntimeros reais positivos 41, . . ., a, e, sabendo que a fungdo logaritmo
natural ¢ sobrejetiva, temos que existem reais x1, ..., x, tais que a; = log(x;) paral < j < n.
E importante observar que a fungdo log : (0,+00) — R é estritamente concava. Usando a
desigualdade de Jensen podemos notar que

log(xy) +log(xz) + ... +log(xn) _ o <x1 tot.. x") (2.36)
n B n , |
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ou ainda

log /x1x7...x, < log (

com igualdade se e s6 se x; = ... = x,. Portanto, pelo fato de a funcdo logaritmo natural ser

x1—|—x2+...+xn)
n 4

crescente, verifica-se a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, ou seja, (G < A),

(2.37)

WX XXy < (x1 tot.. Tt x”) O

n

A proxima desigualdade relaciona as médias geométrica e harmonica. Para demonstra-la

vamos fazer uso da desigualdade que acabamos de estudar seguindo as ideias de [15].

Desigualdade entre as Médias Geométrica e Harmoénica

Proposicao 2.5. Dados x1,xy, ..., X, niimeros reais positivos tem-se

I T " T < Yx1xy ... Xy, (2.38)
— .t
X1 X2 Xn

ou seja, H < G. A igualdade vale se, e somente se, x| = xp = ... = Xy.

Demonstra¢ao. Usando a Proposigéocom os numeros x; substituidos por xl (i=1,2,...,n)

vale
1+1+ +1
v xp a1 11 (2.39)
n e xl x2 DY xn. *
Agora notemos que
1 1
T,.1, 1L =11, 1
T (240

concluindo que
n

1 1 1
x_1+x_2+"'+ﬂ

Observando as desigualdades apresentadas percebemos que H < G < A < Q, ou seja,

< Yx1xp ... Xp. (2.41)

m+@+”+m<¢ﬁ+%+m+%, (2.42)

n
l+l+"'+x1_n n n
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2.5.2 Desigualdade de Young

Teorema 2.4. Sejam p,q > 1, miimeros reais positivos, tais que 1/p +1/q = 1. Temos que,

xP q
w<— 4L, (2.43)
p q
Vx,y € R%.
Demonstra¢do. Usando o fato da funcdo logaritmo natural ser estritamente concava em
(0, 400), considere reais positivos a1, a; e by, by tais que by + b, = 1. Pela desigualdade de

Jensen (2.28), temos que
log (bya1 + baay) > bylogay + by logay, (2.44)
com igualdade se e somente se a; = ay. Fazendo b; = %, b, = %, a1 = xV e ay = y7, obtemos

log (x_p + y—q) >1 log x? + lloqu = log xy (2.45)
poq) " p q ’ '
Como a fungéo logaritmo natural é crescente, concluimos que
xP yq
xy < — 4 —. (2.46)
Y p q
A igualdade acontece quando x¥ = y1. [J

A seguir enunciaremos um coroldrio que é consequéncia da desigualdade de Young (2.43).

Desigualdade de Holder
Proposicdo 2.6. Sejam ay,ay,...,a, e by, by, ..., by reais positivos e p,q > 1 tais que % + % = 1.
Entio
n n 1 n 1
Za,-b,- < (Z air’)?(z bﬂ)ﬁ (2.47)
i=1 i=1 i=1
com igualdade se e s6 se
Mmo_a
b;] bg T
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Y a; 1<AB<:>§Z.§§1
i=1 i=1
' b
Sendoxi:%eyizé —_—
n 1 n n 1 n
lep:ﬁzalp:l’zqu_ﬁzblq_l
i=1 i=1 i=1 i=1

n

Queremos provar que Z x;y; < 1. Pela desigualdade de Young (2.43), segue que
i=1

n n x’.j yq 1 n 1 n
inyi§2<_z+_l>:;inp+a2yiq:1_
' ' i=1 i=1

p 4

A igualdade é vélida se

xf:y?, Vi<i<mn,
ou ainda

i:b_? Vi<i<mn

AP B’ - =
De outro modo temos

b o] by~ B

E imediato verificar que, se a condi¢do acima for satisfeita, teremos igualdade. [J

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

Seguindo [24], a partir da desigualdade de Holder obtemos a desigualdade de Min-

kowski.

Desigualdade de Minkowski

Teorema 2.5. Para p > 1 inteiro e x;, y; reais positivos, temos

n n n
i/z (xi +yi)" < (/in’”r (/Z]/ip/
i=1 i=1 i=1

com igualdade se, e somente se,

X1 _ Xn

no T
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Demonstra¢do. Considere a expressdo

n n
Yy = Y b y)P Y i 4y (2.54)
i=1 =1 =1
Fazendo g > 1 de modo que =1-1="¢F ;1 e aplicando a desigualdade de Holder a
cada um dos somatdrios ac1ma obtemos
n n ;o 1 ;1
Z(xi‘i‘]/i)pg(Exip)p[Z(xz+]/1) 7+ )71 Z X+ Vi p]q
i=1 i=1 i=1 i: i=1
LC 1 p-1 n 1 1 p—1
= xP)PY (+y)P T 7 + Qo yf)P ) ()] 7 (2.55)
i i=1 i=1 i=1

‘m\»—‘
M
"S
~—
.ﬂH
™M=
—_—
Ko
+
=
\_/

i=1
= [( ")

i=1 l:1 i=1

Agora dividindo por [} 4 (x; +y;)P ] 7, segue o resultado desejado.
No préximo capitulo trataremos de vérias aplicagdes usando as desigualdades aqui abor-
dadas.
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CAPITULO 3

APLICACOES DAS DESIGUALDADES

ESTE capitulo apresentaremos aplica¢des das desigualdades em algumas dreas da mate-
maética. Vamos fazer relacdo com problemas ligados a geometria, fun¢des, andlise com-
binatodria, dlgebra e cdlculo diferencial. As relagdes entre médias, muito tteis na resolucdo de

problemas de otimizagdo serdo abordadas nesta secao.

Aplicagao 1

Esta aplicacdo de geometria plana extraida de [14] envolve circulos e poligonos e faz uso da
desigualdade de Jensen (2.28).
Sejam dados no plano um semicirculo I' de raio R e um didmetro AgAy de I'. Para cada inteiro

n > 2, mostre que existe um 1inico n-dgono AgA1Ajz ... A,_1 satisfazendo as sequintes condigoes:

a) Ay,...,A,_1 €T.

b) A dreade AgA1A; ... A,—1 é amaior possivel.

Consideremos a Figura [3.1{ para representarmos esta aplicagdo. Seja A;OA;1 = a;, 1 < i <
n—1(com A, = Ap). Entdo oy +a2 + ... +a,_1 = 7 e a férmula do seno para a 4rea de um
tridangulo fornece:

n—1 n—1

1, . (o
A(AoAr... Ay1) = Y A(AOAy) = Y 5R?sin (AZ-OAI'H)
i=1 i=1
_— (3.1)
= ERZ 1; sin «;.
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Desde que a fungdo seno é estritamente concava no intervalo [0, 7], segue de (2.28) que

Az

Az

Figura 3.1: Representagdo geométrica do problema.

1 = T
Zsm n—l)sin(n_li_zloq):(n—l)sin (n—l)' (3.2)
com igualdade se, e somente se, #1 = ... = a,_1 = ;5. Logo, ha um tnico poligono de area

maxima satisfazendo as condi¢des do enunciado.

Aplicacao 2

Aplicacdo sugerida de [23] é voltada para estudantes que desejam resolver questdes de
olimpiadas matematicas.

Sejam a,b,c > 0 niimeros reais tais que a + b + ¢ = 1. Prove a desigualdade
1\° 1\° 1\ _ 100
- - - o> == .
(a—l—a) —i—(b—l—b) +<C+C) Z 3 (3.3)

A funcéo f(x) = x? é convexa no intervalo (0, ). De acordo com a desigualdade de Jensen

(2.27) temos

2 2 2 2
%<<a+%> +(b+%) +(c+%) > z(% (a+%+b+%+c+%)) , (34

Demonstracao.

ou seja,
1\2 1\%2_ 1 1 1 1\?
+ b++) +(c+-) >z at+btct=+7+-
b c 3 a b ¢ (3.5)
1 100
> - -
_3(1+9) 3

Os problemas a seguir serdo resolvidos através das desigualdades entre médias.
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Aplicacao 3

A aplicagdo faz relagdo com andlise combinatdria. Neste sentido, o aluno pode explorar o
conceito de desigualdade juntamente com o contetido de combinatéria. O problema consiste
em mostrar que \

(g +2+ %) > Cga, (3-6)
para quaisquer x e y reais positivos, onde C;, , denota a combinagdo de n elementos tomados p
ap.

Sabemos que Cgs = 55 = 70. Pela desigualdade temos que

x2+y2 2.9
> >/ x°yc = xy, (3.7)

dai,
2L, (3.8)
y o x
e portanto
X Yy
—+2+= >4 (3.9)
y X
Elevando ambos os membros a quarta poténcia, vem que
X y\*
y +2+ po > 256 > 70. (3.10)

Aplicacao 4

Esta aplicagdo extraida de [25] poderia ser resolvida usando o principio de indugao.

Prove que para qualquer inteiron > 1

nl < <”;1)n (3.11)

Observe que aplicando (2.35) temos

n (3.12)
(mn+1n  n+1

2n 2
Elevando ambos os membros da desigualdade anterior a enésima poténcia obtemos a prova

desejada.

35



Aplicacdo 5

Este exemplo proposto por Korovkin [26] faz uso da geometria espacial através do sélido
geométrico prisma, em particular o paralelepipedo reto-retangulo, explorando o tépico de vo-
lume.

De todos os paralelepipedos conhecida a soma das trés arestas perpendiculares entre si, encontrar o
paralelepipedo de maior volume.

Suponha m = a + b + c a soma das arestas e V = abc o volume do paralelepipedo. Apli-
cando a desigualdade temos

IV = Vabe < ”3& - % (3.13)
entao 3
V< % (3.14)

A igualdade ocorresea =b =c = 3 isto é, quando o paralelepipedo representa um cubo.

Aplicacao 6

Outra aplicacdo interessante envolvendo geometria e as médias aritmética e geométrica.
Se 1200cm? de material estiverem disponiveis para fazer uma caixa com uma base quadrada e sem
tampa, encontre o maior volume possivel da caixa e as dimensdes para que isso ocorra.

Figura 3.2: Paralelepipedo de arestas x, x e h.
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Observemos que a drea da caixa é igual a x> + 2xh + 2xh = 1200 e seu volume é igual a
V = x%h. Aplicando a desigualdade entre médias (2.35) temos

1200 x* + 2xh +2xh ST e ok = a2 — VIR
3 = 3 > Vx?-2xh-2xh = {/4(x?h)? = V4V2. (3.15)

Logo V < 4000 e o volume serd maximo se, e somente se, x? = 2xh. Como x% + 4xh = 1200
concluimos que as dimensdes sdo x = 20cm e h = 10cm e o volume méaximo V = 4000cm?.
Aplicacao 7

Seguindo a ideia de [7], exploramos mais uma vez o contetido de geometria espacial, com
o cilindro circular reto, trabalhando com 4rea e volume.

Se uma lata de zinco de volume 167tcm® deve ter a forma de um cilindro circular reto (Figura ,
ache a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de material usado em sua fabricagio seja a menor

possivel. Seja r o raio da base, I a altura e S a drea da superficie total do cilindro. Entdo temos
m

-

Figura 3.3: Modelo da lata de zinco.

r’h =16 e S = 27trh + 27tr2. Usando a desigualdade das médias em S, obtemos

7trh + 7irh + 27012

s
3 3
> Vrrhrrh2mr? = /273 (r2h)?2 (3.16)

= /273(16)2 = V213 = 871.



Com isso S > 247 e S serd minima se, e somente se, a igualdade ocorrer, isto é, quando 7trh =
27tr?. Temos que 7trh = 27112 e r>h = 16, obtendo h = 4cm e r = 2cm, verificando-se que, de

fato, o minimo para S, S = 247, ocorre para esses valores.

Aplicacao 8

Neste exemplo uma forma de solucdo é através de derivadas. Porém iremos resolvé-lo
aplicando desigualdade entre médias.

Dispomos de uma folha de cartolina de 2m por 3m e queremos construir com a mesma uma caixa
aberta com o maior volume possivel. Quais devem ser as dimensoes da caixa?

Sendo x o comprimento do lado do quadrado que deve ser recortado de cada canto da folha
(vide Figura , ficaremos com uma caixa de dimensoes 2 — 2x, 3 — 2x e x. O volume da caixa

2m

Figura 3.4: Representagdo da folha de cartolina.

serdV = (2—2x)-(3—2x)-x,com0 < x < 1. Vamos considerar os nimeros 2(2 — 2x), 3 — 2x,
6x. Aplicando a desigualdade (2.35), temos:

$/2(2 - 2x)(3 — 2x)6x < 2(2_2x)+é3_2x)+6x, (3.17)
de modo que
$12(2 - 22)(3 — 2x)x < g (3.18)
e,
. 7
12v<l (3.19)
Logo
343
< — .
vy (3.20)
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com igualdade se, e somente se, 2(2 — 2x) = (3 —2x) = 6x. Dai concluimos que o volume

méximo se obtém quando x = 0.4 e as dimensdes da caixa sdo 1.2, 2.2 e 0.4.

Aplicacdo 9

Também conhecida como Desigualdade Isoperimétrica para Tridngulos, vejamos esta inte-
ressante aplicacdo extraida de [13].

Provar que entre todos os tridngulos de perimetro constante p, o equildtero é o de maior drea.

Demonstra¢do. Consideremos um tridangulo de lados a,beccoma+b+c = p. A édrea S

desse triangulo é dada pela férmula de Heron,

S= \/g(g—a)(g—b)(g—c). (3.21)

Aplicando (2.35), temos que

P _ a4+ P _p4+P_¢ 2
Sg\/g(z L )3:12p\/§. (3.22)

7
123
P_g=P_p_P_
> a > b 5 c, (3.23)
isto é, a = b = c. Concluimos que tridngulo é equilatero e neste caso
P a2/3
123 4

As duas aplicagdes posteriores tem como objetivo determinar méximo de fung¢des. Vejamos

Concluimos entdo que a maior drea possivel é , a qual se obtém quando

.0 (3.24)

tais situagdes problema.

Aplicacao 10

Determine o valor mdximo da fungio f(x) = x(1 — x), sendo x € (0,1).

Pelo fato de ser uma fun¢do quadrética, poderiamos calcular o valor maximo através da
ordenada do vértice ou utilizando conceitos de calculo diferencial. Para tanto vamos usar a
desigualdade (2.35). Temos que

x+ (1—x)

5 >\ /x(1—x), (3.25)
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logo
x(1—x) < 41]’ (3.26)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, x = 1 — x, ou seja, x = % Portanto, substituindo

x = Jem f(x) = x(1 — x), verificamos que o valor méximo de f é 1.

Aplicacao 11

Determine o valor mdximo da funcdo f(x) = x3(1 — x), sendo x € (0,1).
A tendéncia é usarmos os fatores da fungdo, como no problema anterior, ou seja, aplicar
(2:35) com os ntiimeros reais positivos x> e 1 — x:

x4+ (1—x)

5 > 4 /x3(1 — x). (3.27)

Apesar de verdadeiro, esse fato ndo d4 um valor méaximo para f. Outra maneira seria usar
x,x,x,1 — x, todos positivos:

x+x+x+(1—x)

1 > {/x3(1—x), (3.28)
isto é,
P-x < (B (3:29)

e mais uma vez ndo chegamos a um valor méximo. Agora substituindo 1 — x por 3(1 — x)

temos: 301
x+x+x: A=%) 5 4f3501— ), (3.30)
com isso N
©3(1-x) < ()Y, (3.31)
se, e somente se,
(1 —x) 27 (3.32)
— 256

Como a igualdade ocorre com x = 3(1 —x) = x = 7 verificando que o valor maximo de f
27

P2

eﬁ.
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Aplicacao 12

Esta aplicacdo é uma adaptagdo do problema de Euclides citado na Introdugédo do trabalho.
Vamos resolvé-lo usando desigualdade entre médias com base em [13].

De todos os retdngulos com o mesmo perimetro, qual tem drea mdxima?

Consideremos os lados do retangulo x e i e 0 perimetro 2p, entdo temos que x +y = p, com
média aritmética de x e y igual a 5. A drea do retangulo é A = xy. Aplicando a desigualdade
entre a média aritmética e geométrica temos

VA = /37 < xzﬂ - g. (3.33)
Logo,
p?
A< T (3.34)
e a igualdade s6 é obtida quando x = y. Portanto, o retdngulo de maior 4rea é o quadrado de
2
area %.
Aplicacao 13

Através de [2] trazemos um problema com geometria plana, onde abordamos a figura do
retangulo, perimetro e diagonal. Para tanto utilizaremos a desigualdade entre as médias arit-
mética e quadratica.

Sejama, b, c > 0, em que a, b sio os comprimentos dos lados do retingulo e c a medida da diagonal
do retdngulo, de acordo com Figura Concluir que de todos os retangulos com medidas de lado e com
diagonal o que tem maior perimetro é o quadrado de medida de lado 2+/2c e o que tem maior drea é o
quadrado de medida de lado c? /2.

Figura 3.5: Retangulo de lados 4, b e diagonal c.
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Aplicando (2.23)) ao perimetro do retangulo obtemos

2 2 2
P:2(u+b):4(a42_b)§4q/a ;b :4,/%:2\/5(;_ (3.35)

a-+b

Simplificando,

P = 4( ) < 2V/2c. (3.36)

No caso da érea do retangulo, a desigualdade é dada por

a+b
2

2
P <

_16_%?)22022, (3.37)

A=ab<(

Para a area e perimetro a igualdade verifica-se quando a = b.

Aplicacao 14

Outra aplicacdo envolvendo geometria plana e otimizagdo pode ser encontrada em [15],
capitulo 7.

Determinar as dimensoes do paralelepipedo de menor diagonal possivel, sabendo que a soma dos
comprimentos de todas suas arestas é 12.

Considere um paralelepipedo retangulo de dimensdes a4, b e ¢, como o comprimento de
todas suas arestas é 12, podemos escrever, 4a +4b +4c = 12, entdioa+b+c = 3. Sejad a

d=a?+b?+c?, (3.38)

[a? + b2 + 2 S a+b+c
3 - 3
2 242

Y ki ah H; T

2 2, .2
ac+b-+c 1
— 3 =

S+ +*>3

e Va2 + 2+ 2> V3.

Como queremos a menor diagonal e sabendo-se que igualdade MA = MQ, ocorre quando
a="b=c tomaremosd =3 = a=b=c=1.

diagonal, sabendo que

e usando (2.23) teremos

(3.39)
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Aplicacado 15

Para fechar as aplicagdes com médias veremos agora um problema cuja solugdo depende
da desigualdade entre as médias harmonica e geométrica.
Sejam x,y,z € R™, tal que x + y + z = 1. Prove que:

1
L= = ¥ (3.40)
\/l+22 \/l_|_ 2 \/l_|_x2 2
3 3TY 3
Demonstrac¢ao. Note que
1 1 4P+ 22+ 2(xy 4 yz + zx
§+x2:§(x+y+z)2+x2: Yy 3(y Yy )+x2
2 .
Zxy+yz+zx+3(xy+yz+zx)+x2:xy+yz+zx+x2 (3.41)

= (x+y)(x+2z).
Aplicando as desigualdades (3.41) e (2.38) notamos que

2 < vz gyz( LI ) (3.42)

L2 Vatyh+z) 2 \xty x+z
Analogamente
xy sz_!/( 1,1 ) (3.43)
%—i—zz z+x z+y
¢ 1 1
L§§< + > (3.44)
%+y2 2 \y+z y+x

Somando (3.42), (3.43) e (3.44) obtemos

Yz 1 1 xy 1 1 zx, 1 1
< = = i
L= 2 (x+y+x—|—z)+ 2 (z+x+z—|—y * 2(y+z+y+x) (3.45)
1 xy+yz+xy+zx+yz—|—zx _x-l—y—l—z_lD '
2\ x4z y+z y+x /) 2 2

Para maiores detalhes vide [23].
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Aplicacdo 16

A desigualdade triangular provada anteriormente foi limitada a ntimeros reais. Para supe-

rarmos esta lacuna, faremos uma demonstracdo analitica com ntimeros complexos seguindo

[6].

Quaisquer que sejam os niimeros complexos Z e W, temos
Z+W| < |Z]+ W], (3.46)

com igualdade valendo se, e somente se, um dos niimeros é miiltiplo escalar real ndo negativo do outro.
Demonstragio. Elevando |Z + W| ao quadrado, temos
Z+WP=(Z+W)- (Z+W)=(Z+W) - (Z+W)
=Z-Z+Z - WH+W-Z+W-W (3.47)
=|ZP+Z - WH+W-Z+|W

Observe que

— _ (3.48)
<2|ZW| = 2|Z| W[ = 2|Z| Wl
logo,
Z+ W2 <|ZP+2|Z] - [W]+ W = (1Z] + [W])?, (3.49)
com isso concluimos que
Z+W| <|Z|+ |W|.O (3.50)

Aplicacao 17

O exemplo a seguir proposto por Oliveira [15] é uma aplicagdo da desigualdade triangular.

Duas torres de alturas hy e hy, respectivamente, estio separadas a uma distdncia d. As torres sdo
amarradas por uma corda APB que vai do topo A da primeira torre para um ponto P no chio, entre as
torres, e entdo até o topo B da segunda torre, como na Figura Qual a posigio do ponto P que nos dd
o comprimento minimo da corda a ser utilizada?

Para resolvermos o problema imaginemos que a superficie do chdo é um espelho e que refle-

timos o ponto através deste, obtendo assim o ponto B’ como mostra a Figura Consideremos
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Figura 3.6: Problema das Torres.

Figura 3.7: Solugdo geométrica do problema das torres.
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o segmento AB’ que intercepta o chdo no ponto P e verificaremos que este é o ponto que nos da
o comprimento minimo da corda. Com efeito, suponhamos que existe outro P’ situado entre as
torres que nos da um comprimento menor para a corda. A partir da Figura 3.7|é facil ver que
os tridngulos BPD e B'PD s&ao congruentes, assim como os tridngulos BP'D e B'P’'D. Logo, as

seguintes igualdades seguem diretamente das congruéncias:
BP = B'P;BP' = B'P". (3.51)
Usando a desigualdade triangular no tridngulo AB'P’ e as igualdades (3.51)), temos
AP'+P'B= AP +P'B'> AB' = AP+ PB' = AP+ PB, (3.52)

chegando assim a conclusdo de que AP + PB nos oferece o comprimento minimo desejado.

Iremos calcular agora a que distancia estd P da base D.
Lembremos que AC=hieBD =hyeCD =de

hy
tang(£BPD) = PD = 7—PD" (3.53)
Dai tem-se Jh
PD=_ 2, 3.54
hy + hy ( )
Aplicacao 18

Esta aplica¢do faz uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz, abordando propriedades de
tridngulos retdngulos, com referéncia em [15].

Entre todos os tridngulos retdngulos de catetos a e b e hipotenusa c fixada, o que tem maior soma dos
catetos s = a + b é o tridngulo isdsceles.

Usando temos que

a+b=a-1+b-1<Va2+b2V/124+12 = ¢V/2, (3.55)

e este méximo é obtido quandoa =a-1leb=a-1oul =a-ael = a-b. Em qualquer caso
devemos ter a = b.
A préxima aplicagdo extraida de [27] também é referente a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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Aplicacdo 19
Considere a, b, c niimeros reais positivos, tais que abc = 1. Prove que

1 1 1
a3(b+c) * b3(c+a) * 3(a+b)

3
> . .
= (356)

Demonstra¢do. Faca x = ab, y = bc e z = ca. Temos que x, y, z sdo nlimeros reais positivos,
de tal modo que xyz = (abc)? = 1. Reescrevendo o lado esquerdo de (3.56), temos

1 n 1 n 1 _ y n z n X
a2(ab+ac) = b2(bc+ba) = 2(ca+cb) xz(x+z) xy(x+y) yz(y+z)
2 » 2 (3.57)
S
y+z x+z x+y
Por (2.1),
(xz + v + = )-[(y+z)+(x+z)+(x+y)]>(x+y+z)2. (3.58)
y+z x+z x+y -
Portanto,
x? N e N z2 Z(x+y+z)2
y+z x+z x4y 2(x+y+z)
_xhytz Sxtytz, (3.59)
2 20 3
3 13
> — 3 = —.
_z(xyz)S 2D
Aplicacao 20

Seguindo Cevtkovski [23], veremos agora uma aplicacdo usando a desigualdade de Holder.

Sejam x, y, z niimeros reais positivos. Prove a desigualdade

x y z
e M T v AV e s R

Demonstragio. Aplicando paran =2e p = g = 2, obtemos
Yty xtz) = (VO + (V) H(V2) + (Vi) 66D

> VX VzZ YV = Vaz 4/,
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ou seja,

1 < v ! (3.62)
Vx+y)(x+z) T Vaz+yay o V(W +VE) '
Entdo, segue-se que
il < i - v . (3.63)
x+y/(x+y)(x+z) T x+Vx(VT+VzZ) VTt Vz
Analogamente,
Y < vy (3.64)
y+Vy+)y+x) T Vi VE
e
z Vz
< . 3.65
z+/GE+y)z+x) T Vet T+ Vz (3.65)
Somando as trés dltimas desigualdades, temos
x y z - VX+ Y+ O

+ + < =
/4y +z) Y+ VI ) 2V EFY)EE) TV VE
A igualdade ocorre se, e somente se, x =y = z.
Em seguida mostraremos mais uma aplicagdo, que serd resolvida com a desigualdade de
Minkowski, com base em [23].
Aplicacao 21
Seja p > 1 um niimero real arbitrdrio. Prove que, para qualquer positivo inteiro n temos

n+1

1P +20 4. +nP >n-( )P. (3.66)

Se p = 1, entdo a desigualdade dada é verdadeira, ou seja, torna-se a igualdade. Sejap > 1e
tomemosx; =1,x=2,...,xy, =ney; =n,yp =n—1,...,y, = 1. Pela desigualdade (2.53)

1 1
(T+nm)P+A+n)P+...+Q+n)P)r <2(1FP +2P + ... +nF)?, (3.67)
ou seja,
n(1+n)P <2P(1P 427 + ... +nP), (3.68)
ou,
n+1

WW4+2P+. 40P >n-(

)P. (3.69)
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A intencdo neste capitulo foi mostrar vérias aplicagdes de desigualdades e suas relevantes
interpretacdes com o intuito de que o aluno desenvolva competéncias matemaéticas, apresen-
tando o conhecimento de novas informagdes e instrumentos necessarios para que ele continue
aprendendo [28]. Ao final deste capitulo observamos também que muitas aplicacdes das de-
sigualdades estdo ligadas a contetidos do ensino médio, jé citados no inicio do capitulo. Com
resultados importantes em algumas dreas da matemaética, como exemplo na geometria, quando
se trata de problemas de otimizagdo envolvendo &reas de figuras planas, como tridngulo, re-
tangulo, figuras espaciais no calculo de drea e volume, no célculo com aplica¢des de maximo
e minimo de fungdes e problemas de competi¢des matemadtica. Isto também motiva ampliar o
conhecimento sobre o assunto, em busca de mais resultados, como também a sua pratica na
sala de aula.
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CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos uma introdugdo sobre as desigualdades e a importancia de
suas aplica¢oes, seguida do estudo de algumas desigualdades e suas demonstragdes, finali-
zando com algumas aplicagdes que possam ser compreendidas pelos alunos do ensino médio.
Com base no tema abordado, acreditamos no desenvolvimento de competéncias para resolver
vérios problemas envolvendo desigualdades, levando em consideragdo o nivel do contetido
que destacamos.

Através deste estudo podemos perceber que existem muitas desigualdades e varias formas
de demonstra-las. No entanto priorizamos as formas mais bdsicas, devido ao publico que
queremos atingir versando sobre todos niveis de conhecimento. Além disso apresentamos
resolugdes de diferentes situagdes problema que vdo desde as questdes contextualizadas até
as questdes de competi¢des matemadticas, ambas significativas para os alunos interessados em
matematica.

Sabemos que a resolugdo de problemas é fundamental no ensino de Matematica, fazendo
com que o aluno enfrente novos desafios e desenvolva sua capacidade de raciocinio, tornando-
se mais critico e investigativo. Com isso para trabalhos futuros podemos explorar estas de-
sigualdades aplicando recursos mais avancados e mostrando que existem outros caminhos e
outras dreas onde elas sdo muito importantes. Consequentemente ampliando nosso ptiblico
alvo, visto que diversas dreas usam ferramentas bésicas de cdlculo diferencial, integral e dlge-
bra para aplicagdes praticas.

Diante do que foi explorado e apresentado, o estudos acerca das desigualdades é muito

significativo e deve ser abordado com maior frequéncia seja no ensino médio, ou para apro-
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fundar o grau de conhecimento. Isto é importante pois podemos proporcionar uma extensao
mais complexa do trabalho em sala de aula, explorando e investigando aplica¢des de outras

desigualdades na matemaética.
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